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Ueber die Biegung und Drillung eines unendlich diinnen 
elastischen Stabes mit zwei gleichen Widerstinden, auf dessen 
freies Ende eine Kraft und ein um die Hauptaxe ungleichen 

Widerstandes drehendes Kraftepaar einwirkt. 


Von 
W. Hess in Miinchen. 


(Mit einer lithographirten Tafel.) 


Im XXIII. Bande dieser Annalen habe ich die Deformationsver- 
hiiltnisse eines unendlich diinnen elastischen Stabes, dessen freies 
Ende von einem Kriftepaare angegriffen wird, untersucht im An- 
schlusse an die Bewegung eines starren Kérpers um seinen Schwer- 
punkt*). Im Folgenden soil nun das Gleichgewicht eines solchen 
Stabes behandelt werden unter der Annahme, dass ausser dem Krifte- 
paar noch eine Hinzelkraft einwirke. Diesem Falle entspricht in der 
Theorie der Rotation die Drehung eines schweren Kérpers um einen 
festen Punkt, welcher auf einer der drei Haupttriigheitsaxen durch 
den Schwerpunkt gelegen ist. Letzteres Problem ist aber vorerst ana- 
lytisch in exacter Weise nur geldést fiir das Gyroscop d. i. fiir einen 
schweren Koérper, dessen Triigheitsmomente um die zwei anderen den 
festen Punkt nicht enthaltenden Hauptaxen einander gleich sind**). 
Es wird also auch zuniichst nur das Gleichgewicht eines dem Gyroscop 
entsprechenden elastischen Stabes erértert werden kénnen d. i. aber 
eines Stabes mit zwei gleichen Widerstiinden gegen Deformation. 

Um einerseits das Problem nicht zu weit auszudehnen, anderer- 
seits an eine auch synthetisch genauer behandelte Art der Bewegung 
ankniipfen zu kénnen, mége angenommen werden, dass das Kriifte- 
paar um die Hauptaxe des ungleichen Widerstandes drehe. Es ist dann 
diese Voraussetzung analog der gewohnlichen Methode, das Gyroscop 
durch Drehung um seine Axe in Bewegung zu setzen, und ich kann 


*) Ueber die Biegung und Drillung etc. Math. Ann. XXIII, p. 181—212. 
**) Lottner, Reduction der Bewegung etc. Crelle’s J. 50, p. 111—125. 
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mich auf eine friihere Arbeit, welche sich mit diesem Falle be- 
schiiftigt*), ohne Weiteres berufen. 

Die Untersuchung theilt sich nun, wie in der ersten Abhandlung 
iiber den elastischen Stab, in zwei Theile. Im ersten Theile werden 
die Gréssen der Biegung und Drillung in den einzelnen Punkten der 
elastischen Centrallinie untersucht und dabei die den Poinsot’schen 
Kegeln der Drehungsaxen entsprechenden windschiefen Flichen con- 
struirt, durch deren successives Aufbiegen die Ueberfiihrung des geraden 
und ungedrillten Stabes in seine Gleichgewichtslage versinnlicht werden 
kann**); In der zweiten Hilfte werden sodann die Coordinaten eines 
Punktes der elastischen Centrallinie aufgestellt, die verschiedenen Typen 
der letzteren besprochen und die erhaltenen Resultate auf besondere 
Fille angewandt. 

Jede dieser Untersuchungen ist dabei an zwei Hauptfillen vor- 
zunehmen: wihrend es niimlich fiir den rotirenden Kérper ganz gleich- 
giltig ist, welche unter den drei Haupttriigheitsmomenten desselben 
von vornherein als gleich angenommen werden, ist es hier wesentlich, 
ob die zwei gleichen Widerstiinde beide Widerstiéinde gegen Biegung 
sind, oder ob der eine der Widerstand gegen Drillung ist. Die bis- 
herigen Arbeiten iiber- die Gleichgewichtsfigur des elastischen Stabes 
diirften sich, wenn auch da nicht in der angedeuteten eingehenden 
Weise, nur mit der ersteren Annahme eines isotropen Stabes befassen, 
indem gewohnlich vorausgesetzt wird, dass der elastische Widerstand 
gegen Biegung der Kriimmung der Gleichgewichtscurve proportional 
sei***). Unter dieselben sind hauptsiichlich zu rechnen die Abhand- 
lungen von Euler iiber den Specialfall der ,,elastischeri Linie“, die 
Note von Binety), in welcher die Coordinaten eines Punktes der 
elastischen Raumcurve auf Quadraturen zuriickgefiihrt sind, und die 
Anwendung, welche Hermite) hiervon giebt. 

*) W. Hess, Ueber das Gyroscop. Math. Ann, XIX, p. 121—154, (Im 
Folgenden mit ,,Gyr.‘* bezeichnet). 

**) Vgl. meine citirte erste Abhandlung iiber den elast. Stab. 

***) Diese Voraussetzung ist z. B. bei Schell (Theorie d. Bew. u. da. Kriifte, 
Ill, § 9—20) ausschliesslich zur Anwendung gekommen. Dieselbe gilt nicht fiir 
einen beliebigen elastischen Stab, wie er in unserer friiheren Untersuchung zu 
Grunde gelegt war, auch nicht fiir die Gleichheit von Biegungs- und Drillungs- 
widerstand, indem das Moment der elastischen Krifte V A®p? + B%q? hiefiir 
nicht der Biegung Vp? + gq? proportional ist. 

+) Mémoire sur l'intégration des équations de la courbe élastique 4 double 
courbure. Comptes rendus, Bd, 18, p. 1195. Die Note von Wantzel im gleichen 
Bande, p. 1197, bietet gegen diese nichts wesentlich Neues, sie waihlt nur andere 
Coordinatensysteme. 

++) Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Comptes rendus 
1880, I, p. 480, 643. 
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Biegung und Drillung eines elastischen Stabes. 3 


Was die Resultate der Arbeit anlangt, so finden sich dieselben 
bei den einzelnen Paragraphen des Genaueren besprochen. Doch midge 
hier darauf aufmerksam gemacht werden, dass die beiden in der vor- 
liegenden Arbeit untersuchten Formen, in welche die elastische Central- 
linie unter Einwirkung von Kraft und Kriiftepaar gekriimmt wird, 
sich von einander und von der durch bloses Kriiftepaar hervorgerufenen 
Form ganz charakteristisch unterscheiden, wie ja auch die Bewegung 
eines schweren Kérpers um einen festen Punkt sich wesentlich gegen 
die ziemlich conform verlaufende Drehung um den Schwerpunkt abhebt. 


Einleitung. 


Ein gerader elastischer Stab von cylindrischer Gestalt und im 
Vergleich zur Liinge Z sehr (unendlich) diinnem Querschnitte werde 
am einen Ende festgehalten und am andern Ende von einer Kraft und 
einem Kriftepaare angegriffen. Wir wihlen wieder die gerade elastische 
Centrallinie des Stabes d. i. die Axe der Torsion zur Axe Z’, die Haupt- 
triigheitsaxen des Querschnittes eines Punktes P derselben zu Axen 
X’, Y’ des rechtwinkligen Coordinatensystems der 3 Hauptaxen. Die 
positive Richtung von Z’ sei jene, welche vom freien Ende aus in den 
Stab eindringt; durch Drehung von 90° um + Z’ im entgegengesetzten 
Sinne des Uhrzeigers*) werde + X’ nach + Y’ tbergefiihrt, Ver- 
moége der Einwirkung des Kraftsystems wird die elastische Centrallinie 
gebogen und gleichzeitig der Querschnitt jedes Punktes P in seiner 
Ebene gedreht; die nunmehrige Lage der 3 Hauptaxen ist daher zu 
fixiren durch die Neigungswinkel derselben gegen die Axen eines festen, 
congruenten Coordinatensystems X YZ, dessen eine Axe mit der Rich- 
tung der angreifenden Einzelkraft, welche fiir alle Querschnitte in- 
variabel ist**), tbereinstimmen midge. 

Dem so bestimmten elastischen Stabe stelle man nun einen starren 
Kérper mit einem festen Punkte O gegeniiber, welcher der Kinwirkung 
der Schwerkraft unterworfen und von einem Kriiftepaare angegriffen 
ist. Von den 3 Haupttriigheitsaxen X’, Y’,Z’ in O gehe eine durch 
den Schwerpunkt und von den Axen eines in O festen congruenten 
Systems X, Y, Z sei eine in der invariablen Richtung der Schwer- 
kraft gezogen. Dann fihrt die Bestimmung der 9 Neigungscosinus 
sowohl dieser als der vorigen zwei Axensysteme nach den bekannten 
Untersuchungen Kirchhoff’s auf genau dieselben Gleichungen, zu- 
niichst auf die Euler’schen Bewegungsgleichungen. Da die letzteren 
vorerst fiir einen Kérper integrirt sind, dessen Haupttrigheitsmomente 


*) In Uebereinstimmung mit den in unserer Abh. iiber das Gyroscop nach 
Poisson getroffenen Festsetzungen. . 
**) §. etwa Clebsch, Theorie der Elasticitiit. 1862, p. 209. 

1* 
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um die nicht durch den Schwerpunkt laufenden Axen einander gleich 
sind, so ist also fir den elastischen Stab die Gleichheit zweier Haupt- 
widerstiinde vorauszusetzen — einmal der zwei Widerstiinde gegen 
Biegung, sodann des Widerstandes gegen Drillung und eines der Wider- 
stiinde gegen Biegung. 


A. Gleichheit der Widerstiinde gegen Biegung — isotraper Stab. 
:. 


In diesem Falle ist die Hauptaxe ungleichen Widerstandes, um 
welche das Kriiftepaar angreifen mége, die Torsionsaxe Z’. Dieselbe 
entspricht der Figuraxe Z’ des Gyroscops; weiter entsprechen sich 
die Ebene des Querschnittes X’ Y’ eines Punktes P und die Ebene 
des Aequators X’Y’ durch O. Es mégen nun, je nach dem vor- 


liegenden Problem, bedeuten: 


C das Trigheitsmoment um die 
Figuraxe OZ" des Gyroscops, 

A das gleiche Trigheitsmoment 
um eine der unendlich vielen Haupt- 
axen des Aequators, 

M das Moment der Schwerkraft 
(gebildet aus dem Gewichte P des 
Koérpers und des Abstandes y von 
Unterstiitzungspunkt und Schwer- 
punkt), 

m die Grésse der um die Figur- 
axe anfinglich ertheilten Dreh- 
geschwindigkeit, 

s die Zeit, gerechnet von s, = 0 
an, 

®@ der Winkel zwischen den Axen 
der Figur und der Schwere zur 
Zeit s, 

®, der Winkel, unter welchem 
die Figuraxe des Gyroscops zu 
Anfang gegen die Richtung der 
Schwere gestellt ist, 

6 der Winkel, welchen die im 





C der Widerstand gegen Torsion 
um die Torsionsaxe 2’; 

A der gleiche Widerstand gegen 
Biegung um eine der unendlich 
vielen Hauptaxen des Querschnitts; 

M das Moment der auf das freie 
Ende einwirkenden Einzelkraft; 


n die Grésse der um die Tor- 
sionsaxe am freien Ende anfiinglich 
ertheilten Drillung; 

s der Bogen der el. Centrallinie, 
gerechnet vom freien Ende an; 

@ der Winkel zwischen den Axen 
der Torsion und der Kinzelkraft 
fiir die Bogenliinge s; 

@, der Winkel, unter welchem 
die angreifende Kraft gegen die 
Torsionsaxe am freien Ende ge- 
richtet ist; 

6 der Winkel, welchen die im 


Aequator liegende Componente 0’ | Querschnitt liegende Componente 
0’ der instantanen Kriimmung 
(d. i, die Axe reiner Biegung) 
mit der Hauptaxe X’ bildet. 


der instantanen Winkelgeschwin- 
digkeit © mit der Hauptaxe X’ 
bildet , 
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Beziiglich der Componenten p, q, r der Winkelgeschwindigkeit 
resp. der Kriimmung und deren Zusammensetzungen 0 = /p?+ q?+ 7°, 
G=y/r+”¢, l=p~Aa(p?+e@)+ Cr? gilt des Niheren das 
bereits in unserer ersten Abhandlung iiber den elastischen Stab 
Gesagte. 

Die gegenseitige Lage der beiden Systeme kann am besten aus 
folgender Gegeniiberstellung erkannt werden: 
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Die Neigungscosinus ergeben sich aus folgendem Schema: 
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a:3 , 
ee ae et 
rsyv ¥v, 
Z ¢ Cr * <¢ 


Kriimmung in den einzelnen Querschnitten. 
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Mittels synthetischer Betrachtungen oder durch Combination der 
Euler’schen Gleichungen kénnen fiir beide Probleme gleichmiissig 
eine Reihe von Formeln gewonnen werden, welche wir in successiver 
Folge unserer Arbeit iiber das Gyroscop entlehnen. Es ist zuniichst 





(1) r=n, Cr=Cn, 
A 
(2) gon P=, 
(3) r+Y/= a3. (cos # — cos #,). 


Die Gleichungen (1) sagen aus: 

Das Moment der wirkenden Krifte und die Winkelgeschwindigkeit 
der Drehung, geschiitzt um die Axe der Figur, bleiben wiihrend der 
ganzen Dauer der Bewegung constant*). — Das Moment der in einem 
Punkte der elastischen Centrallinie wirkenden Spannung, geschdtzt um 
die Axe der Torsion, und die Grisse der Torsion sind fiir alle Punkte 
constant; der Stab ist also gleichfirmig gedrillt. 

Die Gleichungen (2) sagen aus: 

In jedem Zeitmoment liegen die Axe des wirkenden Kriftepaars 
und die Axe der durch dieselbe hervorgerufenen Drehung mit der Axe 
der Figur in derselben Ebene. Und zwar liegt die Axe des Krifte- 
paars oder jene der Drehung niiher an der Axe der Figur, je nachdem 
das Trigheitsmoment um die letztere grésser oder kleiner ist als das- 
jenige um eine der Hauptaxen des Aequators**), — Fiir jeden Punkt 
P der elastischen Centrallinie liegt die Axe der Spannung und jene der 
dadurch hervorgerufenen Gesammtkriimmung mit der Axe der Torsion 
in derselben Ebene. Und zwar liegt die Axe der Spannung oder jene 
der Kriimmung niher an der Axe der Torsion, je nachdem das Wider- 
standsmoment um die letztere grésser oder kleiner ist als dasjenige wm 
eine der Hauptaxen des Querschnitts. 

Aus der Gleichung (3) folgt, dass die in der Ebene des Aequators 


auf einander liegenden Componenten I’ = A /p? + gq? des Kraftepaars 


*) Gyr. 126, 
**) Gyr. 125, 
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und 0 = /p?+ @ der Drehung bis auf Constante gemessen werden 
durch den Cosinus des jeweiligen Neigungswinkels @ zwischen den 
Axen der Figur und der Schwere. Ganz ebenso werden die Gréssen 
der im Querschnitte eines “Punktes aufeinanderliegenden Componenten 
der Spannung und Kriimmung, l/’ und 0’, gemessen durch den Cosinus 
des jeweiligen Neigungswinkels #, welchen die Tangente der elastischen 
Centrallinie, d.i. ja die Axe der Torsion, mit der invariablen Richtung 
der Kraft bildet. 


3. 
Fiir den Winkel # erhilt man*) 
(4) cos # — cos # = a, - cos*am(u + XK). 


Darin bedeutet w eine mit s proportionale Grésse, « = m-s, und 
es ist gesetzt*) 
m? = > V(é + cos #)? + sin?d,, 
@y (3) = — (e + cos %)) + V(e + cos O)? + sin*d,, 


oa) 
C2 n? 
44M 





é= 


Die Moduln der auftretenden elliptischen Functionen sind x, x’, wo 











2 1 é-+ cos Py Oy 
ghee’ Bue 2Vis a.) )6=6h 
“ 2V (e+ cos B)* + sin? Fy 1 8 
es oh iota re) 
2 2V(e + cos @,)? + sin? d, a, — Ms 


Da «,>0, cos #— cos # also positiv ist, so folgt fiir das 
Gyroscop: 

In der Anfangslage liegt der Schwerpunkt desselben am héchsten; 
er sinkt sodann stetig, bis die Figuraxe mit der Verticalen einen 
Winkel #, bildet, welcher fiir wu = K, also fiir die Zeit sg = K: m, 
aus cos #, = cos # + a, erhalten wird. Von dieser tiefsten Lage 
aus wieder gerade so steigend, wie er vorher gesunken, kehrt er zur 
héchsten, durch #, repriisentirten Lage zuriick, und nun wiederholt 
sich genau dasselbe Spiel des Sinkens und Steigens, da cos @ mit der 
Periode 2K von wu periodisch ist. Die Figuraxe beschreibt auf diese 
Weise einen ausgezackten Kegel, welcher zwischen 2 Kreiskegeln 
(%), #,) um die Verticale eingeschlossen ist. 1) War der Anfangs- 
winkel @, spitz, der Schwerpunkt des Gyroscops also unterhalb des 
Unterstiitzungspunktes O gelegen, so bleibt demnach # immer spitz. 
2) Das Gleiche gilt, wenn @, ein rechter Winkel war: Die héchste 





*) Gyr. 131. 130. 
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Lage der Figuraxe ist eben die horizontale. 3) War hingegen 4, 
stumpf, d. h. der Schwerpunkt oberhalb des festen Punktes gelegen, 
so kann derselbe fortwiihrend oberhalb verweilen, oder mit seiner 
tiefsten Lage die Horizontalebene durch O Deriihren, oder auch unter 
die letztere heruntergehen, je nachdem die 2 Constanten ¢ und 


®, = 180 — @, eine der Relationen se 1:2 cos, eingehen*™). 


In gleicher Weise zeigt sich fir den Winkel @, welchen die 
Torsionsaxe Z’ d. i. die Tangente der elastischen Centrallinie des 
Stabes mit der invariablen Richtung der Einzelkraft bildet, folgendes: 

Der Winkel ist periodisch mit dem Parameterwerth 2K von u, 
also mit einem Bogenstiick s.,—2K:m. Derselbe ist am gréssten 
fiir das freie Ende des Stabes und alle um Vielfache von s.% davon 
abstehende Punkte, nimlich #,, am kleinsten fiir die Mitten solcher 
Bogenstiicke, niimlich 9, aus cos #, = cos #, + a@,. 1) War @, spitz, 
so bleibt # fortwihrend spitz: es kann also die gebogene elastische 
Centrallinie niemals der auf der Richtung der Kraft senkrecht stehenden 
invariablen Ebene parallel oder gar zugewandt erscheinen, sondern 
sie entfernt sich von dieser Ebene mehr und mehr, Fig. la. 2) War 
®, recht, so kann # nur wieder héchstens einem rechten Winkel gleich 
kommen: es ist also die elastische Centrallinie in allen Punkten, welche 
vom Ende um Vielfache von se, abstehen, der invariablen Ebene 
parallel, sie entfernt sich jedoch gleichfalls immer mehr von derselben, 
Fig. 1b. 3) War @, stumpf, so kann @ entweder stumpf bleiben, 
oder in seiner extremen Lage @, ein Rechter, oder auch spitz werden, 
e21: 

< 


je nachdem 2cos #, ist. Die zwei ersten Vorgiinge sagen fiir 


die Centrallinie tihnliches, wie die soeben besprochenen Fille, dass 
®%, spitz oder recht war, nur hat man sich dieses Mal auf die andere 
Seite der invariablen Ebene zu begeben, Fig. 2a, 2b. Fiir die dritte 
Méglichkeit dagegen kehren sich anfangs die ‘Tangenten der elastischen 
Centrallinie ab, werden dann fiir einen gewissen Punkt parallel zu 
dieser, und beginnen dariiber hinaus die invariable Ebene mit ihren 
Richtungen zu schneiden, bis sie fiir sy umkehren, zu einem rechten 
und von da zum Winkel #, wieder ansteigen. Die Méglichkeit, dass 
die invariable Ebene, welche durch den freien Endpunkt des Stabes 
senkrecht der Kraftrichtung gelegt ist, von der Gleichgewichtscurve 
der elastischen Centrallinie geschnitten wird, ist demnach nur fiir 
diesen Fall gegeben, Fig. 3, 4, 5. 

Die vorstehenden Siitze, in Verbindung mit der Thatsache, dass 
die Tangente der elastischen Centrallinie iiberall da, wo sie den An- 
fangswinkel #, wieder bildet, Wendetangente ist, geniigen, um sich 


*) Gyr. 137, 
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von dem Verlaufe der Curve in den verschiedenen auftretenden Fallen 
fiirs Erste ein anniihernd deutliches Bild machen zu kénnen. Die ge- 
uauere Classification folgt § 8. 

Da der Winkel @ fiir ein von 0 oder 180° verschiedenes #, nie 
0 werden kann, so folgt, dass die gebogene elastische Centrallinie im 
allgemeinen Falle nie der Richtung der Einzelkraft parallel werden 
kann. 

Was den Werth von s:% oder auch von sx anlangt, so zeigte 

: sich*) : 

Die Zeit, innerhalb welcher sich der Schwerpunkt des Gyroscops 
von seiner héchsten zur tiefsten Lage oder umgekehrt bewegt, ist um 
so kleiner, je grésser das Triigheitsmoment C und die anfinglich er- 


. theilte Winkelgeschwindigkeit » um die Figuraxe d. h. je stiirker das 
anregende Kriiftepaar Cn ist, je kleiner ferner das Trigheitsmoment 
9 A um eine Axe des Aequators, je grésser das Moment Py = M der 
Schwerkraft und je kleiner der anfingliche Neigungswinkel zwischen 
“ der Figuraxe und der positiven Richtung der Schwere gewihlt ist — 
einerlei, wie auch der Schwerpunkt anfangs gegen den Unterstiitzungs- 
4 punkt gelegen sein moge. 

Uebertragen lautet dieser Satz: 
04 Das Curvenstiick der elastischen Centrallinie, an dessen Endpunkten 
“ die Tangenten mit der invariablen Richtung der Kraft einen gréssten 
1) und kleinsten Winkel (%,, %,) bilden, ist wm so kiirzer, je grisser der 
My Widerstand C gegen Drillung und die anfdnglich ertheilte Torsion n 
. d. h. je stirker das anregende Kriftepaar Cn ist, je kleiner ferner der 
ir gleiche Widerstand A gegen Biegung, je stirker die wirkende Zugkraft 
-" M und je kleiner der anfingliche Winkel #, der letzteren gegen die in 
- den Stab eindringende Richtung der Stabaxe gewdhlt wird — einerlei, ob 
ne dieser Winkel spitz, recht oder stumpf ist. 
en 
zu 4. 
en Aus den Gleichungen (3) und (4) ergiebt sich 
en ; 
LSS (5) C=—Vr+r=] =_ - cosam(wu + I), 
eS 1 
we Da fiir den elastischen Stab 0’ die Grésse der Biegung vorstellt, 
fiir so zeigt sich also: 

Die elastische Centrallinie wird unter dem Einflusse einer auf’ das 
_ freie Ende ecinwirkenden belicbig gerichteten Kraft und eines um die 
“a Stabaxe drehenden Krdftepaares in eine doppelt gekriimmte Curve ge- 
ich bogen, welche am freien Ende und in allen hiervon um Vielfache von 


*) Gyr, 132. 138. 
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Sixx = 2K:m abstehenden Punkten Wendepunkte besitzt. Die Biegung 
der Curve ist periodisch und an allen Stellen, welche von einem Wende- 
punkt gleichweit nach rechts oder links abliegen, gleich gross, in der 
Mitte eines Bogenstiickes sz am grissten, némlich 


(5a) 0, <= V —_ , 


Die Grésse 0’ hat fiir den elastischen Stab nun noch eine weitere 
Bedeutung. Triigt man niimlich in jedem Punkte der noch geraden 
Centrallinie die daselbst zum Vorschein kommende gesammte Kriim- 
mung @ = pp?+ qg?+ n? nach Richtung und Grosse auf, so erhiilt 
man nach Friiherem*) die windschiefe Fliche und die Curve der Po- 
lodie, ganz entsprechend dem Kegel und der Curve der Polodie bei 
der Drehung, welche von den instantanen Drehungsaxen und ihren 
Endpunkten in dem ruhend gedachten Koérper gebildet werden. Fiir 
das Gyroscop ist aber die Polodie eine ebene Curve, deren Ebene 
parallel dem Aequator und im Abstande » der constanten Geschwin- 
digkeitscomponenten davon gelegen ist; dieselbe besteht aus unendlich 
vielen congruenten Blittern, welche im Mittelpunkte eines Kreises 
zusammenstossen und von dem Umfange des letzteren beriihrend ein- 
geschlossen werden **). Der Radiusvector der Polodie ist ep=/ p*+¢?=0,, 
der Polarwinkel, der in 2. erwihnte Winkel, 6 = — es om. aa 
der Radius des umhiillenden Kreises ox = Ox. 

Auf den elastischen Stab tibertragen ergiebt sich: 

Die Curve der Polodie ist auf einem der Stabaxe parallelen Cylinder 
gelegen, dessen im freien Endquerschnitt gezeichnetes Profil eine Curve 
ist, aus unendlich vielen congruenten blattformigen Theilen bestehend, 
welche mit ihren Enden im Mittelpunkte des Querschnittes beriihrend 
zusammenstossen und von einem concentrischen Kreise wmhiillt werden. 
Der Radiusvector der Curve ist nichts anderes als die Grisse 0’ der 
Biegung, der Radius des einschliessenden Kreises der Betrag der 
Mazximalbiegung Ox, Fig. 7. 

Die Polargleichung der Curve ist 


e' = V =a -cosam(u + K), : 
(6) (2A4—C)n 
Paws See +e, 


Die letzte Formel zeigt, dass der Winkel zwischen der Axe reiner 
Biegung und der Hauptaxe X’ dem Bogen s der elastischen Central- 
linie proportional ist, und dass die Richtung, in welcher der Radius- 





*) W. Hess, Ueber die Biegung und Drillung etc. p. 194. 
**) Gyr. 140, 142. 
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vector 98’ die Profileurve durchliiuft, der um die Torsionsaxe anfangs 
erfolgenden Drehungsrichtung entgegengesetzt ist. 

Aus der Veriinderung von 0% folgte fiir das Gyroscop*): 

Der Radius des die Polodie umschliessenden Kreises ist um so 
groésser (die Bliitter der Curve sind um so linger), je kleiner das die 
Bewegung hervorrufende Kriftepaar Cn und je grésser das Moment 
M= Py der Schwerkriifte ist — ohne Riicksicht auf die Lage des 
Schwerpunktes. Bewegt sich ‘der letztere ganz oberhalb des Unter- 
stiitzungspunktes, so wird der Radius grésser mit steigendem ‘Trig- 
heitsmoment A um eine Axe des Aequators und mit fallendem (stumpfen) 
Winkel #,; bewegt er sich auch unterhalb desselben, so wird derselbe 
grésser mit sinkendem Trigheitsmoment A und mit steigendem (spitzen 
oder stumpfen) Anfangswinkel @,. 

Durch Uebertragung ergiebt sich fiir das jetzige Problem: 

Der den Cylinder der Polodie umschliessende Kreiscylinder und da- 
mit die relative Stdrke der Biegung der eclastischen Centrallinie ist um 
so grosser (die Blitter der Profilcurve sind um so lénger), je kleiner 
der Widerstand C und die anfangs ertheilte Drillung n und je grésser 
die wirkende Kraft M ist — ohne Riicksicht auf die Richtung der 
letzteren. War der Winkel %,, unter welchem die Richtung der Kraft 
die Axe des Stabes traf, ein stumpfer und bleibt er es fortwiahrend, 
d. h. ist 2 cos[180° — #] > 1 (§ 3), so wird der Kreiscylinder oder 
die Biegungsstirke grisser’ mit zunehmendent Widerstande A gegen 
Biegung und mit abuehmendem Winkel #,, in allen andern Lagen mit 
abnehmendem Widerstande A und mit zunehmendem (spitzen oder 
stumpfen) Anfangswinkel 4,. 

Der Polarwinkel, welcher ein Blatt der Profileurve bestimmt, ist 
2A—C)n 

m 


(6a) Ox = 26% = — -2K = — (2A—C)n: Sox. 

Aus der Veriinderung desselben mit derjenigen der Constanten 
folgt fiir den elastischen Stab ihnlich wie fiir das Gyroscop**): 

Die Bliitter werden. um so breiter, je kleiner der Widerstand C 
gegen Drillung und je griésser die anfangs ertheilte Torsion n, je grésser 
der Widerstand A gegen Biegung, je kleiner die wirkende Kraft M 
und je grisser der spitz genommene Anfangswinkel %, oder #, zwischen 
Kraftrichtung und Stabaxe gewiihit ist, und zwar fiir alle Fiille. 

Ks ist bemerkenswerth, dass hier, im Gegensatze zu friiher, C 
und » ungleiches Verhalten zeigen. 

Die Form der besprochenen Profileurve ist, wie erwihnt, in den 


*) Gyr. 142. 
**) Gyr, 142. 
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Fig. 7 ungefihr dargestellt. Dieselbe schliesst sich im allgemeinen 
nicht; soll Schluss eintréten, so muss die Bedingung erfiillt sein: 


24—C K 


— Ox = —.+.— mit a rational; 
m 


. 2A 
es kann dann die Curve ganz charakteristische Formen, wie die eines 
Ovals u. s. w., besitzen. 


5. 


Die Gréssen p, q der Biegung liings der Hauptaxen X’, Y’ des 
Querschnittes sind zugleich mit den Componenten p, q der Winkel- 
geschwindigkeit lings der Hauptaxen X’, Y’ des Aequators, wenn die 
anregenden Kriiftepaare als linksdrehend angenommen werden, 


Ma, ae en (2A — C) n 
P / - cosam(u + K)- cos “54 U, 
(7) / SMe. ccsam(u + K)- sin (2A4—C)n. 
q 4 8 (a 2Am 


_ Dieselben sind im allgemeinen nicht periodisch mit dem Bogen 
4 hd 4 4 - r r 
s= ~ der elastischen Centrallinie. Fiir wu—0, 2K,4K,... ver- 
schwinden beide. Ausserdem wird p= fiir alle Bogenentfernungen, 
2A a 
(2A—C)n 2 
q fiir alle durch gerade Vielfache markirten Punkte; in den ersteren 
Punkten ist die Hauptebene X’Z’, in den letzteren die Hauptebene 
Y’Z’ Schmiegungsebene der elastischen Centrallinie. 
Die Gleichungen der Polodie werden 


welche ungeraden Vielfachen der Grosse gleichkommen, 


’ 


“=p, 
(8) y= q> 
g=s+n. 


Man erkennt aus ihnen, dass die Projectionscurven derselben auf 
die 2 Hauptebenen X’Z’ und Y’Z’ im allgemeinen unregelmiissig 
verlaufende Curven von wellenférmiger Form sind, wie beiliufig in 
Fig. 8 dargestellt ist. Periodicitiit im Verlaufe tritt nur ein, wenn 
ein der elliptischen und ein der trigonometrischen Function zugehoriger 
Nullpunkt zusammenfillt, was wieder die Bedingung erfordert, dass 
der Betrag des Winkels 6,, mit a rational sei. Hierfiir sind aber die 
Componenten p und g periodisch und es ist nach dem vorhergehenden 
Paragraphen zugleich der Cylinder der Polodie geschlossen. 

Die Fliiche der Polodie wird erhalten, wenn man den Coordinaten 
x, y, # einen Proportionalitiitsfactor @ zufiigt. 
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6. 


Denkt man sich durch successive Deformation um die instantane 
Axe © der Kriimmung die Ueberfiihrung des geraden und ungedrillten 
elastischen Stabes in seine Gleichgewichtslage vom freien Ende aus 
vorgenommen, so werden die einzelnen Axen © successive in eine 
neue Lage iibergefiihrt und in dieser Erzeugenden einer neuen wind- 
schiefen I'liiche, der Fliiche der Herpolodie, auf welcher dann die 
Fliiche der Polodie aufgebogen erscheint. Die Leitlinie der neuen 
Fliiche ist die gebogene elastische Centrallinie. Die Linie der End- 
punkte der Axen © ist die Curve der Herpolodie, auf welcher die 
Polodie aufgebogen erscheint. Die Gleichungen &, 9, ¢ der Herpolodie- 
curve erfordern zu ihrer Aufstellung die Kenntniss der Coordinaten 
x,y, 2 der elastischen Centrallinie und der Neigungscosinus a,b,c..." 
der 3 Hauptaxen des Stabes gegen die Axen des festen Coordinaten- 
systems: 

E—x=—ap+ba+en, 
n—-y=aptbat+en, 
t—c=a'p+d'q+ecn. 

Nun ist bei der Rotation der feste Kegel der Herpolodie zwischen 
zwei Kreiskegeln um die Verticale eingeschlossen, also sind hier die 
Krzeugenden der Fliche der Herpolodie denjenigen eines Kegels parallel, 
welcher zwischen zwei Kreiskegeln um die invariable Richtung der 
angreifenden Kinzelkraft beschrieben gedacht wird. Fiir die Rotation 
gilt weiter*): 


K r 
mn ? SBKy SOK. + liegen mit der Axe der 


Zu den Zeiten 0, sx = 
Schwere die Axen der Figur und der instantanen Drehung, somit auch 
(§ 2) die Axe des anregenden Kriiftepaares in derselben Ebene. Da- 
bei fallen fiir die Zeiten 0, sox, Six... din 3 letzteren Axen in eine 
Gerade zusammen, wiihrend fiir die anderen Zeiten die gegenseitige 
Lage dadurch charakterisirt ist, dass der Verticalen zuniichst die Figur- 
axe liegt und die folgende Axe die Kriftepaar- oder Drehungsaxe ist 
(§ 2), je nachdem das Triigheitsmoment um die Figuraxe grésser oder 
kleiner ist als jenes um eine der Triigheitsaxen des Aequators. 

Analog verzeichnen wir die Siitze: 

Fir alle Punkte der. gebogenen elastischen Centrallinic, welche 
Wendepunkte sind (s = 0, Sex, Six...), fallen die Axe der Spannung 
und der dadurch hervorgerufenen Kriimmung mit der Axe der Torsion 
zusammen ; fiir alle dazwischen liegende Punkte grisster Biegung liegen 
die 3 genannten Axen mit der Richtung der angreifenden Einzelkraft 
im dersclben Ebene, und zwar so, dass dieser invariablen Richtung zu- 


*) Gyr, 148. 
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niichst die Axe der Torsion liegt und sodann die Axe der Spannung 
oder Kriimmung folgt, je nachdem der Widerstand gegen Drillung 
grisser oder kleiner als ist als einer der Widerstiinde gegen Biegung. 


Kriimmung des ganzen Stabes. 
7. 


Unter den Projectionen der vermége eines blosen Kriiftepaars ge- 
bogenen Centrallinie war nach unserer friiheren Untersuchung jene 
auf die invariable Ebene des Kriftepaares XY die einfachste. Das 
Gleiche findet hier statt beziiglich der invariablen Ebene X Y, senk- 
recht der Einzelkraft Z. Es gilt fiir die Grésse der Biegung der ge- 
nannten Projection wieder die Gleichung*) 

ory a S Pth'S 
N—c'® ’ 

worin a’, b’, c’ die Neigungscosinus der 3 Hauptaxen des Stabes 
gegen die Kraftrichtung Z bezeichnen. Diese Cosinus werden im all- 
gemeinen den Euler’schen Gleichungen zu entnehmen sein, ihre Auf- 
stellung in Functionen von p, q, r kann jedoch hier erspart werden. 
Es ist nimlich fir das allgemeinste Problem der Bewegung das Mo- 
ment des zu irgend einer Zeit wirksamen Kriiftepaars liings der in- 
variablen Richtung der Schwerkraft constant**). Demnach ist auch 
fiir einen unendlich diinnen elastischen Stab, dessen. freies Ende von 
einer Kraft und einem Krdftepaare afficirt wird, das Moment des 
Kréftepaars lings der unverdnderlichen Linie der Kraft fiir alle Punkte 
der elastischen Centrallinie eine constante Grosse. 

Hier ist das Anfangsmoment des Kriiftepaares um die Torsionsaxe 
Cn und der anfingliche Neigungscosinus dieser Axe gegen die Linie 
der Kraft cos #, = ¢,’, also 


Ap-a’+Aq-b"+Cn-c’ =Cn-«,’, 


ap + b'q=— ce - (cos # — cos #,). 
Dieser Werth, oben eingesetzt, giebt 
Cn cos # — cos 
) ory — Sh con 8 ee 


Aus dem Verhalten von # mit dem Bogen s fliessen darauf be- 
ziiglich die Siitze: 

Die Projection der gebogenen elastischen Centrallinie auf die normal 
zur Richtung der Kraft stehende invariable Ebene ist periodisch gebogen 





*) W. Hess: Ueber die Biegung und Drillung etc. 198. 
**) S. etwa: W. Hess, Ueber das Problem der Rotation. Math. Ann. XX. 463. 
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und besitzt wie die elastische Centrallinie selbst unendlich viele Wende- 
punkte, Je zwei iiberbenachbarte Wendepunkte begrenzen congruente, 
je zwei benachbarte symmetrische Stiicke der Curve; die Mitte eines 
solchen symmetrischen Zweiges besitet ein Maximum der Biegung und 
theilt den Zweig nochmals symmetrisch, Fig. 6. 

Die absolute Grésse der Maximalbiegung 0% wird erhalten durch 
Einsetzen des Winkels #, an Stelle von'#. Es ist aber 

cos 0, — COS By = a 
und unter Bezugnahme auf den Werth von é 
sin #, = V2a,€, 

so dass nach leichter Reduction folgt 


PF M 2 

(9a) On = ta V =a? 

eine Formel, welche auch vermittelst der Relation (8a) geschrieben 
werden kann 

ye 

(9b) oy = ay 

und fiir die Kriimmungsradien 1 : @x und 1 : 0%" folgende Eigenschaft 
ersehen lisst: 

Das geometrische Mittel aus den Biegungsradien der elastischen 
Centrallinie wnd ihrer Projection auf die invariable Ebene senkrecht 
der Kraft ist fiir die Stellen grisster Biegung gleich dem anregenden 
Krdftepaare dividirt durch die doppelte Kraft. 

Aus der im § 4 verzeichneten Veriinderung von 0, ersieht man, 
wie sich die Biegungsgrésse O%” gegeniiber einer Variirung der Grésse 
A des Biegungswiderstandes und des Anfangswinkels #, zwischen 
Kraftrichtung und Stabaxe verhilt — eben umgekehrt wie Ox. Durch 
kurze Untersuchung folgt weiter, dass 0%” um so groésser wird, je 
grésser die wirkende Kinzelkraft M und je grésser das anregende 
Kriiftepaar Cn, je grésser also der Drillungswiderstand C und die an- 
fangs erfolgende Drillung » wird, 

Die Projectionen der elastischen Centrallinie auf die 2 andern 
festen Coordinatenebenen YZ und ZX besitzen die Biegungsgréssen 


s— *ptia pe ae SP TEE 
=< jos’ maa 
Diese Curven sind nicht mebr periodisch gebogen; sie besitzen, 
da fiir u—0, 2K, 4K... die beiden Componenten p, g verschwinden, 
unendlich viele Wendepunkte. Das letztere gilt auch fiir die Projection 
auf jede andere Ebene des Raumes, wie es nach dem Verlaufe der 
elastischen Gleichgewichtscurve ja selbstverstindlich ist. 
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8. 


Wie unter den Projectionen der elastischen Centrallinie jene auf 
die invariable Ebene die einfachste ist, so ist unter den 3 Coordinaten 
x,y, eines Punktes derselben die Coordinate z, welche den Abstand 
des Stabpunktes von der invariablen Ebene angiebt, ausgezeichnet. 
Der Neigungscosinus der Stabtangente Z’ gegen die invariable Linie 
Z der Kraft ist c’ = cos #, also wird 


s= {cos 9 -ds= - + [eos 3) + «, - cos? am (u-+K)|- du. 


Denkt man sich den Coordinatenanfangspunkt des festen Systems X Y Z 
in das freie Ende gelegt, so dass fir 1 —0, r= y=2—0 ist, so 
kommt fiir ¢: 


x2 cos O) — x’ 2a,, wu a . —— 
(10) = ~ a 7 > xem [Bupx — Ex), 
worin EF die Legendre’sche Function zweiter Gattung bezeichnet. 
Man erkennt: 

2 besteht aus einem mit dem Bogen s proportionalen und einem 
damit periodischen Term; wiichst der Bogen s um Vielfache des Stiickes 
2K 


S2x = ——, 80 wiichst die Coordinate ¢ um Vielfache des Abstandes 


Re x2 cos yp—x 2a, | ey oR 
(10a) 22k = “2 - * Sox -b ar _ 2 Kx, 
um welchen der erste nach dem freien Ende auftretende Wendepunkt 
von der invariablen Ebene entfernt ist. 


Weiter ergiebt sich 


22K+u = 22K + &u 
und fiir den ersten Punkt grésster Biegung 
(10 b) 25> ; * 22K. 
Legt man daher in den Abstiinden gx, zex,... Parallelebenen zur 
invariablen Ebene, so wird die Curve durch je 2 benachbarte Ebenen 
in symmetrische, durch je zwei tiberbenachbarte in congruente Theile 
zerlegt. 

Diejenigen Punkte, denen die Abstiinde 22%, zic,... zukommen, 
sind Wendepunkte der Raumeurve.*) Ueber die Art und Weise des 
Verlaufes der letzteren entscheiden einzig und allein die zwei Grossen 
und %, — obgleich in das Problem 5 Constante eingehen —, wie ja 


*) Dieselben sind in den Zeichnungen durch Striche markirt; alle anderen 
in diesen auftretenden Wendepunkte riihren von der perspectivischen Dar- 
stellung her. 
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auch die verschiedenen Fiille in der Bewegung des Gyroscops durch 
jene 2 Gréssen charakterisirt waren. 


Ia. Der Winkel #,, unter welchem die Kraft gegen die Stabaxe 
am freien Ende gerichtet ist, sei spite. 

Dann bildet die Curve mit der Richtung der Kraft*) stets 
spitze Winkel @, sie steigt also von dem dieser Richtung zu- 
gekehrten (positiven) Theil der invariablen Ebene stetig, ohne 
derselben jemals parallel zu werden. Die Winkel fiir z,, zox,... 
sind am gréssten, niimlich gleich #,, jene fiir zx, 23x, -.. am 
kleinsten, namlich 4, aus cos#, =a, -+ cos? . . Fig. La. 

Ib. Der Winkel &, sei ein rechter. 

Dann ist die Curve in ihren Wendepunkten z,, ¢ox,... der 

invariablen Ebene parallel . . . . ———a— Tw? s. 
Ila. Der Winkel %, sei stwmpf, — 180° — 9,’ o, und 2 cos #, > 1. 

Dann bleibt # immer stumpf, die Curve steigt also von der 
der Kraftrichtung abgewendeten (negativen) Seite der in- 
variablen Ebene aus bitters ohne der letzteren jemals parallel 
zu werden. . = 2 Oo oe 

Ilb. Der Winkel %, set shumpf onl Qe cos s 8, == |. 

Die Curve ist nie in den Punkten grésster Siegen, BK, 23K, ++. 

der invariablen Ebene parallel . . . . . . . . Fig. 2b. 
Ill. Der Winkel #, sei stumpf und 2¢ cos # < 1. 

Dann wird @ auch spitz d. h. die Curve ist zwar anfinglich 
von der Kraftrichtung und der invariablen Ebene abgewendet, 
nihert sich jedoch spiter der letzteren. Es erreicht nimlich 
der Abstand z eines Curvenpunktes von der invariablen Ebene 


seine extremen Werthe, wenn od d. i. aber cos ® = 0 wird. 


Die Parameterwerthe wu, und 2K — u,, fiir welche dieses ein- 
tritt, finden sich aus 


cos? am (u,-+K) = a 9 ——? 3 
ay 
der erste reprisentirt ein Maximum, der zweite ein Minimum 
von z, und fiir sie wird die Curve der invariablen Ebene 
parallel. 
Es kénnen nun verschiedene Fille eintreten, je nach dem 
Werthe der constanten Grosse 
pa ft Ve — 20 - cos +1 
2Ve* — 22- cos +1 








welche den Quotienten der beiden in zx mit sex und Ex multi- 


*) Dieser ist natiirlich die Centralaxe des Kriftesystems Zugkraft M— 


Kréftepaar Cn parallel. 
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plicirten Factoren darstellt. Es kann nimlich die elastische 
Centrallinie die invariable Ebene schneiden, eventuell beriihren, 
oder auch nicht. 
Ila. ze >0,d. h. Ex: K>T. 
Dann sind auch 2x, 23x,--. positiv. Die Curve verliiuft 
also anfangs wohl auf der negativen, spiiter aber durchweg 


auf der positiven Seite der invariablen Ebene . . . Fig. 3. 
Ilib. ex =0, Ex: K=P. 
Mit zx sind auch zx, 23x, ... gleich Null, d. h. es fallen 


sowohl alle Punkte grésster Biegung als auch alle Wendepunkte 

in die invariable Ebene. Die letzteren miissen dabei siimmt- 

lich mit dem Anfangspunkte des freien Endes zusammenliegen, 

da ausserdem kein Gleichgewicht in der elastischen Central- 

linie vorhanden wiire. Die Curve hat also die Gestalt eines 

ees ee Se aes Fe 
Ile. 2x <0, Ex: K<. 

In diesem Falle veriiuft die elastische Centrallinie, weil auch 
Zox, 2sx,.-. negativ sind, der Hauptsache nach auf der nega- 
tiven Seite der elastischen Centrallinie,... Fig. 5. Doch sind 
hiebei immer noch drei Méglichkeiten vorhanden: 

Ile’. gex-u, > 0 d. h. (Ex + Ex-n,) : (2 K— um) > 0. 

Dann ist der Abstand des tiefsten Punktes zx, 
positiv d. h, die Curve verliuft eine Strecke weit auf der 
der Kraftrichtung zugekehrten positiven Seite der in- 
ll eee 

Ille”. 22k—u, = 0, (Ex+ Ex-u) : (2K —_ Uy) om]. 

Dann liegt der tiefste Punkt z2,_,, in der invariablen 

Ebene d. h. die Curve beriihrt einmal die letztere. Fig. 5b. 
Ile”. gex-u, <9, (Ex + Ex): (2K — w) <P. 

Dann liegt auch der tiefste Punkt z:%_,,, also die 
ganze Curve auf der negativen Seite der invariablen 
ee eee ee 

Diese Uebergiinge sind ganz ahnlicher Art wie die der spiiter zu 


behandelnden ebenen elastischen Linie (§ 12). 


9. 


Um zu den zwei andern Coordinaten x, y eines Punktes der 
elastischen Centrallinie tibergehen zu kénnen, ist es nothwendig, die 
Neigungscosinus ¢, ¢ zu bilden, welche die Stabiangente Z’ mit den 
Coordinatenaxen X, Y der invariablen Ebene bildet. Auch hier zeigt 
es sich nun von Vortheil, statt des festen Systems X, Y ein beweg- 
liches (X), (Y) einzufiihren, welches, mit gleichférmiger Winkelge- 
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schwindigkeit in der Ebene rotirend, nach einer dem Bogea s der 




















e 
7 elastischen Centrallinie gleichen Zeit s einen Winkel ¥.s zuriicklegt. 
Es sei der Winkel der festen Axe X gegen die jeweilige Schnitt- 
linie zwischen der Ebene des Querschnittes X’ Y’ und der invariablen 
ft Ebene X Y (eine Linie, welche bei dem Gyroscop die Linie der Knoten 
w genannt wird) ~, der Winkel zwischen der festen Axe X und der 
, beweglichen Axe X’ y’, so wird 
omy + VT <. 
“ Dabei sind y, und ¥ von X aus alle in der gleichen Richtung ge- 
‘ zihlt, niimlich, wie es iihnlich bei dem Euler’schen Winkel wy tiblich 
e ist, dem Sinne der anfiinglich erfolgten Drillung n entgegengesetzt. 
r Bezeichnet man nun die Neigungscosinus der Tangente Z’ der elasti- 
a schen Centrallinie gegen die rotirenden Axen (X), (Y) mit (c), (¢), 
7 so gelten fiir dieselben jene Ausdriicke, welche in der Lottner’schen 
: Arbeit fiir ¢ und c¢’ sich finden*), naimlich (mit kleinen Aenderungen) 
” (c) = =H iaa)- Hala) __ O(w-iay)- x(t ia) — O(u—Ka)- © (ute) 
sale ee Hy (¢ @y tag) - Hy(t4,—ta19) e2 ? 
nd ‘ues H(tay)-Hy (ide) |, O(w-f-tay) - O1(w-F- tar) +-O(u — tay) - O,(u—tiag) 
© +H, (Way tg) - Hy (14, — tg) Oi 
om Die Constanten ia, und ia, sind dabei durch die Gleichungen gegeben 
ler 
in- sin? am ia, = — ang 
a. (12) pricier 
a . a ere 3 
| sin? am (¢a,-+- K) = os 
en 
7 wo «, und a, die in § 3 erwihnte Bedeutung haben. 

Wie man sieht, sind die Werthe (c) und (c’) mit dem Parameter- 
die werth 2K von uw, also mit dem Bogen sx = = periodisch. Die- 
ee selben miissen behufs spiterer Integration in unendliche Reihen ver- 
be wandelt werden. 

Nun hat, wie bekannt, Jacobi die Ausdriicke fiir die Neigungs- 

cosinus y, 7’ der Hauptaxe Z’ des um den Schwerpunkt rotirenden 
Kérpers gegen die beweglichen Axen (X), (Y) der invariablen Ebene 
des angreifenden Kriiftepaars, welche sich proportional mit 

der O(u-+éia,) F O (w—iay) 

die 8 (u) 

den darstellten, in einfach unendliche Reihen entwickelt, Eine solche Ent- 

eigt wicklung ist zwar hier nicht méglich, wohl aber kénnen (c), (c’) durch 

eg- ee 

ige- *) a. a, O. 121. 
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doppelt unendliche Reihen dargestellt werden, welche wieder nach sin 
oder cos einer mit dem Bogen s proportionalen Grésse fortschreiten. 
Die Bildung derselben kann auf verschiedene Weise geschehen: 

In Jacobi’s Nachlasse*) finden sich die Ausdriicke fiir (c) und 
(c) ersetzt durch Summen aus drei Producten, welche ausser Con- 
stanten als Factoren je eine der elliptischen Functionen sin am, cos am, 
A am und je eine der von der Bewegung um den Schwerpunkt her 
bekannten Formen 


O(u+7ta,+ta,) + O (u—tia,—-ia,) 
. =u. 8. W. 
O(u) 


enthalten. Durch Multiplication der fiir solche Quotienten giltigen 
Reihen mit den fiir sin am, cosam, A am gegebenen und durch 
Addition der 3 Summanden erhielte man die gewiinschten Reihen 
fiir (ec), (€). 

Wir wollen statt dessen einen andern Weg einschlagen, indem wir 
von folgender Zerlegung ausgehen: 


9. O(u+ia,) - Oy(u+iay) = O(w—ia,) - O,(w—iay) 


0? (w) 
__ O(wpiay) + O(w—ia,)  Oy(w+iag) FO, (w —iay) 
- 0(u) O(w) 
4 O(w-+ ta) —O(u—tay) — Oy(w-iay) + Oy(u —tay) 
O() O(w) 


und die fiir die Factoren auf der rechten Seite bei Jacobi**) sich 
findenden Reihen substituiren. 
Es bedeutet im Folgenden 


wu a-m a om a; i lg . oe ee 
wor Swari sm ari ime 


N=(1— ge - 20) a— geek +2h) (1 + q?”— 2%) ( + g2*t2h), 


Die Constante F’, mit welcher (¢c) und (c’) multiplicirt sind, ist 








ae | 
a Soe ne - ©?(0) - O,?(0) - H,?(0) 


oder durch Kinfiihrung der Werthe der elliptischen Transcendenten 
und vermége der Gleichungen (12) 


M %& 
Pan or? ae | 
Die Ausdriicke fiir (c) und (¢c’) sind dann gegeben, wie folgt: 


*) Sur la rotation d'un corps de révolution grave etc. Jacobi’s gesam- 
melte Werke, herausgeg. v. d. preuss. Acad. d, Wissensch. Bd. II, pag. 508, 
**) Sur la rotation d’un corps. ibid. zu Eingang. 
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bbe 4 g—bitbs 
a See q (1 — q?*) , 
F.(c)= tag’ > i aia ager sin 2uv 





y—@ 


qhte: _ gh a >> @¢ (i—q . sin 2yv 


agit an (1+ q? 2) (i+¢ 2¥+2b.)_ 


oa (1— hater) (ghiths gore) + (gtr — gi) (gh + g-erth)} 


vast 


ib Ai 


qt". sin (2u-+2v)0 
‘ 7 mh. 
=e y=—@ 
$ >) DS art) (ere $ qth) (gr = ge) (ght 4 qty} 


assi e=1 


13) _ gt”: sin (2u — 2) 0 
x 
. girth bitbs __ g—bitb. = qf (1 eH) 
—F'.(¢)=- ea. q qd a . +4 
(¢ (1 =) (1 + q?) + 1+ q 2 (1 — ge?) @ — geet) cos 2 wv 
ght? b =? 29) 
1 2+ g' , > ff (1+¢ . 
1-8 v3 a+dr—%) ety rea 
1S Serpe — 09 + eben ers— ety} 
poasl ‘vas 


qt”. cos (2u+2v) 0 
fe 
tren r=e@ 
re = > {a sp gtte) (gh — grbrHs) 4g?” 4 ge) (qhrtts — qr-)} 


“ual v=1 
gt” . cos (2u —2v)o 
N 





Durch Integration sind hieraus die Werthe 


@=f@-d, W=f@)-as, 


welche die Abstiinde eines Punktes der Projection der elastischen 
Centrallinie in der invariablen Ebene von den fiir ein bestimmtes s 
verzeichneten Axen (X),(Y) angeben, ohne Weiteres zu bilden. Die 
wirkliche Aufstellung mége daher, um Raum zu sparen, unterbleiben, 


10. 


Der Winkel w zwischen der festen Axe X und der Schnittlinie 
der invariablen Ebene X Y mit der Querschnittsebene X’ Y’ ist fiir 
einen Punkt von der Bogenentfernung s ausgedriickt durch den Winkel 
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y zwischen dieser Schnittlinie und der beweglichen Axe (X) einer- 
seits und dem mit s proportionalen Winkel Y zwischen X und (X) 
andererseits. Der letztere ist*) 


(14) Y= m- Ee log H(ia,) + 50- log H, (ia,) 
Aus 
cos y = cos w - cos Vs — sin wy’ - sin Vs, 
sin Y = sin y - cos Vs + cosy - sin Ws 
folgen aber durch Multiplication mit sin # nach den bekannten Ge- 
setzen der Euler’schen Winkel 
¢ = (ce) - cos Vs — (c) - sin Vs, 
ce =(c) - cos VWs + (c’) - sin Vs. 


Ersetzt man darin (¢’) und (ce) durch ihre Reihen (13), so erhilt man 
solehe fiir ¢ und c. Es ergiebt sich, wenn man 





Y.s=—2e-v 
sein lisst, wodurch 
se Y-.K 
(15) ek 
wird: 
- qth \ 
F.c=— - sin Zev 


ene (1—q") (+9) 
1 1 
+2 ea iceesy + Re Gagesy} 
- g@ + sin (29 + Ze 





= 2 
1 1 
+ \o Pm: aol sto ae 22. 
Stes) Gey) a FO 


- g@- sin (29 — 2e) v 





et ee) 


| +» eee 
a qa ts > Ps ca ab e + qo) * sin (2u + 2v + 2e) v 


e=1 v=1 





Me 7 =—@ 


Se tid 
+ gates >> a - sin (2u + 2v — 2e)v 


oat oat (a — gh) (1 4 gtr) 


[ae 2) =e . 
-—b, qt an € € 
gmt: > > Gage ey sin (2u —2v+ 2e)0 





a1 v=1 
ae —eo =o git” ; , : , 
Te. > ie (— ge) pgm) Gp — av — 8e)9 
al »y=1 





*) Lottner, a. a. O. 119. 
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bid. 
= as Oa a q 


GaP) a4) 08 Fer 


_* 1 , ii ‘ 1 
BE P+ EH Guage (ght — grt) (1 4 g?@-2) 


- qg® + cos (20 + 2e)v 
7 1 1 
+ Sleeng ceny (get Gan gay GTR 


- qg®- cos (29 — 2e) v 


i 
8 
I 
8 


~~ qt” . 
— qui. S 5 wn * COS (2u + 2v + 2e) v 
thud _ geb—2h, 2v—2b, 
B=1 v=1 \l q )Q+a ) 
4—@ =m a 
+ guth. oT - cos (2u + 2v — 2e)v 
i et ae ‘)(aa+qrr) 
k=—2 U—® 
—q bith. . ——_— an - COs (2u —_ 2Qv -{- 2e) v 
oo a Ose 
age 42 9=—@ gt? ; @ . . 
+ e-*: Ga gritty Gg gray * 008 Ge — By — e) v. 
“eslirv=1 


Es mag als bemerkenswerth hervorgehoben werden, dass die in diesen 
Doppelsummen auftretenden Nenner eine weit einfachere Gestalt be- 
sitzen als der in (¢) und (c’) vorkommende Nenner N, eine Erscheinung, 
welche auch bei unserm friiher behandelten Falle der Einwirkung eines 
blosen Kriftepaares hervortrat. 

Aus den Neigungscosinus c, ¢ kénnen die Coordinaten 


2K 
x=Ge-ds =—— - fc-dv, 
ma 
Be 2 ” 
y = |c-ds =——.- J ¢- dv 
mn 


eines Punktes der elastischen Centrallinie beziiglich der festen Axe 
X, Y der invariablen Ebene ohne Miihe angeschrieben werden. Sowohl 
c, ¢ als x, y sind periodisch mit dem Bogen s (- > : v); fiir das 


freie Ende s = 0 ist, wie schon friiher festgelegt, 2 = y=—2=—(). 
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Specielle Fille. 
11. 


Reducirt sich das um die Axe des Gyroscops drehende Kriftepaar 
Cn auf 0, so geht die Bewegung des Gyroscops in diejenige des ge- 
wihnlichen Pendels iiber, welches ohne Anfangsgeschwindigkeit aus 
seiner héchsten Lage @, (spitz, recht oder stumpf) losgelassen wird. 

Verschwindet ebenso das um die Torsionsaxe des elastischen Stabes 
drehende Paar Cn d. h. wird n=O, so wird (§ 5) g=0, wWihrend 





(17) pa a. cos am (u + K) 


erhalten bleibt. Es ist also der Stab gar nicht gedrillt und nur um 
die parallelen Hauptaxen X’ der Querschnitte, sonach in die Ebene 
Y’ Z’ gebogen — die elastische Centrallinie ist in die sogenannte 
elastische Linie tibergegangen. Von der letzteren kénnen natiirlich nur 
jene Typen erscheinen, welche dem gewéhnlichen Pendel entsprechen, 
also Curven, bei welchem nicht etwa noch ein Kriftepaar senkrecht 
der Hauptaxenebene Y’ Z’ gewirkt hat, 
Die Constanten des § 3 werden 


é=(), a, = 1— cos ®, 
M a ate ae 

-_— _— ts 2 es 
m* = —-, x= 9 = sm 3 


Die invariable Ebene senkrecht der Richtung Z der wirkenden Kraft 
schueidet die Hauptaxenebenen Y’ Z’, in welcher die Richtung Z zu 
liegen kommt, nach der Coordinatenaxe Y. 

Auf das System YZ bezogen lauten nun, da # den Winkel zwischen 
der jeweiligen Tangeute Z’ der Curve und der invariablen Axe Z vor- 
stellt, die Differentialgleichungen der elastischen Linie 


dz dy __ .. 
ds = 098 a, as = a. 


Durch Substitution von 
cos # — cos # = a, . cos? am (u + K) 


und Integration ergiebt sich, tihnlich wie im allgemeinen Falle (10) 
, r u 2 7 
(18) 4m—— + — [Bac — Ex). 
Fiir die Coordinate y lisst sich schreiben 
dy es d (cos # — cos #,) 
ds ds 


und vermége der Werthe von cos # — cos # und p 
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Nun hat man aber fiir den Contingenzwinkel d@ und die Kriimmung’ 
p die Relation 


dt 
de? 
somit wird 
fm fee 
und . i 
(49) y=— a P= —YV 4-2 sin ®> . cos am (u + K). 


Diese Gleichung driickt das bekannte, von Jacob Bernoulli 
entdeckte Theorem aus, dass der Abstand eines Punktes der elastischen 
Centrallinie von der Linie der Kraft proportional ist der Grosse der 
Biegung in diesem Punkte. Man ersieht aus ihr weiter, dass die Curve 
die Axe Z der Kraft immer und zwar theoretisch in unendlich vielen 
Punkten schneidet, welche alle Wendepunkte sind und um die Bogen- 


2K ; , Be , : 
g sx = — : ist 
entfernung s2x m us einander liegen. @#iir die ganze Curve 


die Linie Z Symmetrieaxe, fiir jedes durch zwei Wendepunkte abge- 


grenzte Stiick ausserdem die Maximalordinate y’ = +- / EA -2 sin a . 
Die Tangenten in den letzteren sind der Axe z parallel, jene in den 
Wendepunkten schneiden dieselbe nach Winkeln + ®,. Je zwei tiber- 


benachbarte Wendepunkte bestimmen einen congruenten Curvenzweig, 


je zwei benachbarte einen symmetrischen., 

Hieraus ist ersichtlich, dass der Typus unserer Curve der in den Hand- 
biichern von Schell (Theorie d. Bew. u. d. Krifte, 1880. II, p. 123— 

124. Fig. 38—43) und Thomson und Tait (Handb. der theor. Phys. 


, . 1874. I, 2. p. 136, Fig. 28—32) dargestellte ist. Die Veriinderungen 
und Uebergiinge in demselben erscheinen tibrigens daselbst nicht er- 
schépfend behandelt und mégen daher auf Grund der exacten Formeln 
im nichsten Paragraphen untersucht werden. 

Aus der Veriinderung des symmetrischen Bogenstiickes und der 
Maximalordinate , 


pare: 
(19a) xa, y= YZ 2sin, 


deren erstere bereits fiir den allgemeinen elastischen Stab besprochen 
wurde (§ 3), folgt: 

Die Wendepunkte der elastischen Linie folgen sich um so rascher 
und die Curve erscheint gleichzeitig wm so flacher , je stirker die wirkende 
Craft M, je kleiner der Widerstand A gegen Biegung und je kleiner 
der Winkel % ewischen der Richtung der Kraft und der noch geraden 
elastischen Linie — gezdhlt gegen ihre wirkliche Linge — gewiihlt ist. 
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12, 


Wir lassen nun #, alle Werthe von 0° bis 180° durchlaufen. 

I. &, = 0° und #, = 180°. In beiden Fallen bleibt die elastische 
Linie gerade; im letzteren ist ihr Gleichgewicht stabil, im 

/A x) ist, Wig. 9. 

Il. #, < 90° Die Curve bildet in allen Punkten mit der Linie 
der Kraft spitze Winkel: sie besitzt die Gestalt der gewéhn- 


ersteren nur so lange als die Linge L < a 


lichen Sinuslinie. Fig. 10. 
Ill. #, = 90°. Die Wendetangenten stehen auf der Linie der Kraft 
senkrecht. Fig. 11. 


IV. &, > 90° = 180° — @,’. Ist der Winkel #, stumpf, so ist es 
uach cos # + cos , = a, - cos? am (u-+ K) auch zuniichst 
der Winkel #; derselbe nimmt ab, bis er fiir einen Parameter- 
werth u, einem rechten gleichkommt und dariiber hinaus spitz 
wird. Fiir cos # = 0 folgt aber 





‘ cos Fy, 
cos? am (w,-+K) = ey 
und hieraus - 
nd 1 1 
2372 S88 ae = 
sin? am (u, + K) iw +7? 


A? am (u,+ K) = + 


Es ist also die Abscisse ¢ der Curve im Anfange 0; sie wird 
sogann negativ und erreicht, absolut genommen, fiir «, ihr 
Maximum 


u 2 , 7 
By, — St — (Bap — Ful; 
wieder kleiner werdend geht sie fiir einen Werth 
uy = 2 (E.,+-« _ Ex] 
durch 0 hindurch, um nunmehr positiv zu werden und fiir 
2K — u, ihren positiven Maximalwerth anzunehmen. Fir 
u = 2K wird dieselbe 


° K “| 
fax=2-ex—2(—K4 m |? 





und weiter ist 


&2Kyu = 22K +- Zu. 


Je nachdem der Werth von zx positiv, Null oder negativ ist, 
erscheinen nun drei verschiedene Typen. 
a s 


*) Schell, a. a. O, 128. 
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fk >0, 2Ex> K. Damn sind auch éx, 2x,... alle 
positiv, die Curve erstreckt sich also nach der positiven 
Seite. Es kommt bei derselben nur mehr darauf an, wie 
die senkrechte Tangente fiir 2K —u, und die Maximal- 


ordinate ysx gegen einander liegen, ob niimlich gg re ’2x—u, 


oder, was dasselbe, “xs — &,, ist. 


a & > — gy, 2Eysx > u, + K. Die Curvenzweige 


schneiden sich nicht. Fig. 12. 
b. @e = — &, 2Evax—=u, + K. Die Curvenzweige 
beriihren sich. Fig. 13. 


C. &e <— &y, 2Eyix << u,+ K. Die Curvenzweige 
durchsetzen sich Fig. 14. Ihre Doppelpunkte liegen 
immer auf den Maximalordinaten und kénnen den An- 
fangspunkt der Curve immer niiher und niiher gebracht 
werden. Fallen dieselben in den letzteren, so ist 

&ék=0, 2 Ex = K, Da auch Zex; 23K; re sind, so 

besitzt die Curve die Gestalt eines Achters, diesen beliebig 

oft tiberdeckt angenommen. Fig. 15, 
Aus den Legendre’schen Tabellen folgt fiir den Winkel 

®, = 2. are sin x, welcher die Bedingung 2 FE, = K erfiillt, 

mittels Interpolation in Anniherung 
3, = 129°, 3. 

ax<0, 2Ex< K. Da auch é@ex, esx, ... negativ sind, 

so erstreckt sich die elastische Linie nach der negativen 

Seite. Dieselbe besitzt Doppelpunkte, welche immer auf den 

Maximalordinaten gelegen sind und fiir einen Parameterwerth 

w eintreten, fiir welchen 2, = 2, und daraus 

K—w =2Ex, ist. Fig. 16. 

Die Schleifen kénnen sich mehr und mehr zusammen- 
ziehen und so gegen eine Grenzlage angehen, in welcher 
die elastische Linie Spitzen besisse. Doch kann diese Grenz- 
linie niemals erreicht werden, weil darin die der Kriimmung 
proportionale Ordinate y unendlich gross werden miisste, was 
auf die selbstverstindlichen Specialfille M—0, Aco 
hinfiihrt. 

Damit sind alle bei unserer elastischen Centrallinie auf- 
tretenden Mdglichkeiten erschépft. Von den gezeiehneten 
Formen kénnen iibrigens blose Stiicke auftreten, je nachdem 
das Verhiltniss der Linge L der ganzen Linie zu derjenigen 
eines Curventheils s.¢ <1, =1, >1, =2, >2,... ist. 
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13. 


Unter den weiter auftretenden speciellen Fillen bietet jener, dass 
die Einzelkraft I —0 ist, wenig Bemerkenswerthes: die elastisehe 
Centrallinie bleibt gerade und wird nur gleichférmig gedrillt. Der Fall, 
dass auch der Drillungswiderstand C gleich dem gleichen Biegungs- 
widerstand A wird, erzeugt ferner wenig Vereinfachung gegen die 
Allgemeinheit. Dagegen -giebt die Annahme, dass der Drillungswider- 
stand C gleich ist der Summe 2A der Biegungswiderstidnde, zu einigen 
Bemerkungen Anlass. Es werden nimlich die allgemeinen Formeln (1, 6,7) 


(20) r=—n, g=0, Opa j/ tn cos am (w+ K), 6=0 


und die Constante ¢ geht iiber in 


Daraus folgt: 

Die Biegungscomponente lings jener Hauptaxe, welche zu Anfang 
mit der Stabaxe und der Richtung der Kraft in einer Ebene liegt, ist 
fiir alle Punkte der elastischen Centrallinie Null — diese Ebene ist also 
durchaus Schmiegungsebene der Curve. Die Biegungscomponente nach 
der andern Hauptbiegungsaxe ist durch den Bogen s in derselben Weise 
ausgedriickt wie die Biegung der elastischen Linie 

Da die Drillung n nicht verschwindet, ist tibrigens die Curve 
keine ebene. 

Nach einem im § 7 angewandten Satze war 


a’p+b"¢q=— Ss - (cos # — cos ,). 


Diese Gleichung geht hier iiber in 


(21) a’ = — An -p 


d. h. der Neigungscosinus zwischen der invariablen Richtwng der Einzel- 
kraft und der Binormale der gebogenen elastischen Centrallinie ist pro- 
portional der Biegung der Curve. In allen Punkten, in welchen die 
letztere Wendepunkte besitzt (sox, Six, ...), ist also die Schmiegungs- 
ebene der Curve der Richtung der Einzelkraft parallel. 

Fitr das Problem des Gyroscops bedeutete das Hintreten der Be- 
dingung 2A = C den Uebergang des Kérpers in eine unendlich diinne 
Platte senkrecht der Figuraxe. Fir diesen Fall ergab sich der Satz: 

Der Kegel der Polodie ist in eine Ebene durch die Figuraxe, die 
Polodie selbst in eine dazu senkrechte Gerade iibergegangen. 
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Analog folgt hier, aus der Gleichung der Curve der Polodie 
gap, y=0, ¢=s+n. 
Die Fliche der Polodie ist in die Ebene X' Y' iibergegangen, die Curve 
der Polodie in eine wellenférmige Linie, welche nach Art der Sinuslinie 
die Torsionsaxe in wnendlich vielen Punkten, welche zugleich Wende- 
punkte sind, schneidet. 
Als Beispiel fiir den Verlauf dieser Linie kann etwa Fig. 10 dienen. 


Zusammenhang zwischen den Kirchhoff’schen und den fir die 
Coordinaten der elastischen Raumcurve direct gefundenen 
Bedingungsgleichungen. 


14, 


Wie schon eingangs erwihnt wurde, setzen alle Ueberlegungen, 
welche iiber das Gleichgewicht der elastischen Curve im Raume an- 
gestellt zu werden pflegen, voraus, dass das von der Biegung her- 
riihrende Moment der elastischen Krifte in irgend einem Punkte der 
letzteren (bei uns durch / A?p? + Bq? dargestellt) der Grésse der 
Biegung (0’ = j/p? + g’) darin proportional sei, eine Voraussetzung, 
welche einzig und allein fiir den isotropen Stab, dessen Hauptwider- 
stiinde A und B gegen Biegung einander gleich sind, Giiltigkeit be- 
sitzt. Es mag nun nothwendig erscheinen, an dieser Stelle den Nach- 
weis zu erbringen, dass die fiir einen Punkt der elastischen Raumcurve 
unter obiger Annahme nach den Principien der Statik gebildeten 
Gleichgewichtsbedingungen, wie sie sich bei Poisson*), Binet*), 
W antzel**), Schell***) u. A. finden, mit den Formeln, welche der 
Kirchhoff’schen Theorie entspringen, iibereinstimmen 

Die letzteren lauten niimlich in der Fassung, wie sie unsere De- 
finition der Gréssen der Kriimmung p, g, ry = und der Neigungs- 
cosinus a, b,c; a,b’, c; a’, b’, c” verlangt, 


A424 (C—A)-qn=— MV’, 


(m) A“14(4—C)- pn=— Ma’, 


n == const. : 
Zwischen diesen Cosinus der X’, Y’, Z’-Axe gegen die festen Axen 


X; Y; Z und den Kriimmungscomponenten bestehen dabei die Be- 
dingungen 





*) Traité de mécanique, I, No. 317 u. ff. 
**) a. a. O. 
***) a. a. O. p. 138. 
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(0) da” = (b’r—c'q)-ds, db” =(c'p—a’r)-ds, 
de’ = (a"q— b’p) - ds, 
da=(br — cq)-ds us. w., 


ausserdem fiir erstere noch die Relationen der orthogonalen T'rans- 
formation. 

Die Coordinaten x, y, 2 eines Punktes der elastischen Curve be- 
ziiglich des festen Systems X, Y, Z sind dargestellt durch 


dx dy , dz 


ar Rs) Rete 

Andererseits ergiebt nun die Forderung des Gleichgewichts, dass die 
algebraische Summe der in einem jeden Punkte der elastischen Curve 
auftretenden Krifte resp. Kraftmomente beziiglich der 3 Axen X, Y, Z 
Null sei. Diese letzteren sind aber: 1) Das Moment der elastischen 
Kriifte, proportional (A) der Biegung ©’ und gerichtet nach der Bi- 
normalen, welche mit den festen Axen die Neigungscosinus 4, u, v 
bildet. 2) Das Moment der Torsionskriifte, proportional (C) der — 
hier constanten — Torsion », gerichtet nach der Tangente Z’, deren 
Neigungscosinus ¢, ¢, c” sind. 3) Das Moment der auf das freie Ende 
wirkenden fusseren Krifte, bestehend hier aus der Kraft M und dem 
um die Torsionsaxe Z’ drehenden Kriftepaare Cn. Die Reduction auf 
die Centralaxe Z des Systems lisst M nach Richtung und Grésse be- 
stehen und multiplicirt nur Cn mit dem Neigungscosinus zwischen M 
und Cn d. i. mit cos % = c,”. 

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten daher fiir den Punkt 2, y, z: 


A-O-4+Cn-c —M-y =0, 
A-O-u+Cn-¢ +M-x =0, 
A-O-uw+ Cn-c — Cn-e,’ =0. 
Es stellen aber 0’- 4, O’- wu, O'- v die Projectionen der Biegungsgrisse 
©’ auf die festen Axen X, Y, Z vor und kénnen deshalb durch die 
Projectionen p, qg, » von ©’ lings der Hauptaxen X’, Y’, Z’ und 
durch die Neigungscosinus der letzteren Axen gegen die ersteren aus- 
gedriickt werden, wie folgt: 
O-4=—ap +bq, 
O-wmap +04, 
0 -v=a'p+b'gq. 
Denkt man sich diese Ausdriicke oben eingesetzt und die entstehenden 
Gleichungen differenzirt, die Differentialgleichungen 


d d d 1b d , 
A.[a oP tb a |+4-[2 - +4 -G,|+On--7> — M-e=0, 
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, ap , aq da adv’ tn, ae bas ie 
Ala a+b ds |+4-[p Ge +4 Ge] +n G+ Me =0, 


” “P , dq an 
A.[a" 4 +0 ae |+4-[p Gy +44, |+en: Sy —0, 
ferner mit a, a’, a’; b, b’, b” multiplicirt und addirt, so fliessen unter 
Beobachtung der Relationen (0) und der Formeln der orthogonalen 
Transformation leicht die Gleichungen 


A. _ A. qn+Cn-q+MU-b’ =0, 
A- “24 A-pn—Cn-p—M-a" =0. 


Diese bilden aber im Vereine mit » = const. die Kirchhoff’schen 
Gleichungen (m). 

Hiitte man die Projectionen 0’: 2, 0’- w, O'- » der Biegung durch 
die Coordinaten x, y, 2 des Punktes der elastischen Curve ausgedriickt, 
so hatten die obigen Gleichgewichtsbedingungen die Form angenommen 


ya — wy” = ax + By, 

eu —a 2’ =ay — pa, 

ay” —ya" = as + y, 
worin die accentuirten Gréssen die Differentialquotienten von x, y, 2 
naeh dem Bogen s und «, 6, y Constante bedeuten. Es sind dies jene 
Gleichungen, an welche Hermite*) angekniipft hat, um aus ihnen die 
Coordinaten der elastischen Gleichgewichtscurve des Raumes in einfacher 
Weise zu bestimmen. Seine Methode konnte tibrigens im Vorausgehen- 
den nicht befolgt werden, einmal, weil hiedurch der Zusammenhang 
unseres Problems mit dem der Rotation zerrissen worden wire, dann 
aber auch, weil fiir die nachfolgende Betrachtung eines nicht mehr 


isotropen Stabes nur unsere Ableitung mittels unendlicher Reihen 
Giiltigkeit besitzt. 


B. Gleichheit eines Widerstandes gegen Biegung und des 
Widerstandes gegen Drillung. 


15. 


Wir untersuchen vorerst, ob diese Annahme médglich ist. 
Die drei Hauptwiderstiinde eines Stabes gegen Deformation driicken 
sich im Falle symmetrischer Querschnitte X’, Y° aus, wie folgt:**) 


*) a. a. O., p. 684 u. ff 
**) Clebsch, a. a, O., p. 195 u, 196, 
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A= Kq- x’, 
B= Eq-?, 
C= Eq- ®. 


Darin bedeuten FE der Elasticitiitsmodul, q die Grisse des Querschnittes, 
“x, 4 die Haupttriigheitsradien des letzteren, und # den Torsionsradius. 
Dieser bestimmt sich aus der Gleichung*) 
2(1+u)- 8 =x + 2? J [2 sii be | a4 
q 
In dieser bezeichnet die Constante « das Verhiltniss der Quer- 
contraction zur Liingendilatation eines elastischen Elementarprismas 


(0 <u< =) und Bb, eine der Lésung des de St-Vénant’schen Pro- 


blems entspringende Function, welche im ganzen Querschnitt die 
Gleichung 
By 
ox? 


eB, 


2 == 0) 
oy* 


a 


und in der Contour die Bedingung 


Ba" - cos p + By’ - sin p = 2’- sin p — y'- cos p 


aBy OB, 

y 
erfiillen muss, unter p den Winkel der nach Aussen gerichteten Normalen 
mit der X’-Axe verstanden. Ist die Gleichung der Contour f(z’, y’)=0 
bekannt, so liisst sich die Function B, bestimmen.**) 

Sollen nun die beiden Widerstiinde A, B gegen Biegung einander 
gleich sein, so hat man x =A zu setzen und erhiilt als Bedingung 
die Regularitiéit der Querschnittstigur. 

Sollen dagegen der Biegungswiderstand B und der Drillungs- 
widerstand C gleich werden, so muss # =A gesetzt werden, und es 
resultirt, sofern man wieder 


x? +q durch fy? - dq, S.g— ig durch fx «a 


ersetzt, dass folgendes Integral, ausgedehnt iiber den ganzen Quer- 
schnitt, verschwinden muss: 


Sly — (1—2u) 2’? — (x ae —y G2) - dq. 


Dieser Fall tritt beispielsweise immer ein, wenn die unter dem 
Integralzeichen vorkommende Function eine unpaare ist; er enthilt 


*) Clebsch, a, a. O., p. 195 u. 196, 
**) Siehe z. B. Clebsch, a. a. O., p. 107 u. 108, 
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eine Bedingung fiir die Grésse u, welche iibrigens zwischen den Grenzen 


0 und ; enthalten bleiben muss. 


Um zu einem concreten Falle iiberzugehen, sei der Querschnitt 
des elastischen Stabes von der Ellipse 


a2 y'? 
a te 





begrenzt. Hiefiir wird*) 


m*? — n® = 
By = ape VY: 


Das Integral in der Formel fiir #* ergiebt t (3m? — n?) und es kommt 


2(1 + pw)? = x? + a2 — 4 (Sm? — ni). 
Setzt man in dieser Gleichung #? = 4?, = a 4? == = » 8o erscheint 
als Bedingungsgleichung 
1+ 2p = 9n®? — 15m? 
= 4m? 
Dieselbe ist stets realisirbar, weil iiber m und » immer so verfiigt 


werden kann, dass der Bruch < 2, uw < ; wird. 


16, 


Auf den nunmehr zu besprechenden Fall des Gleichgewichtes eines 
elastischen Stabes, dessen Drillungswiderstand gleich einem der Biegungs- 
widerstiinde ist, gelangt man, wenn man in den Kirchhoff-Euler’- 
schen Gleichungen B = C setzt. Als ausgezeichnetes Moment erscheint 
dann dasjenige der Biegung A, als ausgezeichnete Hauptaxe jene der 
Biegung X’. Fiir das Problem der Rotation bedeutet dieser Process: 
man nimmt als gleiche Haupttrigheitsmomente B und C und liisst 
den Schwerpunkt auf der Axe X’ gelegen sein. Hiedurch wird aber 
gar nichts Neues geschaffen; man erhalt dieselben Ausdriicke wie 
friiher, sobald man X’, Y’, Z’; p,q,7; C und A cyklisch vertauscht. 
Wendet man diese Vertauschung auch auf die festen Coordinatenaxen 
X, Y, Z, sowie auf die Neigungscosinus a, b, ..., ¢’, sowohl hin- 
sichtlich ihrer alphabetischen Reihenfolge als ihrer Accentuirung an, 
so bleibt das friihere Schema 


| a ee 3 
oe. es 
e € € e€ 
X' a a” a=cos#, 


*) Clebsch, a. a. O, p. 107 u, 108, 


M>thematische Annalen, XXV, 3 
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bestehen und es kann die gegenseitige Lage der jetzigen Systeme aus 
folgender Gegeniiberstellung abgelesen werden: 














x 


Wir erhalten durch die besprochene Vertauschung zuniichst folgende 
Formeln: 


(22) pon, Ap—An, tgo—? — OP, O(q-+1)=2M-(cos cosy). 


Dieselben sagen aus: 
Ist einer der Hauptwiderstinde des elastischen Stabes gegen Biegung 
dem Widerstande gegen Drillung gleich, so ist die Grisse der Biegung 
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um die Hauptaxe des andern Biegungswiderstandes, um welche das 
Kriiftepaar angreifend gedacht wird, constant fiir alle Punkte der 
elastischen Centrallinie. 

Die Axe des die Spannung repriisentirenden Kriftepaars und die 
Axe der durch dasselbe hervorgerufenen Gesammtkriimmung liegen mit 
der ausgezeichneten Hauptaxe X' der Biegung stets in derselben Ebene, 
und gwar befindet sich die Axe der Spannung oder der Kriimmung 
niher an X', je nachdem der Widerstand um diese Hauptaxe grisser 
oder kleiner ist als der gleiche Widerstand um die Hauptaxe der Torsion. 

Fir den Winkel # zwischen der ausgezeichneten Hauptaxe der 
Biegung und der Richtung der Kraft ergiebt sich, wie friiher, 


(23) cos # — cos # = a, - cos? am (w+ K), 
Dabei ist 
u=M-S, 
2 M ,o.)2? + ain? 
m? = 7, + V (e+ cos 8)? + sin? Oo, 
a, = — (e+ cos) + V(e+cosd,)? + sin? 9, 
A?n? 
‘10m 


Fiir @ zeigt sich genau dasselbe Verhalten wie beim isotropen Stab 
(§ 3); insbesondere entscheiden wieder die Relationen 


2 cos (180° — ,) 2 1, 


ob bei stumpfem Anfangswinkel 4, die extreme Lage #, von # stumpf, 
recht oder spitz ist. 


Die Gréssen g der Biegung und r der Drillung werden 


I= yy > . cos am (w-+ KX) - cos @O— 4 heat U, 
(24) : . 
2Mo (2C0— A)n 
rm — 7/2. 00s am (u+XK) - cos ha u 


und es spielt der aus ihnen sich zusammensetzende Antheil /g? + 7° 
der Kriimmung dieselbe Rolle, wie vorher die Biegung 0’=)/p' + q’, 
ohne natiirlich deren geometrische Bedeutung zu besitzen. 

Die Biegung findet sich hier ausgedriickt durch 


(25) O'?% =n? + = - cos? am (w+ K) - cos? @ ed ub 


d. h. die elastische Centrallinie ist im allgemeinen nicht periodisch ge- 
bogen und kann also in congruente, in eimander verschiebbare Theile 
nicht zerschnitten werden. 





’ 
Periodicitiit tritt ein, wenn BO" Gok mit z rational ist. 


3* 
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Solange das drehende Kriftepaar nicht verschwindet, ist n von 0 
verschieden und kann 0’ nie 0 werden. Daraus folgt: 

Die unter der Einwirkung einer Einzelkraft und eines um die 
Hauptazxe X' des ungleichen Biegungswiderstandes gebogene elastische 
Centrallinie besitat keine Wendepunkte. Die Biegung wird am kleinsten, 
niimlich gleich der im freien Ende hervorgerufenen (n), fiir alle Punkte, 
deren Bogenentfernungen von diesem Ende gerade Vielfache der Grésse 


oder ungerade Vielfache der Grisse - 2 sind. 


Cc - 
(2C—A)n 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden kleinsten Werthen wird 
die Biegung natiirlich ein Maximum. Die Drillung der Curve ist im 
allgemeinen nicht periodisch. Periodicitat tritt aber wieder ein, wenn 
eres mit a rational ist. Aus dem Nullwerden von r folgt: 


In allen Punkten der elastischen Centrallinie, welche vom freien 


Ende um gerade Vielfache der Bogenstiicke x oder 7 - 2 ent- 


Cc 
2C—A)n 
fernt sind, haben die Querschnitte keine Drehung in ihrer Ebene erfahren. 

Die Gestalt der Curve ersieht man aus Fig. 17. 
Fiir die Polodie ergeben sich die Gleichungen 


gon, y=q, &—s—r. 
Die erste derselben sagt: 

Die Polodie ist eine ebene Curve, deren Ebene — die Fliche der 
Polodie — auf der Hauptaxe X" des ungleichen Biegungswiderstandes 
senkrecht steht. Ihre Projectionen auf die Hauptebenen X' Y’, X’ Z' 
sind somit Stiicke von geraden Linien, thre Projection auf die Haupt- 
ebene Y' Z’ ist eine transcendente Curve. 

Fiir die Biegung der Projection der elastischen Centrallinie auf 
die invariable Ebene senkrecht der Einzelkraft ergiebt sich ein Ausdruck, 
welcher auch nur dann wieder mit dem Bogen s der Curve periodisch 
ist, wenn die schon einigemale erwihnte Rationalitiit mit a stattfindet. 

Die Neigungscosinus der Tangente Z’ der elastischen Centrallinie 
gegen die festen Coordinatenaxen X, Y, Z, von uns wieder mit ¢, ¢, 
ce’ bezeichnet, sind zu erhalten aus jenen, welche in der Lottner’ 
schen Arbeit unter b”, b, b’ dargestellt sind. Bestimmen wir niimlich, 
wie friiher, die Neigungscosinus der Tangente Z’ vorerst gegen ein 
mit gleichférmiger Geschwindigkeit in unserer invariablen Ebene 
rotirendes Coordinatensystem (Y),(Z) und nennen dieselben (c’), (c’), 
so brauchen die Ausdriicke fiir die letzteren unter entsprechender 
Aenderung der Constanten nur den in der Lottner’schen Untersuchung 
auftretenden Formeln fiir b, 0° gleichgesetzt zu werden. 

Dieselben unterscheiden sich von dem im ersten Hauptabschnitte 
aufgestellten Cosinus (c), (¢’) einfach dadurch, dass in sie statt der 
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Gréssen O(u--ia) und ©, (w-+-éa) die Gréssen H(w-+-éa) und H,(u-+ia) 
eingehen. Durch eine der friiheren analoge Umformung erhalt man 
wieder fiir die jetzigen Neigungscosinus (c’) , (¢”) gegen das bewegliche 
System (Y), (Z), sowie fiir diejenigen c’, c’ gegen die festen Axen 
Y, Z doppelt unendliche Reihen, ebenso durch Integration fiir die 
Coordinaten (y), (¢) und y, z Die Grésse «—/fce-ds oder nach 
Lottner fb”-ds des Abstandes eines Punktes der elastischen Cen- 
trallinie von der invariablen Ebene YZ senkrecht der Kraftrichtung 
X ergiebt sich hier nicht, wie das friihere Z, in geschlossener Form. 

An Specialfiillen kann man hier verzeichnen: 

1. Wird die wirkende Kraft gleich Null, M = 0, so tritt Kreis- 
biegung um die Axe X’ ein. 

2. Verschwindet das wirkende Kréftepaar 4. h. ist n = 0, so wird 


auch die Drillung r=O und die Biegung g = = -cos am (w+ XK). 


Wir haben wieder den Fall der elastischen Linie. 
3. Ist der wngleiche Widerstand gegen Biegung so gross wie die 
Summe der zwei andern gleichen Widerstiinde, A = 2C, so wird 








p=n, r=0, q= > - cos am (u-+ K), 
(26) pete 

O = fp? + P=) w+ a - cos? am (u+X). 
D. h. 


Ist der eine Widerstand eines elastischen Stabes gegen Biegung 
gleich dem Widerstande gegen Drillung und gleich der Hiilfte des andern 
Widerstandes gegen Biegung, so wird die elastische Centrallinie unter 
dem Einflusse einer auf das freie Ende wirkenden Kraft und einem um 
die Hauptaxe des letetgenannten Widerstandes drehenden Krdftepaare 
in eine periodisch gekriimmte Curve umgebogen. Dieselbe besitet niemals 
Wendepunkte und eine Drillung des elastischen Stabes um sie ist nicht 
vorhanden. Fig. 18. 

Die Biegung ist am kleinsten am freien Ende und in allen davon 


um Vielfache von s2x = = abstehenden Punkten, niimlich », am 


gréssten fiir alle dazwischen liegenden Punkte sx, s3x,..., namlich 


OC, = Vw +4 at ‘ 


Dieser Werth, d.i., die relative Starke der Biegung wird um so grosser, 
je grosser die wirkende Kraft und je kleiner der Widerstand des Stabes 
gegen Deformation ist. Dieselbe steigt mit wachsendem Anfangswinkel 
®, zwischen der Kraftrichtung und der charakteristischen Biegungsaxe, 
sobald #) stumpf war und stumpf bleiben muss (2¢ cos #) > 1), ferner 
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mit wachsender Anfangsbiegung n, sobald 3(« + cos ,)? > sin? @, 
ist — ausserdem fallt 0% mit der Zunahme dieser Grissen. 


Fiir die ohnedies ebene Curve der Polodie ergeben sich die Glei- 
chungen 


(27) won, fm q— ee - cos am (u+K),¢=s=——. 
Dieselbe ist darnach eine der Sinuslinie oder auch der elastischen Linie 
aihnliche Curve; sie besitzt sogar eine erheblich einfachere Gleichung 
wie die letztere (Vgl. die Analogie mit § 13). Die Biegung der 
Projection der diesmaligen elastischen Centrallinie auf die invariable 
Ebene senkrecht der Kraftrichtung X ist wieder periodisch. Dieselbe 
kann Wendepunkte besitzen oder nicht; es entscheidet dariiber wieder 


die eine oder andere von zwei Ungleichungen zwischen den bekannten 
Gréssen ¢ und @,. 


Miinchen, im April 1884. 




















Ueber Polygone, welche einem Gebilde zweiten Grades 
umschrieben sind. 


Von 


A. Voss in Dresden. 


Poncelet giebt in seinem Traité des propriétés projectives, 
Tom I, p. 78, den folgenden Satz: 

»Un polygone, plane ou gauche, ayant tous ses cdtés tangents 
& une méme ligne ou 4 une méme surface du second ordre, il existe 
& partir du chaque point de contact deux segments sur le cdté corre- 
spondant; et le produit de tous les segments non contigus ou qui 
nont point d’extremités connexes est egal au produit de tous les 
autres.“ 

Nach der von Poncelet befolgten auf dem Carnot’schen Satze 
beruhenden Methode kann man indessen*nur schliessen, dass das eine 
Product dem anderen seinem absoluten Werthe nach gleich sei. Von 
Pliicker wird gelegentlich die Bemerkung gemacht*), dass fiir ein 
einem Kegelschnitte umschriebenes Dreiseit die beiden Producte auch 
dem Zeichen nach gleich seien und hieraus folgt dann unmittelbar, dass 
dies bei einem Kegelschnitt fiir jedes Polygon der Fall sein muss**), 
Neuerdings machte Herr Bruno***) in einer synthetischen Unter- 
suchung darauf aufmerksam, dass das a. a. O. angefiihrte aus dem 
obigen Satze abgeleitete und auch schon von Brianch on ausgesprochene 
Corollar}): ,,Dans tout quadrilatére gauche circonscrit 4 une surface 
du second ordre les quatre points de contact sont dans un méme plan“, 
nicht allgemein richtig sei, dass vielmehr der Ort der Beriihrungs- 
punkte der vierten Seiten eines Vierseits, von dem die Beriihrpunkte 
der drei ersten Seiten gegeben sind, aus vier reellen Kegelschnitten 
besteht, von denen nur einer mit dem Poncelet’schen zusammenfallt. 


*) Pliicker, System der anal. Geometrie, 8. 44. 
**) Vgl. S. 46 unten. 
***) Giuseppe Bruno, Sui quadrilateri sghembi, circonscritti ad una 
quadrica, Atti di Torino, 
+) Poncelet, a. a. O., p. 78. 
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Im Folgenden stelle ich mir nun die Frage, unter welchen Um- 
stiinden iiberhaupt  beliebig auf einer Fliiche zweiten Grades gegebene 
Pankte Beriihrungspunkte der Seiten eines geschlossenen Polygons 
werden kénnen; naturgemiiss erweitert sich dieselbe zu einer Unter- 
suchung tiber quadratische Mannigfaltigkeiten / von m— 2 Dimen- 
sionen tiberhaupt, welche in § III vollstindig durchgefiihrt ist, und 
eine Vergleichung der scheinbar ganz heterogenen Verhiltnisse in der 
Ebene, dem Punkt und Linienraum ete. gestattet. Dabei zeigt sich, 
dass die Bestimmung solcher Polygone, deren Seiten nicht Erzeugende 
von F sind, immer mittelst linearer Gleichungen erfolgt, wihrend die 
aus Erzeugenden gebildeten von den Wurzeln einer reciproken Glei- 
chung abhangen. Bei der Discussion der letzteren treten zwei schiefe 
Invarianten der Punktgruppe auf; fiir eine projectiv allgemeine Fliche 
zweiten Grades z. B, existiren bei ungeradem » stets zwei solche Poly- 
gone, bei geradem m aber nur dann, wenn eine dieser Invarianten 
verschwindet, dann aber gleich einfach unendlich viele. In den § V, 
VI habe ich noch gezeigt, welch einfache analytische Liésung die spe- 
cielle Frage fiir eine Fliche zweiten Grades mit Hiilfe der Linien- 
geometrie findet, wihrend die Behandlung in Punktcoordinaten, wie 
es scheint, ein niheres Eingehen auf die Determinantentheorie er- 
fordert. 


1. 
Vorbemerkungen. 

Auf einer Fliche zweiten Grades seien »-+-1 Punkte A,, A,...An 
A, 1 gegeben, in denen Tangenten A,, A, ... An, Anii gezogen 
werden. Verlangt man, dass bei einer irgendwie festgesetzten Ordnung 
der Punkte*) — und eine solche soll im folgenden immer voraus- 
gesetzt werden — je zwei auf einander folgende Tangenten sich 


schneiden, so entsteht ein der Fliche umschriebenes Polygon. 

Die Construction desselben verliuft sehr einfach. Denn die Ecken 
z', 22... 2", 2™*! des Polygons liegen auf den Seiten des zu dem 
Polygon A,A, ... Any: polarconjugirten Polygons. Man hat daher 
von A, nach der auf der Polare von A, A, liegenden Ecke z' eine 
Gerade zu ziehen, von z' nach A, bis zum Schnitt 2? mit der Polare 
von A,A, und so fort, wobei es von der Wahl der ersten Geraden 
A,2' abhiingen wird, ob das Polygon sich schliesst. 

Wie man sieht, ist die Aufgabe, ein geschlossenes Polygon zu 
construiren, nur ein specieller Fall der folgenden: Gegeben sind n 
Punkte, jedem sei eine durch ihn gehende Ebene zugeordnet. Man 





*) Die Anzahl dieser Ordnungen betriigt, wie man sieht, ; n! 
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soll ein geschlossenes Polygon construiren, von dem jede Seite durch 
einen der Punkte geht und gleichzeitig in der zugehérigen Ebene 
liegt. Aus den Fundamentalsiitzen der projectiven Geometrie ergiebt 
sich unmittelbar die allgemeine Méglichkeit von zwei Polygonen, 
deren Construction schliesslich von der der Doppelelemente zweier 
projectiver Punktreihen abhiingt, also die Lésung einer quadratischen 
Gleichung erfordert. Mit dieser allgemeinen Erkenntniss ist indess, 
wie iiberhaupt, so insbesondere fiir das vorliegende Problem wenig 
gewonnen, da die niheren Umstiinde der Construction sich keineswegs 
tibersehen lassen. 

Anstatt die n + 1 Punkte A als gegeben anzusehen, mag es sich 
auch empfehlen, zu m gegebenen Punkten den Ort eines » + 1'™ 
Punktes, welcher Beriihrungspunkt der Schlussseite des Polygons 
werden soll, zu suchen; im allgemeinen mégen im folgenden beide 
Gesichtspunkte festgehalten werden. 

Zuniichst bemerke man: Ist » eine ungerade Zahl, so ziehe man 
durch A, die Erzeugende der Fliiche erster Art, sie heisse e,; durch 
A, dann die Erzeugende e, zweiter Art. Indem man in dieser Ab- 
wechselung fortfihrt, geht durch den Punkt A, die Erzeugende erster 
Art e, und man kann dann e, und e, jedesmal durch eine Erzeugende 
zweiter Art, welche durch den willkiirlichen Punkt A,4, geht, ver- 
binden. Daraus folgt: 

Durch n+ 1 = 2m beliebig auf einer projectiv allgemeinen 
Fliche zweiten Grades gegebene Punkte lassen sich bei festgesetzter 
Reihenfolge immer zwei von Erzeugenden gebildete, also entweder 
reelle oder imaginiire, geschlossene Polygone hindurchlegen. 

Vorausgesetzt mag im folgenden immer werden, dass keine zwei 
der auf einander folgenden Punkte A auf derselben Erzeugenden sich 
befinden. Die Modificationen, welche unter diesen Umstinden ein- 
treten, sind tibrigens leicht zu iibersehen, bieten jedoch kein besonderes 
Interesse dar. 

Ist dagegen » eine gerade Zahl, so wird die Erzeugende e, unter 
allen Umstiinden bei Anwendung der obigen Construction mit e, von 
entgegengesetzter Art sein; das Polygon kann sich daher nicht schliessen. 
Setzt man aber die Construction in der angegebenen Weise auch vom 
n+ 1'" Punkte tiber A, A,... wieder von neuem fort, so ergiebt sich: 

Durch n + 1 = 2m + 1 beliebig auf der Fliiche gegebene Punkte 
lasst sich stets ein einziges aus 2(m + 1) Erzeugenden gebildetes ge- 
schlossenes Polygon hindurchlegen, bei welchem durch jeden dieser 
Punkte zwei Seiten desselben hindurchgehen. 

Polygone, deren Seiten aus Erzeugenden gebildet sind, modgen 
uneigentliche heissen, diejenigen, deren Seiten die Fliche in den 
Punkten A nur beriihren, eigentliche. Man hat dann weiter: 
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Existirt bei n + 1 — 2m ein eigentliches Polygon, so muss es eine 
co! Schaar solcher geben. 

Denn man denke sich von A, nach der Polare von A,A, die 
beiden Erzeugenden e, und ¢, und die Seite ¢, des eigentlichen Po- 
lygons gezogen. Wiihlt man nun eine beliebige andere von A, nach 
jener Polare gezogene Gerade als Seite t,, so muss bei fortgesetzter 
Construction auch diese zu einem eigentlichen Polygon fihren. Denn 
das Doppelverhiiltniss der Geraden ¢e,, €,, ¢,, t, bleibt ungeiindert fiir 
alle weiteren Eckpunkte, und hierdurch ist der soeben angefiihrte 
Satz bedingt. 

Endlich bemerke man: Léisst sich durch n + 1 Punkte tiberhaupt 
ein eigentliches Polygon legen, so existirt auch stets ein diesem ,,con- 
jugirtes“ eigentliches Polygon, welches zu denselben Punkten gehirt. 
Man erhilt dasselbe, wenn man die conjugirten Polaren der Seiten 
des ersteren in Bezug auf die Fliiche sucht, bei welchem Processe die 
Tangenten in conjugirte Tangenten, sich schneidende Gerade aber 
wieder in solche, die sich schneiden, iibergefiihrt werden. 


Il. 
Polygone erster und zweiter Art. 


Bei der analytischen Behandlung der Frage mége zuniichst eine 
Erweiterung eintreten. In einer projectiven Mannigfaltigkeit, deren 
Dimension m— 1 voriliufig unbestimmt gelassen sei, werde eine 
Mannigfaltigkeit zweiten Grades JF’ durch die quadratische Gleichung 
(1) F= (a, =0, 
zwischen den projectiven Coordinaten 2,2,...%;...%,, ausgeschieden, 
auf welcher sich die » Punkte A, mit den Coordinaten x befinden, 
so dass 

(ax =—0 fir K=—1,2...n. 
Dabei mag es gestattet sein, von Tangenten, insbesondere von Er- 
zeugenden der F’, sowie von eigentlichen und uneigentlichen Poly- 
gonen, welche der F' umschrieben sind, in dem vorhin erliiuterten 
Sinne zu sprechen. Bezeichnet man nun die Coordinaten der Kcke 2! 
durch z;, durch die Gréssen 4,4,...4, noch unbestimmte Parameter, 
so hat man 


fiir die Ecke z' die Coordinaten z;, 


. 3 
» » s * - ” & + A,X; ’ 
g3 . 2 3 
» » » ” ” a + A, Ly + Ayaj ’ 
% ” sw &* ” a + A, a7? + Maer An xi, 


on+l Re A 
”? ” ” ™ + ” ” a; Ay uy. 
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Die Ecken z*+' und 2” sind dabei zunichst willkiirlich auf den 

Tangenten in den Punkten A, und A, gewihlt. Alsdann sind 
(2) Of: = gat + 2" 
die Coordinaten eines willkiirlichen Punktes einer Geraden, welche die 
beiden. von A, und A, auslaufenden Tangenten schneidet. Die Be- 
dingung, dass jede der Ecken 2', 2?... 2"! beziiglich auf der Polare 
der Geraden A,A,, A,A,,...An—1An, in Bezug auf die Gleichung (1) 
liegt, und der Punkt 2" in der Tangentenebene von A, sich befinde, 
driickt sich aus durch die Gleichungen: 
(01)-=0, 
(02) =0, 
(3) (03) + 4, (23) = 0, 

(04) + 4,(24) + 4,(34) =0, 

(On) ++ a,(2n) + +++ + Ana(n—1n) = 0, 
in denen zur Abkiirzung 

(kl) = (lk) = azar; k,l=—1,2...n, 

(0 l) = ly Gat, 
gesetzt ist, so dass 
(kk) =0, K=1,2...0 
ist, weil die Punkte A auf der F’ vorausgesetzt werden, Damit nun 
die Gerade (2) Tangente von F' im Punkte A,4; mit den Coordinaten 
z**+! sei, muss die Gleichung 
(az)? = 0 

eine Doppelwurzel g haben. Mit Hiilfe der Relationen (3) erhilt aber 


diese Bedingung, in welche aus (2) der Werth von € einzutragen ist, 
die Form: 


(4) (a.)? (1 + 9)? — 2@ >” aar(Ik) = 0, 
kt 


k,l, 2...m. 
Es muss daher entweder sein 


(5a) > rdtkl) =0, 
kt 


und die zugehérigen Werthe der Coordinaten des Beriihrpunktes A,4, 
ergeben sich durch die m Gleichungen: 


(6 a) Gap! = * A,x#, 


da in diesem Falle die Gleichung (4) die Doppelwurzel 9 = — 1 hat. 
Oder es ist 
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(5b) @ Aya, (Uk) = 2(a,)? 


mit der Doppelwurzel 9 =-+ 1, und die zugehérigen Werthe der 
az sind gegeben durch: 


(6b) O antl = 22; oom A, a! -{- Aa? aa aed -+ A, 2". 


In den Formeln (6a), (6b) kénnen sich indessen die Proportionali- 
taitsfactoren 6, 6 auch gleich Null ergeben; man erhalt dann keine 
Bestimmung der Coordinaten von A,;;. Die Bedeutung dieses speciellen 
Falles wird sich weiterhin ergeben. 

Den beiden verschiedenen rationalen Doppelwurzeln 9 = -} 1 der 
Gleichung (4) entsprechend sind zwei verschiedene Arten von Poly- 
gonen zu unterscheiden, welche im Folgenden als Polygone erster und 
zweiter Art bezeichnet werden sollen. Diese sind stets eigentlich, so 
lange (a.*) von Null verschieden vorausgesetzt wird, d. h. die erste 
Ecke z' nicht auf /’ gewahlt wird. Um dieselben auch geometrisch zu 
charakterisiren durchschneide man das Polygon mit einer beliebigen 
Ebene E, = 0. Dann entstehen auf jeder Seite vier Punkte, zwei 
Ecken 2*, 2*+', der Beriihrungspunkt A*+ und der betreffende Schnitt- 
punkt S,,; mit der Ebene E, = 0, welche ein Doppelverhiiltniss 


Duss = (Ze2n1 Ais Sx41) 
haben. Nun gilt der Satz: 

Das Product der Doppelverhdltnisse D auf den n+ 1 Seiten ist 
bei den Polygonen erster Art gleich + 1, bei denen zweiter Art 
gleich — 1. 

Sind niimlich 2, 24+! die Coordinaten zweier auf einander folgenden 
Ecken, z#+! die des Beriihrpunktes A;4:, so ist 

eft! — of = Aa,” 
und der Punkt S,,; hat die Coordinaten 
ait! — wee, 


wo der sich hieraus ergebende Werth von u 


zugleich das Doppelverhiltniss D,,; darstellt. Die Gleichungen: 


E, 

D, = Eat ) 
En 

D,=;", 
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E.n 
ssiaans En: ? 
1 E.n+1 
Doi — | Es 
geben mit einander multiplicirt : 
1 
D,D, e? A Dog = SS 


Nimmt man die Ebene E als unendlich ferne an, so ist das Ab- 
standsverhiltniss je zweier Ecken des Polygons gegen dieselbe be- 
kanntlich gleich — 1 zu setzen. Die Doppelverhiiltnisse verwandeln 
sich dann in die mit — 1 multiplicirten Abstandsverhiltnisse des auf 
einer Polygonseite liegenden Beriihrpunktes gegen die beiden auf dieser 
befindlichen Ecken (wobei dasselbe positiv zu nehmen ist, wenn der 
Beriihrpunkt sich zwischen den Ecken befindet) und somit hat man 
den Satz: 

Fiir die Polygone erster Art ist das Product jener Abstandsver- 
hiiltnisse gleich (— 1)"*", fiir die der zweiten Art dagegen (— 1)". 

Es fragt sich nun: Ist bei beliebig festgesetzter Reihenfolge der 
Punkte A,...A, der » + 1% Punkt willkiirlich wihlbar, wenn ein 
Polygon der bezeichneten Art entstehen soll. Da die beiden Be- 
dingungen (5a) und (5b), wovon man sich leicht tiberzeugt, nur aus- 
driicken, dass der Punkt A,4; auf F liegen muss, so kann man bei 
gegebenem A,,; von denselben ganz absehen und hat es dann nur 
mit den Gleichungen (3) und den m Gleichungen (6a) oder (6b) zu 
thun, Sowie man nun den Punkt z' auf der Polare von A,A, an- 
nimmt, sind durch (3) die 4,4, ... An—1 bestimmt. In den Gleichungen 
(6) bleiben daher noch willkiirlich 4,, 4, und die den beiden ersten 
Gleichungen (5) 

(01)—=0, (02) =—0 


unterworfenen Coordinaten ¢;, d. h. im ganzen m Parameter. Daraus 
scheint hervorzugehen, dass, wofern nicht besondere Lagen der » + 1 
Punkte vorausgesetzt werden, immer zwei Polygone verschiedener Art 
sich bestimmen lassen. Dass dies nicht allgemein richtig ist, geht 
schon aus den friiheren Bemerkungen hervor und ist insbesondere fiir 
m = 3 unmittelbar ersichtlich, Jedenfalls aber besteht der Satz: 

Die Construction der eigentlichen Polygone ist, falls sie tiberhaupt 
erfolgen kann, nur von linearen Gleichungen abhiingig. 

Ich verfolge zunichst die einfachsten Fille, um sodann unter III. 
die Aufklirung des soeben erwihnten Paradoxons analytisch zu geben. 
Betrachtet man einen Kegelschnitt, so ist bei beliebiger Annahme der 
m-+1 Punkte immer nur ein Polygon méglich. Ueberhaupt gilt 
der Satz: 
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Bei geradem n ist nur ein Polygon zweiter, bet ungeradem n nur 
ein Polygon erster Art um einen Kegelschnitt construirbar. 

Denn es sei fiir die Punkte A,, A,...An4: auf dem Kegelschnitt 
ein Polygon erster Art méglich, also: 

Cut! = Aa! +--+ + A,2;". 

Nimmt man nun einen Punkt A,,2 hinzu, wiihrend die ersten 
n-+ 1 ungeiindert bleiben, so fndern sich weder z' noch A,... An, 
wihrend an Stelle von 4, etwa 4,’ tritt. Wire nun wieder ein Polygon 
erster Art méglich, so hat man: 


6 ort = A, x! a se ate Ani" +. Anpr viet. 
Damit wird denn 

O art? = a! (Ay) — ay) + (6 + Anya) ae; 
d. h. es miisste A,;. mit A, und A,,, auf einer geraden sich befinden. 
Ebenso kénnen nicht beide Polygone zweiter Art sein. Sie sind daher 
stets ungleicher Art. Nun ist aber fiir » = 2 offenbar nur ein Polygon 
zweiter Art vorhanden, da sonst A,, A,, A, sich in gerader Linie be- 
finden miissten, Es folgt hieraus: 

Bei einem um einen Kegelschnitt beschriebenen Polygon ist stets 
das Product der <Abstandsverhiiltnisse der Beriihrpunkte der Seiten 
gegen die Ecken gleich + 1. 

Es ist tibrigens leicht, diesen Satz auch ganz direct analytisch zu 
beweisen. Man durchschneide das System der Tangenten eines Kegel- 
schnittes f= 0 mit den Beriihrungspunkten A, durch eine willkiirliche 
Gerade a, 0. Die Tangente in A, sei von derselben im Punkte 
B, mit den Coordinaten ¢,, ¢,, ¢, getroffen, dann sind die Coordinaten 
der Ecken 2*-' und z* von der Form 

a+ he, «wt + we; 
und das Doppelverhiltuiss ist 
a 
D, = . ° 


Bestimmt man 4 und uw, so erhilt man unmittelbar, wenn zur 
Abkiirzung 


x eo (k, k — 1) = (k — 1,8) 


gesetzt wird: 


. of 

@.b—-9 2 4 aah 
ae ca of 

(k, k-+1) >’ ¢; at 


Man hat ferner aus den Gleichungen 
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befriedigen. 
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(7) 


(02) =0, 


(8) 








(08) + 4,(23) =0, 
(04) + 2, (24) + 45(34) = 0 


pr Gj a; — 0, 
of 
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of 
z ary el 
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woraus 
D, D, - - + Dy = (— 1)", 
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of 


OM, 


of 


OX, 


k-1 








wait hieraus folgt das zu erweisende, da nach dem Carnot’schen Satz 
das Product der Abstandsverhiiltnisse der Ecken irgend eines i cy 


Es werde jetzt eine Fliche zweiten Grades betrachtet. Fir » no 2 
ist offenbar ein Polygon zweiter Art méglich, da sonst wieder drei 
Punkte der Fliche in gerader Linie sich befinden miissten (das duale 
Polygon besteht aus 3 durch einen Punkt gehenden Geraden); bei 
n = 3 ergiebt sich aus dem folgenden, dass eigentliche Polygone nur 
vorhanden sind, wenn die Punkte A,, A,, A,, A, eine weitere Relation 
Bei n= 4 kann man "jeaedk ohn ein Polygon erster 
Denn aus den Gleichungen (6a) 


4° = Aya,' 4 A,v,? + Agay® + Aya", 
iy? = Ay) Agar? + Agty> + Aya’, 

3° = A, as! + Aya,” + Asay? + Aya’, 
&° = Aya, + A,a,? + Aga> + A,x,4, 
kann man, so lange die Punkte A,, A,, A,, A, nicht in einer Ebene 


liegen, also die Determinante D derselben nicht verschwindet, die 
Werthe der 4 bestimmen und aus den Gleichungen (3) 
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kann man dann eindeutig die Coordinaten des Punktes z' bestimmen, 
falls nicht die Determinante A der Fliche verschwindet. Denn die 
Determinante des Coefficienten in den Ausdriicken (01), (02), (03), 
(04) ist gleich AD. Eine geometrische Construction ergiebt sich 
hieraus in folgender Weise. 

Man bestimme die Ebene «,—0, welche durch die Punkte 
A,, A,, A; geht. Dann ist nach (7) 


Aa,” + A,a,> = 0. 


Sucht man andererseits den Schnitt der Geraden A, A, mit jener 
Ebene, so ist der Schnittpunkt P mit den Coordinaten 2; + uz; 
bestimmt durch 


a,? + wa,? =0, 


*. ist. Nun betrachte man die lineare Gleichung fiir 


so dass w= : 
2 

z', welche aus den beiden letzten Gleichungen (8) resultirt, nimlich: 
(03) (24) + w(34)] — (04) (23) = 0. 


Diese Ebene geht durch die Polare von A, A, und enthilt ausser- 
dem den Punkt P, wie man unmittelbar erkennt. Daraus ergiebt sich 
folgende Construction fiir 2': Die Ebene A,A,A, schneidet die Gerade 
A, A, in P, die gesuchte Ecke z' ist der Schnitt der Polare von A, A, 
mit der Ebene, welche durch P und die Polare von A, A, geht. Durch 
analoge Construction liisst sich natiirlich jede Ecke des umschriebenen 
Polygons erster Art finden. Das conjugirte Polygon ist selbstver- 
stiindlich gweiter Art und kann ebenfalls linear construirt werden; am 
einfachsten erhalt man dasselbe, wenn man zu z' auf der Polare von 
A, A, den in Bezug auf die Fliche conjugirten Punkt sucht und diesen 
als erste Ecke benutzt. Liegen die Punkte A,, A,, A,, A, in einer 
Ebene, so tritt der Fall ein, dass der Factor o verschwindet. Es 
lassen sich dann, wie im folgenden Paragraphen gezeigt wird, un- 
endlich viele Polygone construiren, welche diese vier Punkte zu Be- 
rihrpunkten ihrer Seiten haben, d. h. die Ecke z' kann fiir diese auf 
der Polare von A,A, ganz willkiirlich gewihlt werden. Man wihle 
nun als Punkt z' denjenigen, in dem diese Polare von der Tangenten- 
ebene in A, getroffen wird; es entsteht dann ein singuliires Polygon, 
bei welchem von z' aus drei Seiten ausgehen. Oder man nehme fiir 
z' den Punkt, in welchem die Ebene A,A, A, jene Polare trifft; es 
entsteht das polar conjugirte Polygon. 
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Il. 
Die beiden schiefen Invarianten J,, J, der Punktgruppe A, A, ... A,. 


Unter Beibchaltung der friiheren Bezeichnungen denke man sich 
die Werthe der z; aus den m Gleichungen: 


(1) BP Ay Hi? +++ + Anai® = — (4; — A, x/), 
t—an1,2...m, 
welche ausdriicken, dass das zu den Bertihrpunkten 
A,A,... As 

mit den Coordinaten x gehidrige Polygon sich schliesst, in die n Be- 
dingungen II, (3), oder 

(01) =0, 

(02) =0, 
(2) (03) + 4,(23) =0, 


(Om) + A, (2m) + +++ + Avi(n n—1) = 0 
eingesetzt. Ks ergiebt sich so das System der m Gleichungen 
* + 4,(12)+.---+ da,(1n) =0, 
— 94,(21) + * +----+4,(2n)=—0, 
@) — 94,(31) — @4,(32) + +++ + ay(3n) =O, 
: j ns : : 
— @4,(n1) — eA, (m2) +--- * = 0. 
Die aus (3) sich ergebende Gleichung, in welcher o an Stelle 
von — @ gesetzt ist, 
O (12) +++ (1m) | 
/6(12) O «++ (2m) | 
/ | 
(4) Q=_ 6(13) 6(23) 2-5 6 (3n) |= QO, 
| o(nl)a(m2)--- O | 
mit deren Hiilfe die Werthe der 4 und damit aus (1) die der zg; sich 
finden lassen, hat die fiir die Frage bedeutungslose Wurzel o = 0. 


Denn fiir diese sind nach (3) simmtliche 4 auch gleich Null, mithin 
miissten nach (1) siimmtliche z; verschwinden. Man sieht ferner, dass 


Q == jedesmal die Wurzel : hat, wenn 6 eine solche ist. Das heisst: 


Die von +1 verschiedenen Wureeln von (4) sind paarweise reciprok. 
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Bildet man ferner aus (1) die Relation: 


(4, 4.2,0°4..42,2")° = 6? (4s—2,2')’, 
so entsteht, da nach (2) gefunden wird 


5 (03) + +++ + ay (On) + >) aide (ik) = 0, 
i,k 
i,k =2,3---n, 


(5) (a,)* (1 — 6?) = 0. 
Fiir die von +- 1 verschiedenen Wurzeln der Gleichung (4) ist also 
(a;)? = 0; 


sie fiihren stets zu uneigentlichen Polygonen, deren siimmtliche Seiten 
Erzeugende der quadratischen Mannigfaltigkeit sind. 

Es seien ferner 2*, 2* zwei Systeme der z;, welche zu den 
Wurzeln o*, o* von (4) gehéren. Die zugehérigen Werthe der 4 seien 
durch 

Ain, Aen ieee: Ani 
Aik, hax tie Ank 


bezeichnet. Die Relation 
(44 ag gate anne”) (Febpaggart---+dyg2%) = Fe a (Ae) (as*) 


giebt, wie man leicht mit Hiilfe von (2) beim Ausmultipliciren findet 
(6) (ap a,k) (1 — 6, 6,) = 0. 


Fiir irgend zwei reciproke Wurzeln verschwindet der zweite Factor, 
d. h. es ist zwischen den zugehérigem Ecken 2,*, 2* (und in gleicher 
Weise fiir alle Paare correspondirender Ecken dieser Polygone) keine 
weitere Beziehung vorhanden. Fiir je zu zwei nicht reciproken Wurzeln 
gehoérige, zu denen hier auch die eventuell vorhandenen +- 1 zu rechnen 
sind, findet dagegen die Gleichung 


(aA ax) =O 


statt, d. h. je zwei solcher Ecken sind conjugirt oder in Involution in 
Bezug auf F. 

Die Wurzel 6 = — 1 kann nur vorhanden sein, wenn die schiefe 
Determinante 


0 (12) --+ (1m) | 
| — (12 QO «++ (2n) 
(7) J,='- ae eS ele oe See 


|— (1m) —@n)--- 0 
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verschwindet. Bei wngeradem n ist dies bekanntlich immer der Fall, 
es existirt dann also stets ein eigentliches Polygon gweiter Art. 

Zu einer Discussion fiir den Fall, wo 6 =-+ 1 als Wurzel auf- 
tritt, ist indessen die Gleichung (4) nicht unbedingt geeignet. Man 
bilde daher direct die gleich Null zu setzende Determinante der in 4 
und g linearen Gleichungen (1) und (2). 

Es sei zuniichst m >. Die eben genannte Determinante K, 





| 0 O +++ O azgta, +++ dz!@m 
| -@ O° 4) 0. . oi me Ys Az? An } 
| 0 @3)-++ 0 aa, +++ a%ay| 
| 
e 
(8) = O (2n)--- O agra, +++ az"a, 
—e | #%' w? ---#* l—@--- @ q 
| a,' @,2 ++. Xa" 0 eae ae ° 
~ * | 
| | 
| GE BB a8 ha 0 ind 


welche abgesehen von dem Factor — 6 eine Gleichung m — 2 Grades 
in 1— 6 vorstellt, forme man dadurch um, dass man die letzten 
m Verticalreihen, mit den 2,*,2,*---a*, k=1,2+--m und mit 
= = multiplicirt und summirt, von den ersten » Verticalreihen ab- 
zieht. Es entsteht dann 


Q (12) -+- (An) 
(12) 0 ++. (2m) 
= (—1)"(6—1)"—"| (13) 6 (23) «++ Bm) 


’ 





(ln) G(2%)--- O 
d. h. die Wurzel 6 = 1 ist m — n-fach vorhanden. Hitte man K 
vor dieser Transformation noch p-fach mit beliebigen Gréssenreihen 
horizontal und vertical geriindert, so wiirde noch immer rechter Hand 
der Factor (6—1)"-"~” auftreten; d. h. es verschwinden fiir 6 = + 1 
nebst K die ersten, zweiten und m— » — 1 Unterdeterminanten. 
Kine weitere Betrachtung zeigt, dass aych noch alle die m—~mn'" Unter- 
determinanten verschwinden, welche sich auf eine Randerung beziehen, 
die sich nur auf die ersten » Horizontalreihen und Verticalreihen er- 
streckt, Dieser m — n-fachen Wurzel entspricht also das System 

A, =A, =: od, =D, 
4* 
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wahrend die z aus den Gleichungen (3) 
(01) =0, (02) —0, ---, (On) =0 


zu entnehmen sind, und eine m — n — 1-fache lineare Mannig 
faltigkeit bilden. Wie man sieht, entstehen dabei nur singuliire Poly- 
gone, deren simmtliche Ecken z' jedesmal in eine einzige zusammen- 
fallen. 

Die Wurzel 6 = 1 wird in héherem Grade auftreten, wenn die 
symmetrische Determinante 


| O (12) +--+ (1m) 
(21) O «++ (2n) 








(9) Jn = 


| 1) (n2)--- O 


verschwindet. Damit ist dann aber zunichst kein weiteres Ver- 
schWinden von Unterdeterminanten verbunden. Versieht man namlich 
von vornherein K mit m Rindern, so zeigt sich bei ihnlicher Be- 
handlung wie vorhin, dass erst dann alle m— n'e® Unterdeterminanten 
verschwinden, wenn alle -reihigen Determinanten aus dem System 


| Gz, *** Agi dn || 








Az" A, +++ AznAm | 
verschwinden, und dann treten auch eigentliche nicht singulire Poly- 
gone auf. 

Es sei nun zweitens » >m. Die Wurzel 6 = 1 ist im allgemei- 
nen nicht mehr vorhanden, und man hat die Determinante K folgender- 
massen zu behandeln. Um die letzten m Verticalreihen zu vereinfachen, 
gebe man X in verticalem Sinne einen Rand, gebildet aus dem Systeme 


at +++ ay! 

a2 +++ a 
n, 

@° ++. 2 

O -.c- 
. m, 

0 0 

—1 0 
iM gat ast m, 

Q ---—-1 
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wiihrend die fehlenden Elemente in den m Horizontalreihen durch 
Nullen zu ersetzen sind. Subtrahirt man nun die mit dem a, a;, d. h. 
den Coefficienten aj, der quadratischen Form, multiplicirten m letzten 
Verticalreihen von den vorhergehenden m, so entsteht 


10 0-0 0 -- O wt.. wg | 
ie © +-@ © -- © aF-- @] 
| 0 (23). 0 0 -. 0 wf-. a 


©. @a@- @ O i++ © @.- 
(10) K=(—1)""| ox! a? . a l—o.. 0 O 

“a ah- & © «Bee. @ 
0 o < °®  egia s ae adigec 





0 0 - - Qui °° Gum O -- —1| 
Nun addire man die mit den 0;,(6—1) multiplicirten letzten m Hori- 
zontalreihen, wo 


A. 
oa 
die durch die Determinante 
an > “ie 


A= 





| 
| 
Gni * * G&mm | 


der quadratischen Form F dividirten ersten Unterdeterminanten be- 
deuten, zu den vorhergehenden m Horizontalreihen, so entsteht, ab- 
gesehen vom Vorzeichen 


| 0 0 --90 z,! 7 Lm | 
eo @©..G 2° . . 
g=s 0 (2n)-- 0 a” a ha 

Ox,' x? +--+ ao (L—o)d,-- (L—o)din 








OL, w+ + a (L—o)dmi -- (1— 6) Onn 


Behufs einer letzten Reduction multiplicire man die letzten m Vertical- 
reihen mit den 


1 1 1 
9 > x OL My, +265 7 A Om, komil,2,...,% 
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und addire sie. Addirt man das entstehende Aggregat fiir k = 1 zur 
ersten Verticalreihe, subtrahiert dagegen fiir k —2,..., von den 
folgenden, so ergiebt sich, wenn zur Abktirzung noch 


—1 
, =r 
o-+1 
gesetzt wird, 
(12) (1%) : : 
0 — — ooo — 2 —2,' co — Ln 
(12) (2m) 2 “a 
= 0 +o) ee =“: ae 
(13) (2 3) (3m) “es 3 
= ++: ae —%,°°> —a 
— o+ 7 ’ rity) 
(11) K=4 ( z (im) (2n) eee 0 —a7" -- —gy* 
2 : 1 “Mm 
z,' =; eee i Ed,, pale Edim 
2," %_* 7 as E9., “* Ed 2m 
ef wf es oe Bb Blan | 


Die hieraus entspringende Gleichung welche nach Absonderung des 
Factors 6 wieder vom m — 2'" Grade sein muss, denke man sich nach 
Potenzen von 6 — 1 geordnet und betrachte den Coefficienten von 
(6 — 1)°. Derselbe ergiebt sich aus (11) fiir § —0© in der Gestalt 
einer zweiten schiefen Determinante 


(1 2) (1m 
| r 2 afer 7 x," ge Xm 
(1) (2n) 
(12) I=|- 2 eee ke 0 Sood da | 
et —ae Lao sso | 
oe seer ee 





Die beiden Ausdriicke J, und J,, welche bei ungeradem » + m, resp. 
m identisch verschwinden, mégen bei geradem n-+ m, x als schiefe 
Invarianten der Punktgruppe bezeichnet werden. Sie sind die Quadrate 
von Ausdriicken i, und i, , welche in den Coordinaten jedes der n Punkte 
linear sind. Fasst man einen derselben, z. B. A,, als variabel auf, so 
stellen die Gleichungen 


i,=0, 4=—0, 
Ebenen dar. Jede dieser Ebenen geht aber durch die Punkte A, und 
A,_1 hindurch, wie man sofort aus der Form von (7) und (12) ersieht. 
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Hiernach ergeben sich fiir » > m folgende Sitze. 
1) Ist m ungerade = 2p + 1, so ist die Gleichung 
x 0 
6 
von ungerader Ordnung 2(p — 1) + 1 in 6@, sie hat also p — 1 Paare 
reciproker Wurzelu, zu welchen 2(p — 1) uneigentliche Polygone ge- 
héren; ausserdem aber verschwindet bei geradem m die Invariante J,, 
d. h. es giebt ein eigentliches Polygon erster Art. Bei ungeradem n © 
wird dagegen durch das Verschwinden von J, ein solches zweiter Art 
indicirt. 

2) Ist m gerade — 2p, so sind bei geradem » im allgemeinen 
nur p— 1 conjugirte Wurzelpaare vorhanden. Bei ungeradem » aber 
verschwinden J, und J,, d. h. neben 2(p — 2) uneigentlichen Polygonen 
tritt noch ein eigentliches von erster und eines von zweiter Art auf. 

3) Es ist also im allgemeinen kein eigentliches Polygon vorhan- 
den, wenn m und m-+m beide gerade sind. Verschwindet aber J, 
oder J, bei gerader Reihenzahl, so verschwinden gleich auch alle ersten 
Unterdeterminanten dieser Ausdriicke; dasselbe gilt dann auch von der 
Determinante K. Das heisst, wenn zwei reciproke Wurzeln in eine 
einzige +1 zusammenfallen, so gehdrt zw derselben eine lineare Reihe 
von Auflisungen fiir die 4, 2; d.h. es existirt dann eine oo! Schaar 
von eigentlichen Polygonen (in demselben im allgemeinen zwei uneigent- 
liche) der einen oder anderen Art. 

Man kann nun auch wenigstens im allgemeinen die Specialfille 
des Problems discutiren. Diese kommen dadurch zu Stande, dass 
Wurzeln der Gleichung K=O zusammenfallen. Dabei kénnen ent- 
weder zwei reciproke Wurzeln in +- 1 tibergehen, und es kommt dann 
auf eine Untersuchung der Unterdeterminantensysteme von d, oder J, 
an, um zu entscheiden, welche besonderen Verhiiltnisse dabei ein- 
treten; oder es fallen zwei Paare reciproker Wurzeln unter einander 
zusammen. Nun hat die Gleichung K —0O nach (11), abgesehen von 
den etwaigen Wurzeln 6 = +1, § = 0, oo, nur paarweise entgegen- 
gesetzt gleiche Wurzeln &, d. h. sie kann immer in eine Form ge- 
bracht werden, in der sie nur Potenzen mit geradem Exponenten in 
£ enthilt. Mit Hiilfe dieser Bemerkung ist es in den einfacheren 
Fallen sehr leicht, die vollstiindige Discussion durchzufiihren. 

Es eriibrigt noch die Behandlung des Falles A = 0, doch mag 
vorausgesetzt werden, dass die ersten Unterdeterminanten von A nicht 
simmtlich verschwinden. 

Es bestehen daher die Gleichungen 


oe, t= 1,...,m, 
= 
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fiir bestimmte Werthe der «,, die nicht siimmtlich Null sind. 


Aus 





dem Ausdrucke fiir K (10) sondert sich dann der Factor 6 — 1 ab. 
Giebt man demselben horizontal und vertical einen Rand aus willkiir- 


LJ , ’ , , 
Hichom GeBasem 6, , ty, - > Say My yes «9 Mn} Ops +09 Ory My Ve 9 +009 Ome 


so erhiilt man nach analogen Umformungen , 


verschwindet , 
. 2 in a 1 
—- 2 --G tet: Windiaaaiaite vy; 
(12 2n 9 2 
( 1 ) “G 4 ’ ae V2 
m 
‘ > Ary = 2n 
(13) [K |o—1 = ag 5 Ui" ¢ 2 ”) fe )- 0 —& -—a_%l. 
i=3 ’ 
’ | a," a? - a O- OO », 
as w2 «- x* QO. O-¢g, 
m m m 
| 0 0 -- 0 G++ Oy O 








wie friiher, falls «, nicht 





Hieraus folgt, dass die Werthe der 4,...4, im allgemeinen gleich 
Null werden, wiihrend die 2; den «; proportional sind; es entsteht nur 
ein singuliires Polygon fiir 6 = 1, wie tbrigens aus der 
Beschaffenheit der mit dem singuliiren Punkte «, . 
Mannigfaltigkeit /’ schon erkannt werden konnte. 
Determinante bildet 


allgemeinen 
.. @», behafteten 
Den Kern der letzten 
aber wieder die schiefe Invariante J,; verschwindet 
sie bei geradem n +- m, so tritt eine lineare Reihe von Werthen 2, 4 
ein, welche zu eigentlichen Polygonen gehoéren. 

Endlich sei noch bemerkt, dass der Coefficient von 


(o—1)! 
der nach 6 — 1 entwickelten Gleichung K = 0 die Form 


} © GG) @) a-- 0] 

‘ (=) o -- G) af--22 0 | 
= _(0" —(¢ ) ++ O @--a 0 
™ [=—_ = + , PR, a ae 
= -gr 0 0 «a, 

—zi —z3 , — ae 0 0 a 

0 tt) O —a,--—a, 0 | 


erhiilt, d. h. er wird eine n-+-m-+-1 reihige schiefe Determinante, welche 
S heissen midge. 
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Es sei nun m==2p. Dann sind bei geradem n im allgemeinen 
p — 2 reciproke Wurzelpaare vorhanden nebst der Doppelwurzel 
6—-+1, da S verschwindet. Ligentliche Polygone aber treten erst 
auf, wenn entweder J, verschwindet und ein Paar reciproker Wurzeln 
in —1 coincidirt. (Dieser Fall kann sich fiir m—4 nicht mehr 
ereignen, da hier ohnehin p — 2 = 0 ist). Oder es verschwindet J,, 
und es existirt eine lineare Reihe von Polygonen erster Art. 

Bei ungeradem n verschwinden J, und J,; es sind p — 2 reciproke 
Wurzelpaare und die Wurzeln 6 =-{+-1 vorhanden. Im allgemeinen 
kommt also nur ein Polygon zweiter Art zu Stande, 

Fiir m= 2p +1, p > 3, sind bei ungeradem n p — 2 reciproke 
Paare, ausserdem 6 = — 1 einfach und 6 = + 1 zweifach vorhanden, 
es existirt ein eigentliches Polygon zweiter Art. Bei geradem n hat 
man im allgemeinen nur p — 1 reciproke Paare. 

Es sei endlich bemerkt, dass auch das allgemeine Eingangs er- 
wiihnte projective Problem von » Ebenen und » in ihnen liegenden 
Punkten in derselben Weise auf eine Gleichung in 6 zuriickgefiihrt 
werden kann, doch hat dieselbe im allgemeinen weder rationale Wurzeln, 
noch treten die besonderen Determinanten auf, welche dem specielleren 
auf eine quadratische Form bezogenen trotz seines elementaren Cha- 
‘rakters ein gewisses Interesse verleihen. 


IV. 
Fortsetzung und Discussion der Falle m = 3, 4, 6. 


Die beiden Invarianten J, und AJ, sind nur abhingig von den 
Ausdriicken (ik), d. h. von den auf die quadratische Form F' bezogenen 
Polarenbildungen a,; a@,;.*) Damit ergiebt sich eine metrische Deutung 
derselben. Wihlt man als Ebene x,,—0O die unendlich ferne, d. h. 
setzt man x, = 1, und zieht man durch irgend einen festen Punkt P 
parallel zur Geraden A; A, eine Gerade, welche der Fliche F = 0 in 
den Punkten Q;, Q, begegnet, bezeichnet man ferner den Werth von IF 
fiir den Punkt P mit /,, das Product der Abschnitte PQ; und PQ, 
mit [ik], die Enfernung von A; und A, 


[Si«. 9) @! yp 


durch d;,, wo die «,, Constanten, so ist 
. 1 di, 
(tk) = Fy sii 


*) Bei J, A erkennt man dies, wenn man J, nach den Determinanten aus 
den letzten m Vertical- und Horizontalreihen entwickelt. 
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mithin (¢k) dem Quadrate der ,parallel der Sehne Q; Q, gemessenen 
Entfernung von A; und A,“ proportional;*) fiir den Fall 


F=attat.--+a,,—RB=0 


wird also, bei geeigneter Annahme von P, (ik) tiberhaupt proportional 
mit dem Quadrat der Entfernung d;, selbst. Damit sind die Bedingungen 
J, =0, J,=0 in metrische Relationen zwischen den Kanten und 
Diagonalen des Polygons A, A, ... A, verwandelt. 

Bei der Untersuchung specieller Fille wird es sich wesentlich um 
die Entwickelung der reciproken Gleichung handeln , von deren Wurzeln 
6 die Lésung der Frage abhingt. Fiir » < m ist diese aus der Glei- 


chung » — 1'*" Grades 2 = 0 (III, 4) zu entnehmen. Fiir n>m 


aber hat man vermége ahnlicher Umformungen, wie friiher 
(1) Q = (6 —1)-—™ (**)Pa T, 


wo T die in III, (11) rechts auftretende Determinante bedeutet, wodurch 
der n — m fache Wurzelfactor 6 — 1 aus Q abgesondert wird. (Im 
folgenden werde ich » und m als gerade voraussetzen, um einen be- 
stimmten Fall vor Augen zu haben.) 

Alle Coefficienten der Gleichung T=O0 sind demeufolge lediglich 
von den (ik) abhéngig, und kénnen in dieser Form aus den Coefficien- 
ten der Entwickelung von Q, 


(2) Qo {Ay 9(o™*24 1) 4 Ay s(O™34 6)4 Apso 0?) ---} 
erhalten werden, wobei insbesondere 
Ana = (— 1)! (12) (23) +++ (v1) 


ist. Setzt man naimlich 


o6—1 
g—2 =o, 
also fiir 
o=0, §=—2, fir c=oo, §=—2, 


so muss folgende Identitiét bestehen 


(3) T = (§?— 4) [Bu—2&"-? + Bn_sé™—-* + --- + Bl, 


wobei 
J, 


J 
- eS, 
A2"’ 


Brn-s a3 


wiahbrend die tibrigen B noch zu bestimmen sind. Aus (1) findet man nun 


*) Vgl. Baltzer, Determinanten. 4. Aufl, S. 233. 
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m 


k 
gm-—-4 Q 


sie 
(4) MPa > (6-1 *(6 4194-2 By ap. 
&=1 


Entwickelt man beiderseits nach Potenzen von 6, so erhalt man durch 
Vergleichung der Coefficienten die folgenden Gleichungen : 


scons | 
gmt ‘ ’ 
ia Ans = > } By-2x _ ? 
(5) k=1 


t= = 


gm—4 


2 
A Ans — D4 Bn—2k Qu—sk (n — 4k + 2) ’ 
. &=1 





welche zur Bestimmung der B mehr als hinreichend sind, und eine 
Reihe von Identititen zwischen den A, und den Invarianten J,, J, 
liefern. 

Nach diesen allgemeinen Erérterungen wende ich mich zur Be- 
trachtung der Fille m = 3, 4, 6. 

1) Fir m=3, p=1 hat man einen Kegelschnitt in der Ebene; 
es existiren nur eigentliche Polygone, welche bei geradem » von erster, 
bei ungeradem » von zweiter Art sind. Vgl. 8. 46. 

2) Fiir m = 4, p= 2 hat man eine Fliiche zweiten Grades. Bei 
geradem » sind im allgemeinen zwei uneigentliche Polygone vorhanden; 
bei ungeradem  stets ein eigentliches erster und zweiter Art. Nur 
wenn bei geradem eine der beiden Invarianten J, und J, verschwindet, 
existirt eine lineare Reihe von eigentlichen Polygonen; man kann dann 
jede Gerade in der Tangentenebene von A, als Seite eines solchen an- 
sehen, und die Construction erfolgt in tibersichtlichster Weise durch 
einen gespannten Faden, der abwechselnd durch einen Punkt A, und 
dann iiber die Polare von A,, Aj: gefiihrt wird, wobei das Polygon 
sich jederzeit von selbst schliesst. 

Die erste Gleichung (5) liefert (bei geradem m), da 


J; J 
B, sis aa ? B= _T - ? 


die folgende merkwiirdige Beziehung zwischen den (ik) 


. J; J, 119) (6 
(6) ae 7 = (12) (23)... (m1). 
Dieselbe sagt aus, dass — solange nicht zwei auf einander folgende 


Punkte A derselben Erzeugenden angehéren — J, und Jd, nie gleich- 
zeitig verschwinden kénnen (geometrisch ist dies allerdings selbstver- 
stiindlich), sowie dass zur Existenz von co' Polygonen erster resp. zweiter 
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Art erforderlich ist, dass entweder die schiefe Determinante der Ent- 
fernungsquadrate verschwindet oder gleich dem 2"-4 fachen Product der 
Quadrate der Seiten des Polygones A,, A,,..., An ist. 

Bei vier Punkten, » —4, muss entweder J, = D?, wo D die 
Determinante der vier Punkte, verschwinden; d. h. dieselben liegen 
in einer Ebene. 

Es giebt also stets co' Polygone erster Art, deren Seiten die Fliche 
in vier (allgemein 2k) in einer Ebene liegenden festen Punkten be- 
rithren.*) 

Verschwindet dagegen J,, d. h. ist 


D?A = — 4(12) (23) (34) (41), 


so existiren co' Polygone zweiter Art.**) 
Andererseits hat man 


J, = [(1 2) (84) — (13) 42) + (14) 23), 
und die hieraus folgende lineare Bedingung fiir A, ist, wie oben be- 


merkt, erfiillt, wenn A, mit A, oder A, zusammenfillt; ausserdem 
aber fiir den Punkt, der den linearen Gleichungen 


(14)=0, (24)—0, (34) =—0, 
geniigt, d. h. den Pol der Ebene von A,, A,, A. 

Es giebt also ebenfalls co' die Fliiche beriihrende Vierseite, wenn 
einer der Beriihrpunkte sich in einer der drei Ebenen befindet, welche 
den Pol der drei anderen mit zweien derselben verbinden.***) 

Bei beliebigem geradem n lautet die quadratische Gleichung fiir 6 


Jy(6—1)? — J, 2-4 (6 +1)? = 0; 


sie hat bei positivem A, wie es sein muss, reelle Wurzeln. 

3) Fiir m6 bedeutet der Punkt der Mannigfaltigkeit zweiten 
Grades eine gerade Linie des Raumes, eine Erzeugende derselben ein 
ebenes Strahlbiischel; einem beliebigen Punkte der Mannigfaltigkeit 
von 5 Dimensionen entspricht ein linearer Complex; conjugirten Punkten 
entsprechen involutorische lineare Complexe, und einer Polygonseite 
mit ihren beiden Ecken entsprechen zwei lineare Complexe, die zur 


*) Dieser Satz driickt eigentlich nur eine Eigenschaft des zu jener Ebene 
gehérigen Tangentenkegels aus und ist fiir einen geraden Kreiskegel geometrisch 
als selbstverstiindlich leicht zu erkennen. 

**) Fiir vier Punkte mit dem Tetraederinhalt V auf einer Kugel vom Radius 
r muss also 


12 Vr = dy dys dy, d;, 
sein, d. h. gleich dem Product der vier Kanten. 


***) Die hiermit ausgesprochene Construction der vier Punkte findet sich bei 
Herrn Bruno a. a. O. 
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Axe ihrer gemeinsamen speciellen Congruenz die dem Beriihrungspunkt 
jener Seite entsprechende Gerade haben. Die eigentlichen Polygone 
bilden daher ein System von linearen Complexen der eben bezeichneten 
Kigenschaft, dem eine unmittelbar geometrisch anschauliche Eigen- 
schaft nicht zukommt; die uneigentlichen Polygone bilden dagegen 
eigenthiimliche Linienconfigurationen, ein eigentliches Polygon besteht 
niimlich bei n gegebenen Strahlen g,, 9.,---; Gn aus den n Seiten eines 
Polygons 1, Yo, +.+, Yn von der Eigenschaft, dass jederzeit yz, grii, 
Yi+1 2u einem ebenen Strahlbiischel gehdren. Kin solches mag kurz ein 
Polygon T heissen; die eigentlichen Polygone sollen durch das Symbol 
P bezeichnet werden. 

Fiir n = 3 hat man eine Wursel 6 = — 1, d. h. ein Polygon P 
zweiter Art; der dreifachen Wurzel 6 = +- 1 entsprechen oo? Lésungen, 
zu denen insbesondere als specielle lineare Complexe die Geraden ge- 
gehéren, welche die drei gegebenen treffen. 

Bei n = 4 hat man der Doppelwurzel 6 = + 1 entsprechend oo! 
Lésungen, zu denen in speciellem Sinne die beiden gemeinsamen 
Transversalen gehéren. Zwei reciproken Wurzeln entsprechen zwei 
Polygone [, gebildet aus den Diagonalen zwischen den beiden Trans- 
versalen und den 4 gegebenen Strahlen. Die Relation 


0 =: (12) (34) + (23) (14) — (18) (24) 


bedingt das Auftreten von oo! Polygonen P zweiter Art, unter denen 
sich wieder die beiden Polygone [ befinden. Ist andererseits die De- 
terminante J, (III, 9) gleich Null, so fallen, wie bekannt, die beiden 
Transversalen zusammen. 

Bei n = 5 treten ausser einem Polygone P zweiter Art (6 —— 1) 
zwei Polygone [ im allgemeinen auf; jedes gehdrt mit allen seinen 
Seiten dem linearen zu 6 = + 1 gehérigen Complexe C an, den die 
fiinf Geraden bestimmen; es ist nach Pliicker’s Bezeichnung ein 
Complexpolygon. Die Gleichung III, (4) fiir 6 wird 





(6-+1) [+ — (@ -17 B,|=0, 
wo 
H, = (12) (23) (34) (45) (51). 


Verschwindet J,, so ist der Complex C ein specieller, die beiden 
Polygone [ degeneriren in die gemeinsame Transversale der fiinf Ge- 
raden; ist andererseits J, + 8H; = 0, so werden alle Wurzeln gleich 
— 1 und die beiden Polygone [ gehen in ein einziges doppeltzihlendes 
Complexpolygon iiber. 

Fiir n = 2k, k>3 giebt die Relation (5) 
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a3 


Yeh + By — 31 — (12) (28) (84) (45) (66) (61) = “Z| 


4 A , 


mithin wird die Gleichung vierten Grades fiir 6 
2! 9 A 2! A 

1) ALEH+E 4+ SI, 2)- f=, 
oder 
(8) 4H, (6?—1)? + "8, 6(6—1)? + J,Ao(o+1)? =0. 
Den vier Wurzeln von (7) entsprechen im allgemeinen vier Polygone [; 
sie zerfallen in zwei Paare von je zwei » Seiten; die beiden n-Seite 
eines Paares gehéren zu reciproken Wurzeln von (8). Da die Seiten 
jedes n-Seites des einen Paares mit den entsprechenden des anderen 
Paares in Involution liegen (S. III, 6), so bestimmen die vier n Seite 
auf jeder der Geraden g,, 92, ,--; gn nur zwei Eckpunkte; d. h. je 
vier correspondirende Seiten der vier n-Seite bilden mit den beiden 
zugehirigen Geraden g Kanten eines Tetraeders. 

Die Discriminante von (7) ist 


A 4\2 4 
(4H, + J, SJ, =) +I, J, =. 


Fiir ein System reeller ‘Geraden, welches etwa auf die Pliicker’ sche 
quadratische Form 


F=2,%,+ 2%, + 27,%,=0, 
bezogen ist, wird A —=— 1; mithin sind entweder alle vier Wurzeln 


6 reell oder alle imaginir, wie iibrigens aus der tetraedralen Anord- 
nung folgt. Die Discriminante verschwindet, wenn 


16H, = (VI + VI). 


Findet eine dieser beiden in Bezug auf die Liniencoordinaten jeder 
der n Geraden g quadratischen Gleichungen statt, so fallen die beiden 
reciproken Wurzelpaare in ein einziges zusammen; es existiren nur 
zwei Polygone [. Dadurch ist eine ganz eigenthiimliche Degeneration 
der soeben beschriebenen Linienconfiguration bestimmt, bei welcher 
zwei aufeinander folgende Seiten des ersten Polygones mit den ent- 
sprechenden beiden Seiten des zweiten in abwechselnder Reihe ent- 
weder ein ebenes Vierseit, dessen Diagonale eine der gegebenen Ge- 
raden ist, oder zwei concentrische Strahlbiischel bilden, denen eine 
solche Gerade gleichzeitig angehort. 
Die Bedeutung der noch specielleren Fille 


J, —=—0, H,2*=—J,; J,—0, 16H,—J,; J,—0, J, =0, 


sowie auch die Verhiiltnisse bei ungeradem » wird man ebenfalls leicht 
erkennen. 
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Von den Eigenschaften des Linienraumes kann man wieder in 
mehrfacher Weise zu Kigenschaften des Punktraumes durch Trans- 
formation tibergehen. Nach Herrn Lie*) entspricht z. B. jeder Con- 
figuration von Geraden eine solche von Kugeln des gewonlichen Raumes, 
und so sei hier endlich auf die merkwiirdigen Systeme von ‘sich be- 
riihrenden Kugeln hingewiesen, welche nach der Lie’schen Interpreta- 
tion aus den Polygonen [ entstehen. 


V. 
Anwendung der Liniengeometrie. 


Eine besonders iibersichtliche Behandlung lisst sich dem speciellen 
Problem fiir eine Fliche zweiten Grades durch Anwendung der Linien- 
geometrie geben. Obwohl mit Hiilfe der von mir an einem anderen 
Orte ausgefiihrten Betrachtungen méglich ist, diese Untersuchung 
ganz allgemein zu fiihren, werde ich doch der Einfachheit halber die 
Gleichung der Fliiche in der Form 


(1) Wy Ly + Wy ty = O 


voraussetzen. Aus derselben folgt die Parameterdarstellung 


OL, = wh, 
I —— 

(2) Ox, 1, 
Or, =U, 
Qt, =A; 


die Geraden 4 = const, « = const. sind die beiden Systeme der Er- 
zeugenden. Die Pliicker’schen Coordinaten der Verbindungsgeraden 
irgend zweier Punkte mit den Coordinaten z, y 


Py = 2%Y. — MM» 
Po = %Y3 — X35 
Ds = ZYq — XM» 
Dy = Ty Yq — %Ys 5 
Ds = Ly Yo — QV) 
Pe = %Y3 — XYo- 


(3) 


Hieraus ergeben sich die Coordinaten der Verbindungslinie irgend zweier 
den Parametern 4,u,, 4.4. eutsprechenden Punkte in der Form: 


*) Lie, Ueber Complexe, Math. Ann. Bd. V, 8S, 170 ff, 
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Py = Aglty — Ay my, 
D2 = MyM, (4, —4,), 
Ds = Ay A, (UW, — ty), 
Py = My Ay — Ay My, 
Ps = 4, —4,, 
Po = Bi — B23 


(4) 


und aus (4) die der beiden Systeme von Erzeugenden 


q=—A, “= #, 
q@= 29, 2 =— ww, 
(5) a = 2’, qs = 0, 
“= A, = H, 
@=- 9% a= 41, 
a@=- 15 a= 9, 


Kine beliebige Tangente der Fliche, welche zum Beriihrpunkt den 
Punkt A,(A,, u,) hat, hat daher die Coordinaten 


Pye Ae + One, 
_ — ou, 

(6) nn di, 
Pp= At Oem, 

= Qk, 

ia 1 ’ 


wo g, ein never Parameter, der die Lage der Tangenten zu den beiden 

Erzeugenden durch A; bestimmt. Die Bedingung dafiir, dass die Tan- 
gung ? 

genten in den Punkten A; und A,4, sich schneiden, erhilt die Form 


.—— 2 
7 Ap fac kt ) 
(4) Qk Ox+1 JP Ske 


wie man unmittelbar durch Anwendung der bekannten Bedingung 


Pids + Pads + Pods + Ps Ge + Ps%e + P6% =O 


fiir die incidente Lage zweier Geraden p,q findet. Es seien nun die 
Punkte 
Mae Me +0 «9 Oe 


mit den Parametern 


a ee 
Hy My oe + Mn 
01 O2--+ Ons 


gegeben. Bezeichnet man die rechte Seite von (7) zur Abkiirzung 
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durch (Kk + 1)*, (Kk +1) =(k +1 bh), 80 folgt bei ungeradem n aus 
dem System der Gleichungen (7) fir k = 1,2,...,n, 


2, (12)? @4)t.. . (nt)? 
(8) 9; (23)?...(m—inj? ” 
__ , (12) (84)... (m1) 
a ~—+ (23)...(m—I1m) ? 


und aus @, die eindeutige Bestimmung aller weiteren Parameter @,... Qn. 
Durch den Umstand, dass letztere mit @, zugleich simmtlich ihr 
Zeichen wechseln, ist die harmonische Lage der Seiten der beiden 
méglichen Polygone zu den beiden durch den gemeinsamen Beriihr- 
punkt gehenden Erzeugenden ausgedriickt (Vgl. 8. 42). Die beiden Poly- 
gone sind offenbar verschiedener Art; besondere Specialfiille finden 
nicht statt. 

Bei geradem n dagegen ergiebt sich, falls die @ endliche von 
Null verschiedene Werthe haben sollen, also ein eigentliches Polygon 
zu Stande kommen soll, die Relation: 


(12)? (34)? ...(m—1 nm)? =~ (23)?...(m1)?, 
oder: 


(9) (12) (34) ...(m—1 m) =+ (23) ... (ml). 


Ist sie erfiillt, so kann g, ganz willkiirlich gewiihlt werden, es giebt 
eine oo! Schaar von eigentlichen Polygonen. Da die Bedingung (9) 
in Bezug auf jedes Wer Parameterpaare 2, w bilinear ist, so ist der 
Ort des Punktes A, bei festen A, A, ... A, ein Kegelschnitt, dessen 
Ebene durch die beiden Punkte A, und A,-, geht, wie schon friiher 
gefunden wurde. Da die Determinante der durch (9) ausgedriickten 
projectiven Beziehung zwischen 2,, Un 


(An—1 — Ay) (Un—1 — #4) 
ist, so kann dieselbe nicht verschwinden, d.h. auch hier finden keine 
weiteren speciellen Fille statt. 

Es ist noch tibrig, festzustellen, zu welcher Art die Polygone ge- 
héren, je nachdem man in den Gleichungen (8), (9) das obere oder 
untere Vorzeichen waihlt. Liegen siimmtliche Punkte in einer Ebene, 
so ist bei geradem m die Bedingung (9) fiir das obere Zeichen that- 
siichlich erfiillt. Da in diesem Falle, wie friiher gezeigt worden, nur 
Polygone erster Art existiren, so ergiebt sich aus Griinden der Con- 
tinuitit, — und in aihnlicher Weise bei (8) — dass das obere Zeichen 
immer Polygonen erster Art entspricht. 

Eine directe Untersuchung der Doppelverhiltnissproducte, welche 
in § II betrachtet sind, fiihrt indessen zu einigen anderen Relationen, 
die einen weiteren charakteristischen Unterschied zwischen den Poly- 


Mathematische Annalen,. XXYV, o 
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gonen erster und zweiter Art bei geradem und ungeradem » begriin- 
den, und die ich im folgenden entwickeln werde. 

Die Seite des Polygons auf welcher der Punkt A, liegt, werde 
von der — iibrigens durch eine willkiirliche Ebene unmittelbar zu 
ersetzende — Ebene x, = des Coordinatentetraeders im Punkte S,, 
von den beiden anstossenden Seiten in Zj_; und Z,4; geschnitten. 
Alsdann handelt es sich um das Doppelverhiiltniss der vier Strahlen 
91> 92> 93> G4, Welche von der Ecke E, des Tetraeders*) nach den 
Punkten S;, Ay, Zp41, Z:-1 gehen. Nun sind, wie einfache Rechnungen 
zeigen, die Coordinaten von g, proportional mit 

O, 1, — ox, 0, 0, 0, 
die von g, mit 
1, — wr, — A, 0, 0, O. 
Die Coordinaten von g, haben die Form 
t; ioe TU, — (0% + tax), 0, 0, 0, 
wo 
sineniniganes Sa 
Cnr (Mata — He) 1 Ang — Ay 


zu setzen ist; die von g, haben dieselbe Form, nur hat fiir tr der Werth 


t= 


Ce—1 (Hea — ) FAA — & 
einzutreten. Das Doppelverhiiltniss 

tT 
D = . 


erhalt mit Hiilfe von (7) die Form 


D Anis — 4, 1 Cy Cay Apna — Ay A On (Maa — Hx) 
k =~ — _— a © . 
Mp1 — Me Ce Ce — Cr-1 Meg — Ay A Cera (Maps — Ba) 


Demnach ist das Product P aller Doppelverhiltnisse 


(10) P ae 22) 28)... 1) | 
Q1 Q2.-. O, 
Hierzu stellt sich eine dualistische Untersuchung. 

Die Tangentialebene der F'liche im Punkte A, schneidet die 
Coordinatenebene x, = 0 in einer Geraden h, welche der g, im Punkte 
S, begegnet. Durch denselben Punkt gehen aber auch die beiden 
Ebenen, welche die Polygonseite durch A, mit den anstossenden Seiten 
bestimmt; sie schneiden diese Coordinatenebene in den Strahlen h, 
und h,. Das Doppelverhiiltniss der Strahlen 


(M hy, hg, hy) 





*) Die Ecken haben gleiche Indices mit den gegeniiberliegenden ‘l'etraeder- 
ebenen. 
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werde durch A; bezeichnet. Man erhiilt die Coordinaten von g,, h,, hy 
proportional mit 
0,1, — a, 0, 0, 0, 
0, — Me, + Ar, 1, 0, 0, 
0, 1— tux, — ot t&, t, 0, 0 
wo 
Ox+1 — O% ~ 
Cntr (Me — Maga) — (2¢— Angad 


zu setzen ist. Daraus ergiebt sich nach ihnlicher Umformung wie 
vorhin 


a Cr— Oper e— Aa 1 Apia — Ay — Oy (a1 — Me) 
ge (— ° 
Cp — Oe-1 Me Mer Anya a diy 2 Ch (HEL - Hy) 


also fiir das Product TT aller Doppelverhiltnisse 


lal aed (12)... (m1) : 
(11) wail. 9 Se 
P und TT sind duale Doppelverhiltnissproducte in Bezug auf das be- 
treffende Polygon. Ist nun erstens n eine gerade Zahl 2m, so wird 


Or ++) On = (12)? (34)2... (m n—1)%, 


also 
I 


P=T=+1, 


je nachdem in (9) das obere oder untere Zeichen genommen wird. 
Ks sind also stets alle oo' Polygone von derselben Art, zugleich haben 
sie die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass die beiden dualen Werthe P 
und TT unter einander gleich sind. 

Ist dagegen zweitens n ungerade = 2m + 1, so wird 


@1 Q2+-- Qn =+(12)... (m1), 


je nachdem in (8) das obere oder untere Zeichen genommen wird und 
zugleich wird 


P=—T=—+1; 


Die beiden méglichen Polygone sind also von verschiedener Art, zu- 
gleich aber haben die beiden dualen Werthe P und TI fiir jedes der- 
selben entgegengesetate Zeichen. 

Der Bedingung (9) kann man verschiedene geometrische Bedeutungen 
geben, von denen ich zwei hervorhebe. Bezeichnet man das Moment 
zweier Erzeugenden derselben Art, welche durch 4;, 4,, resp. wi, Me 
gegeben sind, durch mj,, mj, so ist 


* 


5 
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min = (Ay — Ax)?, Mie = (He — x)? 
also 
mek = (ik). 
k 


me, 


Dadurch verwandelt sich die Bedingung (9) in die folgende, die gegen- 


seitige Lage der zu den n=2m Punkten gehdrigen Erzeugenden 
charakterisirende : 


’ , , , 
Mm), Q°*- M1 2 Ms gc: mm, 1 

” ” ae ” _ 
my Q-*: m,_1, - My gcc m, 1 


Man erhilt ferner als Momentenverhiiltniss der Geraden (4) welche die 
Punkte A,, A, verbindet, gegen das durch den willkiirlichen Punkt 
4,, My gehende Paar von Erzeugenden : 


(12) Ig — Ay , Yo— Ue Mo — My (1 2) 


Me— ty ag — dg | dy—%, (02) (01) * 
Dieses Verhiiltniss mége durch M;’, bezeichnet werden. Fiir das Mo- 
os P 0 . . ° 
mentenverhiltniss M;2 der conjugirten Polare von A, A, gegen die- 
selben Erzeugenden findet man ebenso 
Oe + I has rs Me 
Mi;2 = 2)@1) 1, 2+ 
Hieraus folgt zuniichst: Der Quotient der Momentenverhiiltnisse con- 
jugirter Polaren gegen irgend zwei Erzeugende verschiedener Art einer 
Fliiche zweiten Grades ist gleich — 1. Die Bedingung (9) kann endlich 
nunmehr in den beiden Formen: 
M;» M3). sles + M's UM? ; nt +) 
0 0 0 0 
Mi,2 Ms,4-+ > = Mes Mas---, 
geschrieben werden. Hieraus folgt: 

Damit durch eine Gruppe von 2m Punkten auf der Fliche eine 
co! Schaar eigentlicher Polygone gelegt werden kann, muss das Product 
der Momentenverhiiltnisse der Verbindungslinien geraden Ranges dieser 
Punkte in Bezug auf irgend ein (und damit auch fiir alle) Paare von 
Erzeugenden verschiedener Art absolut genommen gleich dem entsprechen- 


den Product gebildet in Bezug auf die Verbindungslinien wngeraden 
Ranges sein, und umgekehrt. 


VI. 


Polygone, welche einer Kegelfliche zweiten Grades umschrieben sind. 


In den vorhergehenden Betrachtungen wurde eine projectiv allge- 
meine Fliche zweiten Grades vorausgesetzt. Ist dieselbe ein Kegel, so 
gestaltet sich die liniengeometrische Behandlung etwas anders. Ich 
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gebe zunichst die Tangentendarstellung des Kegels. Die Coordinaten 
a; eines Kegelschnittes im Raume seien gegeben durch die Gleichungen 


(1) 6X4; = a oh 2biu +t. Cu’, i= 1, 2, 3, 4 


mit dem Parameter uw. Ein beliebiger Punkt P des Kegels mit der 
Spitze d;, dessen Leitcurve der Kegelschnitt (1) ist, hat zu Coordi- 
naten die 


ui + Ad; 

wo 4 ein zweiter Parameter ist. Die Liniencoordinaten einer beliebigen 
Erzeugenden sind 

p, = d,x, — dx, 

DP, = d,%; — yay, 

Dy = dX, — da, 

Py = d,%, — d, xs, 

D; = dx, — d,X,, 

De = A,X, — Ay My; 
die Coordinaten einer bestimmten vom Punkte P auslaufenden Tangente 
haben dann die Form 


d d 
Qi == “Gar (te + Ad) — GP (a, + 4d), 
d d 
Gn = “Gat (ty + Ads) — “Ge (a, + 4d,), ete. 


Mithin sind die Coordinaten g, einer beliebigen Tangente des Kegels 
in der Form 


de + OPE 


(@ ein neuer Parameter) darstellbar. Hieraus geht aber die folgende 
Form hervor 


(2) 6g¢—q't+(A+2ue)qa?+uwg'+uAtuoa'+ug+on’, 


in welcher die q,', gx’, .. .; qx° jetzt die Liniencoordinaten der Kanten 
des Tetraeders mit den Eckpunkten a, b, c, d bedeuten, zugleich ist, 
falls A die Determinante jener vier Punkte bedeutet 


Vat tant + ae +a'at+e-= A, 
G79? + 9? a> + 927 95° + 95°Q® + °° = —A, 
Qa + 9°a° +.--=— A. 


Ks seien nun wieder auf dem Kegel m Punkte, zu denen die Para- 
meter A,, u;,.-+-) 4n,) Mn gehdren, gegeben, und in ihnen die Tangen- 
ten durch je einen der Parameter g, ... @, festgelegt. Die Bedingung, 
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dass sich die Tangenten in zwei auf einander folgenden Punkten A,, 


Aj+; schneiden sollen, nimmt hier die einfache Form an 


4,—A4 
(3) Ge + Or = — a = — (kk + 1). 
ko Pepi 
Hieraus geht wieder hervor: Ist  ungerade, so erhilt man 
20, = — (12) + (23) — (34) ---— (In), 


und damit ein vollstiindig bestimmtes eigentliches Polygon. 


gegen » gerade, so muss die Gleichung 


(4) (12) + (84) +---+ (n—1 n) =(23)4+---+ (1 


Ist da- 


bestehen; sie erméglicht dann oo! eigentliche Polygone. Die in jedem 
der Paare 4, u bilineare Gleichung (4) sagt wiederum aus, dass sich 
der Punkt A, in einem durch A, und A,_; gehenden Kegelschnitt be- 


finden muss. Bei geradem m» sind die Polygone stets erster, 


bei un- 


geradem stets zweiter Art, wie unmittelbar aus dem friiher fiir Kegel- 


schnitte bewiesenen Satze folgt. 


Dresden, im April 1884. 
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Allgemeine Untersuchungen wtbér Differentialgleichungen, die 
eine continuirliche, endliche Gruppe gestatten. 


Von 
Sopnus Lig in Christiania. 


Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 


F(a, Y, 2, P, 9) = 9, 

deren Integralflichen dadurch charakterisirt sind, dass ihre Haupt- 
tangenten des einen Systems ein Tetraeder nach constantem Doppel- 
verhiltnisse schneiden, wurde, wenn ich nicht irre, zuerst von mir 
(1869) integrirt. Die hierbei angewandte Methode griindete sich darauf, 
dass die Gleichung. F = 0 alle co® linearen und vertauschbaren Trans- 
formationen gestattet, welche das betreffende Tetraeder invariant lassen. 
Meine Methode leistete gleichzeitig die Integration einer jeden anderen 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung ®(z, y, 2, p,q) =0 mit 
derselben Gruppe von Transformationen. 

Klein, dem ich damals diese und einige verwandte Integrations- 
theorien in wiederholten Gespriichen auseinandersetzte, machte mir die 
schéne Bemerkung, dass meine Integrationstheorie mit Abels Be- 
handlung derjenigen algebraischen Gleichungen, die seinen Namen 
tragen, eine auffallende Analogie darbiete. In unserer gemeinsamen 
Arbeit (Math. Annalen t. 4): Ueber solche ebene Curven, die wnendlich 
viele lineare Transformationen zulassen, gaben wir in einem Schluss- 
paragraphen eine Integrationsmethode aller Gleichungen: 


f(«, y 4) _— 0, 


mit einer gegebenen infinitesimalen Transformation: 


Ox==E(x,y). dt, dy=—n(x,y). dt. 
Wir fiigten jedoch die specielle Voraussetzung hinzu, dass die Hiilfs- 
gleichung §.dy —y.dx =O, welche die Bahneurven der bekannten 
infinitesimalen Transformation bestimmte, sich integriren liesse. 
Bei meinen Untersuchungen iiber Linien- und Kugelgeometrie 
in den Jahren 1870—71 wurden mehrfach thnliche Integrations- 
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methoden auf specielle geometrische Probleme mit einigem Erfolge an- 
gewandt.*) 

Bald erhielten indess diese Untersuchungen eine ganz andere Trag- 
weite. Ich fand, dass die von Lagrange, Pfaff, Cauchy, Jacobi 
und ihren Nachfolgern begriindete Integrationstheorie der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung sich naturgemiiss als eine Trans- 
formationstheorie dieser Gleichungen auffassen liess. Jede infinitesimale 
Beriihrungstransformation einer solchen Gleichung (oder eines solchen 
Gleichungssystems) liess sich auffassen als ein gewisses Integral des 
bekannten simultanen Systems der Charakteristiken, ja sie war mit 
einem solchen iiquivalent. Jede bekannte Gruppe von Transforma- 
tionen, die eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in sich 
tiberfiihrten, lieferte, ihren infinitesimalen Transformationen ent- 
sprechend, eine gewisse Anzahl Integrale uw, ...u, des besprochenen 
simultanen Systems, welche paarweise Relationen von der Form 


(uz, Ux) = fix (Uy, Ug, .- . Ur) 


erfiillen. , Ich bezeichnete daher eine solehe Schaar von Integralen als 
eine (homogene) Gruppe.**) 


*) Die im Texte citirten speciellen Integrationsmethoden beruhen auf einer 
allgemeinen Theorie, die sich folgendermassen resumiren liisst: Gestattet ein 
System von partiellen Differentialgleichungen in den Variabeln (z, a, ...2,)q 
bekannte infinitesimale Beriihrungstransformationen P, . .. P,, die paarweise ver- 
tauschbar sind und somit die Relationen (P,, P,) = 0 erfiillen, und kennt man 
dabei ein vollstiindiges Integral des Involutionssystems P, = a,, (oder was auf 


dasselbe hinauskommt, kennt man die zugehiérigen endlichen Transformationen), 


so ist es, wenn P,... P, unabhiingige Functionen sind, méglich die Bedingungs- 
gleichung 

pdz— p,dx,—---—p, dx, = PdX —P,dX,—---— P, dX, 
zu befriedigen. Fiihrt man sodann X, X,...X,, als neue Variabeln ein, so ver- 


schwinden q Grissen X aus den vorgelegten partiellen Differentialgleichungen 
(Ges. d. W. zu Christiania 1872 und 1873). 


Ist z. B. n= gq = 2; und sind P,; und P, gegebene infinitesimale und ver- 
tauschbare Punkitransformationen: 


Pmt 4 gE FH ay, 


Om Oa, 
wef [ aoe | Se 
P.= ox, + Ne 0%, +a A,f, 


so lassen sich, wenn A,f=—0, A,f=0 unabhingige Gleichungen sind, X,, X, 
und X als Functionen von x,y,z allein wihlen. Sie erfiillen die Relationen 
A,X=0, AX=0, A,X,=—0, A,X,—1, AyX,=1, A,X,—0. 
**) Es verhilt sich jedoch nicht so, dass die Anzahl der unabhingigen in- 
finitesimalen ‘'ransformationen der gegebenen Transformationsgruppe mit der 
Anzahl der unabhingigen Integrale der Schaar u,...u, zusammenzufallen braucht. 
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Das Poisson-Jacobi’sche Theorem war fiir diese Auffassung 
ein specieller Fall des allgemeinen Theorems, dass jede continuirliche 
Gruppe, welche die beiden infinitesimalen Transformationen B,f und 
B,f enthilt, ebenfalls die Transformation B, (B, (f)) — B,(B, (f)) 
umfasst. 

Ich beschiftigte mich ferner eingehend mit linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichungen und entwickelte eine allgemeine rationelle Inte- 
grationstheorie von vollstiindigen Systemen mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen, welche mit der Galois’schen Behandlung*) der 
algebraischen Gleichungen viele Beriihrungspunkte darbot. Die Grund- 
ziige dieser Theorie wurden im Nov. 1874 in den Abhandlungen der 
Ges. d. W. zu Christiania (siehe auch die Verh. von 1872, p. 132) 
publicirt und ohne wesentliche Aenderung in den Math. Ann. Bd. XI, 
p- 487 reproducirt. Es wurde als wahrscheinlich angegeben, dass die 
entwickelten Principien in jedem einzelnen Falle den grésstméglichen 
Vortheil aus den gegebenen Transformationen zu ziehen erlaubten. 
Gleichzeitig wurden indess fortgesetzte Untersuchungen iiber diesen 
Gegenstand angekiindigt. U. A. wurde hervorgehoben, dass eine 
Weiterentwickelung meiner Theorie der Transformationsgruppen gleich- 
zeitig eine detaillirte Ausfiihrung meiner Integrationstheorie geben 
wiirde. 

Indem ich jetzt wiederum einen Abschnitt meiner Untersuchungen 
auf diesem Gebiete einem grésseren Publicum vorlege, halte ich es 
fiir zweckmissig zuerst in § 1 meine alte Integrationstheorie in 
grésster Kiirze zu resumiren. Sodann gebe ich in § 2 eine Discussion 
der Tragweite dieser Theorie, das heisst, ich zeige, auf welche Weise 
man in jedem einzelnen Falle a priori ohne Integration, durch alge- 
braische Operationen, entscheidet, wie viel meine allgemeinen Principien 
leisten, also wie viele und wie hohe Hiilfsgleichungen man integriren 
muss, um das betreffende Problem zu erledigen. 

In den Paragraphen 3—9 gebe ich eine einigermassen ausfiihr- 
liche Darstellung mehrerer Theorien, die ich schon friiher in norwegischen 
Zeitschriften, theilweise in gedringter Form, entwickelt habe. Dieselben 
finden im Laufe dieser Arbeit niitzliche Anwendung und besitzen ausser- 
dem an und fiir sich eine fundamentale Wichtigkeit. Nach diesen Vor- 
bereitungen wende ich mich wieder zu dem Integrationsprobleme eines 
vollstiindigen Systems mit bekannten infinitesimalen Transformationen. 
Dabei nehme ich zunichst in § 10 meine urspriingliche Voraussetzung, 





Die erste Zahl ist in der That unter Umstiinden grésser als die letzte. Man sehe 
z. B. Archiv for Math. og Naturv. Bd, I, p. 184, 1876.) 


*) Vergl. Camille Jordan’s traité des substitutions et des équations 
algébriques (Paris 1870). 
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aus den Jahren 1870—72, dass nicht allein die infinitesimalen sondern 
zugleich die endlichen Transformationen einer Gruppe bekannt sind, 
wieder auf und fiihre die Invarianten einer solchen Gruppe als Variable 
ein. Dass sich in dieser Weise formelle Vereinfachungen erhalten 
lassen, war mir lingst bekannt und hatte ich u. A. schon im Jahre 
1872*), allerdings in nicht ganz klarer Form angegeben. Doch sah ich 
damals den betreffenden Vortheil nur darin, dass bei einigen Hiilfs- 
gleichungen auf diese Weise gewisse Parameter vermieden wiirden. 

1882 bemerkte ich, dass sich ein noch grésserer Vortheil erreichen 
liess. Ich fand nimlich, dass irreductible Hiilfssgleichungen erster 
Ordnung sich auf Riccatische Gleichungen zuriickfihren lassen und 
erkannte auch bei Hiilfsgleichungen héherer Ordnung gewisse wesent- 
liche Eigenthiimlichkeiten, So z. B. fand ich, dass die Integration 
einer irreductiblen Hiilfsgleichung zweiter Ordnung immer geleistet 
werden kénnte, wenn ein Integral erster Ordnung derselben gefun- 
den war. **) 

Als meine Untersuchungen auf diesem Punkte standen, hielt ich 
am 3. Nov. 1882 in der socicté mathématique de France einen kurzen 
Vortrag iiber meine Integrationstheorien von 1874, um hierdurch, wenn 
moglich die Aufmerksamkeit auf diese alten Untersuchungen zu lenken. 
Halphen (damals Prisident der Gesellschaft) kniipfte hieran einige 
Bemerkungen tiber die Beziehungen zwischen seinen Arbeiten iiber 
Differentialinvarianten der allgemeinen projectivischen Gruppe und meinen 
Untersuchungen iiber Differentialgleichungen, die eine beliebige con- 
tinuirliche Gruppe gestatten. Er erwiihnte noch, dass die Integration 
einer Differentialgleichung achter Ordnung zwischen x und y, welche 
die allgemeine projectivische Gruppe der Cartesischen x y-Ebene ge- 
stattet, auf die Erledigung einer linearen Differentialgleichung dritter 
Ordnung reducirt werden kann. Ich antwortete ihm, dass die von mir 
im Jahre 1874 entwickelten Principien nach meiner Auffassung in jedem 
einzelnen Falle die Reduction auf die niedrigsten Hiilfsgleichungen 
leisteten. Es war mir iibrigens an und fiir sich nicht neu, dass man 
durch Einfiihrung von gewissen Invarianten als Variabeln eine formelle 
Vereinfachung erreichen kéunte. 

Kinige Tage spiiter schickte ich der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania eine inhaltreiche, wenn auch kurz gefasste Note 


*) Ges. d. W. zu Christiania 1872: Zur Theorie der Differentialprobleme. 
Im Anfange des Jahres 1878 benutzte ich, soviel ich mich erinnere, zum ersten 
Male die Invarianten einer ganz beliebigen endlichen Gruppe bei der expliciten 
Behandlung eines Integrationsproblems (Archiv for Math. og Naturv. Bd, 3. Theorie 
der Transformationsgruppen 3, p. 118). 

**) Man sehe die Abhandlungen der Ges, d. W. zu Christiania von 1882, 
Nr. 10 und Nr. 21. 
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(1882, Nr. 22), die u. A. das allgemeine Theorem XI des folgenden 
Paragraphen 10 enthielt. Nach der Publication dieser Note erschien 
Halphens 1880 eingelieferte und 1881 von der Pariser Academie 
gekrénte Preisschrift ,Memoire sur la réduction des équations différen- 
tielles linéaires aux formes intégrables.“ Dieselbe enthielt, wie ich 
fand, nicht allein seinen oben besprochenen Satz sondern gleichzeitig 
auch einige iihnliche Siitze, zusammen mit vielen anderen wichtigen 
Theorien. 

Es mag hervorgehoben werden, dass nur ein verhiiltnissmissig 
einfacher Fall meines soeben citirten Theorems XI sich in Halphens 
Arbeit aufgestellt findet. Es ist andererseits wohl zu bemerken, dass 
auch meine Theoreme, welche canonische Formen fiir gewisse in meiner 
alten Integrationstheorie auftretende irreductible Hiilfsgleichungen liefern, 
diese Theorie noch nicht zum Abschluss bringen. 

Ein tieferes Eindringen in die Theorie der Transformationsgruppen 
wird entsprechende neue Resultate fiir die Integralrechnung liefern. 
Wie die Theorie der algebraischen Gleichungen nicht mit den Abel- 
Galois’schen allgemeinen Untersuchungeen abgeschlossen war, sondern 
nunmehr successive Gleichungen von immer héherem Grade eingehend 
studirt wurden, so miissen ganz ebenso die verschiedenen Hiilfsglei- 
chungen (oder simultanen Systeme von Hiilfsgleichungen), die in meinen 
Untersuchungen auftreten, successiv in erschépfender Weise discutirt 
werden. Ich behalte mir vor, die hiermit angedeutete Untersuchungs- 
richtung wieder aufzunehmen. 

In § 11 betrachte ich wiederum vollstiindige Systeme mit bekannten 
infinitesimalen Transformationen, die eine Gruppe bilden, und setze 
jetzt dabei voraus, dass ihre endlichen Transformationen unbekannt 
sind, Es gelingt mir dieses Problem auf das in dem vorangehenden 
Paragraphen behandelte Problem zuriickzufiihren, wobei allerdings 
gewisse Parameter eingefiihrt werden. 

Endlich in § 12 skizzire ich noch eine allgemeine Integrations- 
theorie derjenigen Differentialgleichungen, welche iiberhaupt eine con- 
tinuirliche Gruppe von Transformationen bestimmen. 

Es mag noch ausdriicklich hervorgehoben werden, dass die in 
dieser Abhandlung entwickelten Theorien nach vielen Richtungen hin 
weiter verfolgt werden kénnen. 


Um nicht spiiter die fortlaufende Darstellung unterbrechen zu 
miissen, schicke ich schon hier einige Bemerkungen iiber meine ge- 
wohnliche Terminologie voraus. 

In allen Untersuchungen iiber Transformationsgruppen ist, wie 
ich immer hervorhebe, der Satz fundamental, dass die unabhingigen 
infinitesimalen Transformationen 
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B,f-.. Bef 


einer Gruppe paarweise Relationen von der Form 


(B,Bs) = Bi(By(f) — B(Bi(f)) = >) cas Baf 


mit constanten Coefficienten ¢;,, erfiillen. (Gétt. Nachr. 1874, Math. 
Ann. Bd. XVI, p. 462). Den umgekehrten Satz, dass r unabhingige 
infinitesimale Transformationen B,f ... B,f, welche derartige Rela- 
tionen erfiillen, immer eine Gruppe mit r Parametern erzeugen, benutze 
ich in dieser Arbeit ebenfalls gelegentlich, obgleich ich den Beweis 
desselben (Archiv for Math og Naturv. Bd. III, p. 100) noch nicht 
in diesen Annalen publicirt habe. Dabei muss indess hervorgehoben 
werden, dass meine jetzigen Anwendungen dieses Satzes gewissermassen 
als unwesentlich anzusehen sind. Man kann niimlich, wenn man es 
vorzieht, folgende formale Definition aufstellen: 

Definition. Wenn r Ausdriicke B,f ... B,f paarweise Rela- 
tionen von der Form (B;, By) = Dex; B,f erfiillen und es unmoglich 
ist, r solche Constanten c, zu wihlen, dass der Ausdruck YoB,f 
identisch verschwindet, so sage ich, dass alle infinitesimalen Transforma- 
tionen Xe, Bf eine r-gliedrige Gruppe bilden. 

Habe ich nun unter den infinitesimalen Transformationen 


eB, +-+-+ 6B, 
einer Gruppe einige, z. B. B,f, B,f... B,-¢, die selbst wiederum 
eine Gruppe bilden, so nenne ich diese neue Gruppe eine Untergruppe 
der urspriinglichen, Es liegt, wie ich im Archiv for Math. og Naturv. 
Bd. 1, p. 178, 1876 niiher entwickelt habe, in der Natur der Sache, 
dass die Bestimmung aller Untergruppen einer vorgelegten Gruppe durch 
eine algebraische Discussion geleistet werden kann. 
Enthalt die Gruppe B,f.., B,f eine Untergruppe 


Cf = hs By f+ +++ + dee Bf 
(k=1,2...r— @) 
und bestehen Relationen von der Form: 
(Cr, B) =>) hee Gf, 
so sage ich, dass diese Untergruppe sich in der grossen Gruppe in- 
variant verhilt. Ich sage dementsprechend, dass die C,f eine invariante 
Untergruppe bilden. 

Durch blosse algebraische Discussion kann man selbstverstiindlich 
alle in einer vorgelegten Gruppe enthaltenen invariauten Untergruppen 
bestimmen. (Ges. d. W. %u Christiania: Verallgemeinerung und neue 
Verwerthung der Jacobi’ schen Multiplicatortheorie p. 272). 

Eine Gruppe heisst einfach, wenn sie keine invariante Untergruppe 
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enthalt. Dagegen heisst sie zwsammengesetzt, wenn sie eine oder mehrere 
invariante Untergruppen umfasst. 

Diese Begriffsbildung ist, wie ich im Archiv for Math. og Naturv. 
Bd. 3, p. 104, 1878 niiher nachgewiesen habe, nicht allein analog 
sondern vollstiindig identisch mit derjenigen der Substitutionstheorie.*) 
Hierauf brauche ich indess an dieser Stelle nicht niher einzugehen 
(siehe § 3, Nr. 10). 

Zwei Gruppen heissen gleichzusammengesetzt (semblable), wenn es 
modglich ist ihre infinitesimalen Transformationen B,f und Bjf in solcher 
Weise zu wiihlen, dass in den Relationen 


(Bi, B) =>) cas Bf, (Bi, Bi) => dns B, 
jedesmal ¢,,, gleich ¢j,, ist. 

Zwei r-gliedrige Gruppen B,f und Byf heissen dhnlich, wenn es 
modglich ist, in den Bf solche neue unabhiingige Variabeln einzufiihren, 
dass Relationen von der Form 

Bf = on: Bit 
mit constanten Coefficienten bestehen, anders ausgesprochen, wenn 
sich die eine Gruppe durch Einfiihrung neuer Variabeln in die andere 
transformiren liisst. 

Aus der evidenten von mir iibrigens lingst (vergl. z. B. Math. 
Ann, Ba. VIII, p. 234, Bd. IX, p. 247) ausdriicklich hervorgehobenen 
Bemerkung, dass der Ausdruck (B,, B,) sich bei Ausfiihrung einer 
beliebigen Transformation als Invariante verhilt, folgt unmittelbar, 
dass zwei ihnliche Gruppen von Transformationen immer gleichzusam- 
mengesetzt sind. Der umgekehrte Satz gilt nicht. Es stellt sich daher 
die wichtige Frage ein, nach den einfachsten nothwendigen und hin. 
reichenden Kriterien fiir die Aehnlichkeit zweier Gruppen. Dieselbe 
ist schon friiher von mir behandelt worden und soll im Folgenden 
wieder aufgenommen werden. — 


*) In der Galois’schen Gleichungstheorie spielen die invarianten Unter- 
gruppen der discontinuirlichen Gruppen eine fundamentale Rolle. Genau so ist 
es bei meinen Integrationstheorien mit den invarianten Untergruppen der con- 
tinuirlichen Gruppen. Um das Verstiindniss zu erleichtern, vermied ich indess 
lange, explicite mit diesem Begriffe zu operiren. Soviel ich mich erinnere, be- 
nutzte ich den Ausdruck invariante Untergruppe zum ersten Male im Archiv for 
Math. og Naturv. Bd. 3, p. 457, 1878. Wenn Klein und seine Schiiler, den Aus- 
druck ausgezeichnete Untergruppe, den sie in derselben Bedeutung benutzen, mit 
meinem Namen in Verbindung bringen, so beruht das auf einem Missverstiindniss, 
Ich theile die von Herrn Kénig (Math. Ann. Bd. XXI, p. 431) ausgesprochene 
Auffassung, dass der Ausdruck ,,invariant‘‘ besser ist als ,,ausgezeichnet*‘, Dagegen 
michte ich vorschlagen, eine iinfinitesimale Transformation dann ausgezeichnet zu 
nennen, wenn sie mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar ist. (Siehe 
Math, Ann, Bd, VIII, p. 252), 
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§ 1. 
Résumé meiner alten Integrationstheorie eines vollstindigen Systems 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen. 


1. In diesem Paragraphen gebe ich ein kurzes Résumé meiner 
1872 angekiindigten und 1874 publicirten Integrationstheorie eines 
volistiindigen Systems A,f=—0...A,f—=0O mit bekannten infinitesi- 
malen Transformationen. Ich reproducire ohne Beweis die nothwen- 
digen Satze und Entwickelungen aus dem zweiten Abschnitte meiner 
Abhandlung im Bd. XI dieser Annalen. (Man sehe auch Verh. d. G. 
d. W. zu Chr, 1874, und Archiv for Math. og Naturv. Bd. 1, 1876). 

A) Definition. Das vollstiindige System A,f = 0 (k = 1,2...7r) 
zwischen den Variabeln 2,, x... %, gestattet die infinitesimale Trans- 
formation Bf, wenn durch diese Transformation jede Lésung des 
Systems wiederum in eine solche iibergefiihrt wird, wenn also BTT 
gleichzeitig mit TT eine Liésung des vollstiindigen Systems darstellt. 

B) Gestattet das vorgelegte vollstiindige System die infinitesimale 
Transformation Bf, so gestattet es gleichzeitig jede infinitesimale 
‘Transformation von der Form Bf + «,A,f+ --- + «,A,f, welche 
Functionen von den a die Gréssen a; auch bezeichnen migen,.*) Zwei 
infinitesimale Transformationen B,f und B, f des vollstindigen Systems 
A, f = 0 sind daher nur dann als wesentlich verschieden zu betrachten, 
wenn sie untereinander durch keine lineare Relation 


eB f+ Bf + Dd) aAif =0 
mit den beiden Constanten ¢,, c, verkniipft sind. 
C) Soll das vollstindige System A,f=—0...A,f—=0O die infini- 
tesimale Transformation Bf gestatten, so ist hierzu nothwendig und 
hinreichend, dass r Relationen von der Form: 


™~ 
A; (B(f)) — B(A(f)) = > e;,. Ay f 
stattfinden, in denen die a,;, Functionen der z sind. 
D) Gestattet unser vollstindiges System die beiden infinitesimalen 
Transformationen B,f und B,f, so gestattet es zugleich auch die in- 
finitesimale Transformation, deren Symbol 


B, (B,(f)) — B, (B,(f)) 
oder (B,, B,) ist. 


E) Gestattet unser vollstindiges System die infinitesimalen Trans- 
formationen B,f...B,f, und bestehen ausserdem u lineare Relationen: 


> bi: Bef + >) «i Af =0, 


*) In dieser Arbeit bedeuten a, 6, y im Allgemeinen variable Gréssen, 
a, b, ec dagegen Constanten. 
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so lassen dieselben sich immer nach w von den Gréssen B,f auflésen, 
indem die A,f durch keine lineare Relation verkniipft sein diirfen. 
Erhalt man hierdurch die w Gleichungen: 


Bif = Biuts Busaf + +++ + Big Bef +> ben Auf, 


so sind alle Coefficienten 6; Lisungen des vollstindigen Systems. 

F) Gestattet ein vorgelegites (n — 1) gliedriges vollstiindiges System 
A,f=0...Ansif =O mit n Variabeln x, ... 2%, eine bekannte in- 
finitesimale Transformation Bf, so liefert eine Quadratur die gemein- 
same Lésung der Gleichungen A;/f = 0. 

Ich setze nun voraus, dass man durch successive Anwendung der 
angegebenen Operationen v Lésungen TT, ...11, und q’ infinitesimale 
Transformationen B,f... B,f bestimmt hat, aber keine weiteren finden 
kann, Ich verstehe diess so, dass alle weiteren By, und alle (B;, By) 
sich auf die Form 

k=q’ i=r 

> (TI, ...11,) Bf +> «A; f 

k=1 i=1 
bringen lassen, wihrend keine lineare Relation zwischen den A,f und 
B,f...Byf bestehen darf, und dass iiberdies alle B;TT, sich als 
Functionen von TT, ... TT, darstellen lassen. 

Ist nun die Zahl v der gefundenen Lésungen gleich » — r, so 
ist das Integrationsgeschaft eo ipso erledigt, insofern ein r-gliedriges 
vollstiindiges System zwischen » Variabeln eben nur n — r Lisungen 
besitzt. Wir haben daher nur den Fall 

v<mnu—sr 
zu betrachten. 

Wir fiihren neue unabhingige Variable ein, namlich TI, ... TT, zu- 
sammen mit » — v anderen Gréssen, die «,'...2%,—, heissen mégen. 
Da die TT Lésungen sind, nimmt unser vollstiindiges System hierdurch 
die Form an: 

Ajf= Xi # os} Xin 5g = 0, 
wiihrend seine infinitesimalen Transformationen sich in gewisse Aus- 
driicke verwandeln: 


Bif 7 Bet fL+ a” + bine gg + SBM) AL, 


in denen die B, TT; Functionen der TT allein sind. 

Da nun jede Lésung des urspriinglichen Systems A;f—0 durch 
Kinfiihrung der neuen Variabeln in eine Lésung des neuen Systems 
A;f = 0 tibergeht, so ist mit m zugleich immer auch B, gp eine Lésung 
des letzteren Systems. 
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Verstehen wir unter y,..., beliebige Functionen von TT, ...T,, 
so gilt dasselbe auch von dem Ausdrucke: 


Bp =v, Bip +---+ vy Bre 
und somit besitzt jede infinitesimale Transformation B’f die Eigen- 
schaft das vollstiindige System A;f = 0 in sich iiberzufiihren. 
2. Ist es nun im Besonderen, wie ich von jetzt ab annehmen 
will, méglich, die Multiplicatoren y% so zu wiihlen, dass die Differen- 


tialquotienten a in B’f nicht mehr vorkommen, so erhalten wir 
i 


hierdurch eine oder mehrere etwa q” infinitesimale Transformationen 


Bif— tis Po +--+ + Ba Gh. 
deren analytische Ausdriicke keine anderen Differentialquotienten als 
die Gleichungen des transformirten Systems enthalten. Wir nehmen 
im Folgenden nur auf diese infinitesimalen Transformationen Byf 
Riicksicht, 

Hiermit ist das vorgelegte Integrationsproblem darauf zuriickge- 
fiihrt, das r-gliedrige vollstiindige System Aj;f=0O mit n—v=—~7n 
unabhiingigen Variabeln z,'...2,, und mit q” bekannten infinitesi- 
malen Transformationen B,"f... Bj f zu integriren. Jedes (B;", By’) 
driickt sich folgendermassen aus: 


h=q" 
>” >” 7 ik wre. ™*, ik a a 
(B; ’ RB, ) = Ds wis By f +> Po Aof, 
A=l e 


wo die wi* Functionen der TT und als solehe nunmehr als Constanten 
aufzufassen sind, indem die Tl, sowohl in den A;f wie in den Byf nur 
als Constanten auftreten. 

Die Zahl r+ gq” kann nun hichstens gleich n’ sein, da sonst 
lineare Relationen zwischen den A;f und B,’f stattfinden wiirden, 
yas nach dem Vorangehenden ausgeschlossen ist. Den Fall, dass 
r+ q° =n’ ist, behandeln wir in der nichstfolgenden Nummer, Den 
Fall r + q’ < m reduciren wir durch Integration auf r + q” = w’. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir nach den von Mayer und mir 
gegebenen Regeln*) die n’—r—gq” gemeinsamen Lésungen T1,’, TT,’ 
des vollstiindigen Systems: 


Ajf=0...4-/f=0, B,”f=0...Byf=9, 


und fiihren sodann neve unabhingige Variabeln 


oS ee. 


*) Das vollstiindige System im Texte reducirt sich auf eine einzige gewdhn- 
liche Differentialgleichung (m’ — n — q”)** Ordnung. Diese Hiilfsgleichung ist 
keiner weiteren Reduction oder Vereinfachung fihig. 
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ein, wodurch die Ausdriicke A;f und B,’f in A;’f und B,’ f tiber- 
gehen midgen. Schliesslich erhalten wir hierdurch ein vollstindiges 
System: 

A,"f=0...A,"f=0 
mit + q” unabhiingigen Variabeln und mit g” bekannten infinitesi- 


malen Transformationen B,”’/... B,f, zwischen denen keine lineare 
Relation von, der Form 


Di A f+ >in Bi" f = 0 


besteht, wiihrend jedes (B;”, B,”) sich linear durch die By” f und 
A; f ausdriickt. In diesen Ausdriicken 


(B) (Bi”, By") =D) ov Bi" f+) ae Ay’ f 
sind die ¢,’ Constanten. 

Hiermit ist die angekiindigte Reduction geleistet. 

3. Ehe ich jetzt in der Darstellung meiner alten Integrations- 
theorie weiter gehe, fiihre ich, um die Sprache ein wenig zu erleichtern, 
eine formelle Vereinfachung ein, die ich iibrigens schon 1874 an- 
gedeutet habe. 


Wir wollen annehmen, dass mein q-gliedriges vollstiindiges System: 


Anf = Xu PEt y+ + + Xing SE +--+ Xin GEO 
q 


* Ox, 0x, 


gewisse infinitesimale Transformationen 


Bf ata fh 4+... + bi. 2 


xy * 02,’ 
die keine lineare Relation 
ps a, Af +> 6; Bef = 0 
erfiillen, gestattet. Dann lésen wir zuniichst mit Mayer die Glei- 
chungen A,f =O nach g von.den Differentialquotienten auf: 
ip fon , of a, aN 

a ee eS Xin 3g = 
und bemerken dabei, dass die A; f paarweise in der Beziehung 
(A;, A;’)) = 0 stehen. Setzen wir sodann 

Bi f= Bif — fi1 A,’ f ers? Se Eig A/f 


of of 
= Nett Ge + +++ + te Fe—> 


so gestattet das vollstiindige- System A, f—0O die infinitesimalen 
Transformationen B;f, und es bestehen offenbar Relationen von der 


Mathematische Annalen, XXV. 6 
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einfachen Form (A;, Bj) =0. Setzen wir endlich voraus, dass die 
Bif durch die Gleichungen 


(B;, Bi) => Cirs Bf +> Girzs Ayf 


verkniipft sind, und dass die ¢;,, Constante sind, so miissen die B,, 
wie man leicht iibersieht, die einfacheren Gleichungen 


(Bi, By) -> Ciks Bf 


mit den alten Constanten ¢;;, erfiillen. Hierdurch ist erreicht worden, 
dass die Bjf eine Gruppe bilden*). 

4. Das in der zweiten Nummer besprochene Integrationsproblem 
nimmt mit Beriicksichtigung der Entwickelungen der dritten Nummer 
die folgende einfache Form an: 

Vorgelegt zur Integration ist ein q-gliedriges vollstiindiges System 


me af af af 
i ee 


(k=1, 2,-+ +) @) 


zwischen » Variabeln 2, ...%, und mit » —q bekannten infinitesi- 
malen Transformationen : 


Bif = Sio+1 mt ie a bia Ge , 
((=—=gq+il1...m) 


die eine Gruppe bilden. Es giebt keinen identisch verschwindenden 


Ausdruck 
> bBif +> Qa; Aif 


und also bestehen Relationen von der einfachen Form 


(4, Ax) =0, (4, B)=0, (Bi, Bi) =>) cae Bef 


Man muss nun zuniichst die Zusammensetzung der Gruppe B;f 


untersuchen, das heisst, man muss ihre Untergruppen und die zwischen 
denselben bestehenden Beziehungen aufstellen. Besitzt die (m — q)- 
gliedrige Gruppe B,,, ..., eine oder mehrere invariante (n — q—1)- 


*) Bilden schon die B;f eine Gruppe, deren endliche Transformationen 
iiberdiess bekannt sind, so bilden die B; f allerdings wiederum eine Gruppe, deren 
endliche Transformationen jedoch im Allgemeinen tnbekannt sind. Dieser Uebel- 
stand liisst sich dadurch vermeiden, dass man die gemeinsamen Liésungen 
J, J,... des vollstindigen Systems B,f = 0 zuniichst berechnet, und darnach zu- 


sammen mit gewissen weiteren Gréssen als neue Variabeln einfiihrt, endlich aber 


die Gleichungen A,f = 0 nach q von den Grdssen auflést, 
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gliedrige Untergruppen, so wihlt man eine solche, etwa Boi... Bas 
und bildet das vollstiindige System: 

A,f=0...4,f=0, Buif=—0... Buf, 
das jetzt die infinitesimale Transformation B,/ gestattet. Jetzt liefert 
eine Quadratur die einzige Lésung unseres vollstindigen Systems. 
Hiermit reducirt sich unser Integrationsproblem auf ein einfacheres, 
indem » um eine EKinheit erniedrigt wird. 

Enthalt unsere (n — q)-gliedrige Gruppe B,4, ... B, allerdings 
(n—q—1)-gliedrige Untergruppen, darunter jedoch keine invariante, 
so wihlt man eine solche Untergruppe, etwa B,4: ... Bas, bildet 
das vollstiindige System: 

(A) A,f=0...Af=90, Buyuf=—0...Buf—90 


und bestimmt seine Lésung m nach einer von Du-Bois-Reymond 
herriihrenden Bemerkung durch Integration einer Differentialgleichung 
erster Ordnung mit zwei Variabeln. Jetzt ist B,g keine Function 
von @ allein, da unser vollstindiges System (A) die infinitesimale 
Transformation B,f nicht gestattet. Aber andererseits ist B,g eine 
Lésung aller A,;f =O. In dieser Weise findet man durch mehrmalige 
Ausfiihrung der Operationen B,f gewisse neve Lisungen und reducirt 
somit unser Problem auf ein analoges, fiir welches die Zahl n 
kleiner ist. 

Enthalt die (n — q)- gliedrige Gruppe B,i1/...B,f keine (n — q —1)- 
gliedrige Untergruppe, so nimmt man eine Untergruppe, die moglichst 
viele infinitesimale Transformationen enthilt. Ist B,4,...B,—. eine 
solche Untergruppe, so bildet man das vollstiindige System: 


Afm=0.. Afmd, Bif=O).. RB foo 


und bestimmt seine ¢ Lésungen g,, 92,..-, Ye nach einem von Mayer 
und mir herriihrenden Satze durch die Integration einer einzigen Glei- 
chung Af=0O mit ¢+1 Variabeln. Hernach findet man immer 
durch Differentiation neue Lésungen des vollstindigen Systems A;/ = 0 
und erhilt schliesslich eine Reduction des urspriinglichen Problems 
auf ein niedrigeres, das in entsprechender Weise behandelt wird. 


§ 2. 

Discussion meiner alten Integrationstheorie vollstindiger Systeme mit 
bekannten infinitesimalen Transformationen. 
5. Es sei 
A, f=0, A,f=0...A,f=O0 (a4, 2... Dn) 

ein vorgelegtes vollstindiges System mit den Liésungen 9, 9, .. - Pr—g- 
Wihlen wir nun eine ganz beliebige infinitesimale Transformation Bf 
6* 
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und bilden die Gréssen Bg, ... Bon»-,, so kénnen wir nach allen 
Gleichungen A’f—0 fragen, die sowohl von den g, wie von allen 
Gréssen Bg, befriedigt werden. 

Die gesuchten Ausdriicke A’f sind jedenfalls lineare Functionen 
der A,f multiplicirt mit gewissen, von den 2 abhingenden Grdéssen 
a, sodass wir 


Af=«a,A,f+a,A,f+--++a,A,f 


setzen kénnen. Zur niheren Bestimmung der a bilden wir den 
Jacobi’schen Ausdruck: 


A (B(f)) — B(A(f)) = Df, 
der bekanntlich nur Differentialquotienten erster Ordnung von f ent- 
hilt, und geben hernach der Grosse f successiv die Werthe @,, ....Q@n-¢; 


wobei die linke Seite nach unseren Voraussetzungen jedesmal ver- 
schwindet. Also ist Df gleich einer Summe 


B, A\f + B, A,f +---+ B, Adf, 


deren Coefficienten 6, gewisse Functionen von den x bezeichnen. Es 
ist andererseits unmittelbar evident, dass jede Gleichung 


Af=0= >) « Arf, 

welche eine Relation von der Form: 
(1) A’ Bf — BA't = By Aif +--+ + By Agf 
erfiillt, nicht allein von den g, sondern zugleich von allen Bg, be- 
friedigt wird. 

Dass alle unabhingigen Gleichungen A’f = 0, etwa: 

A/f=0, A,f=—0...4,f=—0, 

die nach der soeben gefundenen Regel berechnet werden kénnen, ein 
q-gliedriges vollstindiges System bilden, ist an sich evident und kann 
iiberdiess in folgender Weise analytisch verificirt werden. 

Erfiillen A,'f und A,'f Relationen von der Form (1), so zeigt die 
Jacobi’sche Identitit 

((A\’, Ay), B) + (Ay, B), Ay) + (B, Ay), Ae?) = 0 

dass diess ebenfalls mit (A,’, A,’) der Fall ist. Da aber einerseits (A,’, A,’) 
die Form > A,f besitzt, andererseits jeder Ausdruck 


Af =>) nAif, 


der eine Relation von der Form (1) erfiillt, sich als Summe von 
A,'f, A;f ... Ayf multiplicirt mit gewissen Functionen der 2 aus- 
driickt, so besteht eine Relation: 


(Ay, A,) —_ 0, A,'/ + — + dy Ayf, 
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welche eben aussagt, dass die A, f ein vollstindiges System bilden. 
Diess giebt: 
Satz 1. Besitet das vollstiindige System: 
A,f=0...A,f=—0, (2, . +. &p) 
die Lisungen , ... Pn—g, so findet man alle linearen Differential- 


gleichungen 
Af=«,A,f+---+«,A,f=9, 
die nicht allein von den g, sondern zugleich von allen Grissen B gq, 


erfiillt werden, indem man die o, in allgemeinster Weise als solche 
Functionen der x; berechnet, dass die Gleichung 


A’ Bf — BA f= B, A,f + dais. B, A,f 
identisch befriedigt wird. Die Gleichungen A'f =O bilden dann ein 
vollstiindiges System. 

Dieser Satz lisst sich nach verschiedenen Seiten hin verall- 
gemeinern. Eine erste Verallgemeinerung erhalt man durch zweimalige 
(resp. mehrmalige) Anwendung desselben in dem folgenden Satze: 

Satz 2. Behilt man die Bezeichnungen des vorangehenden Satzes 
bei, so findet man das allgemeinste vollstiindige System A’ f = 0 mit 
den Lisungen ox, Box, BBg,, indem man den allgemeinsten Ausdruck 


A’ f= a, Ayf+--+-+a,A;f 
bildet, welcher die Relation 
A" Bf — BA" f= 6, AL ft+---+ By Arr 
erfiillt. — In entsprechender Weise bildet man iiberhaupt das allge- 
meinste vollstindige System A® f = 0 mit den Loéswngen 
gi, By;, BBg; = B’y;,..., Bi, 


indem man. den allgemeinsten Ausdruck 


A” Ff = Po: a) At 


bildet, welcher eine Relation von der Form 


A” (B(f)) — B(A®(f)) = >#ph-? AP 
erfiillt. 

Indem man in dieser Weise verfihrt, findet man successiv eine 
Reihe vollstiindiger Systeme Af = 0, Af=—0, A”f=—0, A” f=0... 
Jedes System AW/f — 0 enthilt entweder weniger Gleichungen als das 
vorangehende A\V-)/ = 0 oder auch ebensoviele; und zwar in diesem 
Falle identisch dieselben Gleichungen wie das System AV-f = 0, 
Man kommt daher unter allen Umstiinden, da die Anzahl der unab- 
haingigen Gleichungen eines vollstindigen Systems eine positive ganze 
Zahl oder Null sein muss, zuletet zw einem System A® f = 0, das mit 
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dem niichstfolgenden Systeme A*+f und gleichzeitig mit allen folgenden 
Systemen zusammenfallt; hierbei ist es selbstverstaindlich denkbar, dass 
unser vollstiindiges System AM/f = 0 gar keine Gleichung enthilt. 

Das besprochene erste System A“ f= 0 welches mit dem Systeme 
A*+)f == 0 zusammenfallt, wird charakterisirt durch Relationen von 
der Form 


A® (B(f)) — B(A®(f)) = BY APT + +++ + Bw AXy F- 
Es lisst sich, behaupte ich, zugleich definiren als das allgemeinste 
vollstiindige System 
Cif =vaAy +--+ + vigAgf, 
(¢ = 1,2,..., @) 
welches die Relation 


Ci(B(f)) — B(G(L)) = 9 Cif + ++ + + Gig Cof 


erfiillt. Diese Relationen zeigen niimlich erstens, dass die Gleichungen 
C;f = 0 nicht allein von den g; sondern zugleich von allen Bg; be- 
friedigt werden, zweitens dass sie von allen B Bq; erfiillt werden und 
endlich tiberhaupt dass sie von allen B* g; befriedigt werden. Das giebt: 

Satz 3. Bildet man successiv die im vorangehenden Satze be- 
sprochenen vollstdindigen Systeme A’ f = 0, A” f = 0 etc., so ist das erste 
System AM f = 0, welches mit dem nichstfolgenden Systeme A*+) f=0 
zusammenfallt, gleichzeitig das allgemeinste vollstindige System von der 


Form 
C; "== 0 =>} vir Arf, 


welches Relationen von der Form: 
C(B(f)) — B (GAP) = Ou Cif +--+ + Fig of 
erfiillt. 
6. Es ist indess méglich, unseren Satz 1 noch weit mehr zu ver- 


allgemeinern, indem man nimlich nicht bloss einen Ausdruck Bf 


sondern gleichzeitig mehrere solche, etwa B,f, B,f, . . ., Baf betrachtet. 
Sind in der That wiederum g, ... 9,—, die Lésungen des vollstiindigen 
Systems A,f=0...A,f =O, so kénnen wir alle Gleichungen 


Af=0=>) a Af 


suchen, welche nicht allein von den g, sondern zugleich von allen 

Gréssen B, p., Ba gy, ..- Bn erfiillt werden. Indem man ganz wie 

bei dem Beweise des Satzes 1 verfihrt, erhiilt man die folgenden Sitze : 
Satz 4. Man findet das allgemeinste volistindige System 


Nf =0= >) a Arf, 
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das sowohl von den g, wie von allen Grissen Bg. ... Bugs erfiillt 
wird, indem man den allgemeinsten Ausdruck 
Af =«,A,f+ > + a, A,f 

aufsucht, der m Relationen von der Form 

A’ (B(f)) — B (A (f)) = Ber Af +--+ + Beg Agf = (AB) 
befriedigt. 

Satz 5. Man findet das allgemeinste vollstiindige System A’ f =0 
mit den Lisungen gr, Bigx, B: B;q,, indem man den allgemeinsten 


Ausdruck A” f => a, A’ f aufsucht, der m Relationen von der Form 
A’ (Bul f)) — Bu(A" (f)) = Ber Af ++ + Bi Arf 
befriedigt. In entsprechender Weise bildet man das allgemeinste voll- 
stiindige System A” f =O mit den Liésungen gi, Bi gi, B; B; ox, 

B; B; B, x, darnach das volistindige System A*f = 0 u. s. w. 

Satz 6. Das erste vollstindige System A® f = 0, welches mit dem 
nichstfolgenden System A®+)f=0 zusammenfillt, ist gleichzeitig das 
allgemeinste vollstindige System 

Cif = ya Af +-+++ vigAf 
(¢=1,2,...6), 
welches 6 .m Relationen von der Form 


C(Bx(f)) — Be(CXf)) = Oia Of + +++ + bie Caf 
erfiillt. 

Wir machen nunmehr folgende Voraussetzungen: erstens, dass 
die q-++ m Ausdriicke A,f...A,f, D,f...Dnf durch keine lineare 
Relation >) a, A, f + PN 0, D,f verkniipft sind, zweitens, dass eine 


jede unter den Gréssen (A;, A;), (Aj, Dx) sich folgendermassen aus- 
driickt: 


(Aj A;) => Ciks A,f, (Aj, D;,) => Qiks A, f +> diks Df, 


und dass dabei die Coefficienten aixs, dis, Cixs siimmtlich Constanten sind. 

Wir betrachten die vereinigten Ausdriicke A;f und D,f als die 
friiher mit B,f bezeichneten Gréssen, und combiniren die hiermit 
definirten Ausdriicke B,f mit dem vollstiindigen System A;f = 0. 
Fiihrt man sodann die Berechnung der Gréssen 


Af =>) «1 Asf 


aus, so erkennt man zuniichst, dass die Coefficienten a, als Constanten 
gewahlt werden kénnen; zugleich aber, dass Relationen von der Form: 


(Ai, A) => cae Af, (Ais Bi) =>) ain Auf 
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mit constanten Coefficienten aj,z,, Cix,; bestehen. Berechnet man _ her- 


nach die Gréssen A” f = > a, A’f, so findet man, dass auch die «; 


als Constanten gewahlt werden .kénnen und dass Relationen von der 


Form: 
, ” ”” ” ” “” ‘sf 
(Ai, Ae’) —=_>) cies AVA, (Al, Br) =>? aie Af 
mit constanten Coefficienten bestehen u. s. w. Indem man in dieser 
Weise fortfiihrt, erkennt man, dass der Satz (6) unter den jetzt ein- 
gefiihrten Voraussetzungen fortwihrend giiltig bleibt, wenn wir in ihm 
die Grissen yi, und Ojzg Constanten bezeichnen lassen. Nehmen wir 
noch an, dass die A;f und D,f eine Transformationsgruppe bestimmen, 
so bilden die Cf die grisste invariante Untergruppe von der Form "cx Auf. 
7. Jetzt sei vorgelegt das vollstiindige System 

A,f=0, A,f=0...4,f—0 
mit den » — r bekannten infinitesimalen Transformationen : 

Brgah 0a Bagh» .« Bef. + Bah, 


die eine Gruppe bilden mégen. Ich setze dabei vorliiufig wie friiher 
voraus, dass Relationen von der einfachen Form 


(Ai, 4s) =0, (4i, B) = 0, (Bi, B) =>) cn B, 


bestehen. Ich setze ferner voraus, dass sowohl B,,,... By... By 
als Bi... By je eine Untergruppe bilden. Kenne ich nun die 
Lisungen 9,, P,--+- Pa—g” des vollstindigen Systems: 

Aif = 0, Buyaf=0... By f=, 
so finde ich durch Bildung aller Ausdriicke B; q,, B; B; py... u. s. w. 
im Allgemeinen neue Lésungen von A,;f=—0. Ferner gestatten die 
vorangehenden Entwickelungen zu entscheiden, wie viele Lésungen 
durch Wiederholung der angegebenen Operationen gefunden werden 
konnen. Ist in der That Bas... By die grisste in Bp... By ent- 
haltene invariante Untergruppe, welche sich zugleich im der grossen 
Gruppe B,4: ... B, invariant verhiilt, so lehren die vorangehenden 
Entwickelungen, dass durch die angegebenen Differentiationsoperationen 
von den Lisungen des Systems A,f = 0 alle gefunden werden, welche 
gleichzeitig das vollstindige System 
Aif =0, Baif =0... By f =0 


befriedigen. 

Aus den vorangehenden Betrachtungen, die fiir eine synthetische 
Betrachtung sich einfacher gestalten, kann man iibrigens ohne Schwierig- 
keit erkennen, wie viele Differentiationen man auszufiihren braucht, 
um alle Lésungen, die sich iiberhaupt in dieser Weise finden lassen, 
zu berechnen. Hierauf gehe ich jedoch hier nicht ein. Dagegen 
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bemerke ich ausdriicklich, dass die vorangehenden Entwickelungen im 
Wesentlichen ungeiindert bleiben, auch wenn die A,f und B,f durch 
die allgemeinen Relationen (B) der Nummer 2 verkniipft sind. 

Setzen wir insbesondere voraus, dass die Gruppe B,+:...B,...B, 
einfach ist und dass dabei die infinitesimalen Transformationen B,4,...B,: 
eine beliebige Untergruppe bilden, so geniigt unter allen Umstiinden 
die Integration des vollstiindigen Systems 


Af =0, Buf =0... By f=0 


zur vollstindigen Bestimmung aller Lésungen des Gleichungssystems 
A,f = 0 durch blosse Differentiation. Man erhiilt daher in diesem 
Falle die vortheilhafteste Erledigung unseres Integrationsproblems, in- 
dem man eine Untergruppe Bj4,... By wahlt, die soviele infini- 
tesimale Transformationen als méglich enthiilt. 

Ist die Gruppe By... By; ... By ... By, zusammengesetzt, so 
kénnen meine allgemeinen Theorien in vielen Fallen in verschiedener 
Weise verwerthet werden. Unter allen Umstiinden geniigt indess 
offenbar eine algebraische Discussion zur Bestimmung der Ordnung der 
erforderlichen niedrigsten Hiilfsgleichungen. Man nimmt jedenfalls 
zuerst eine Untergruppe B,4, ...B,, die in keiner grésseren Unter- 
gruppe enthalten ist, integrirt das vollstiindige System 


Af =0, Buf =0...Byf =0 


und findet sodann durch Differentiation alle Lésungen des friher be- 
sprochenen Gleichungssystems : 


Aif=0, Busf=0... Byf = 0. 


Um jetzt weiter zu gehen, konnen wir eine in der Gruppe B,41...By 
enthaltene Untergruppe By... By... By auswihlen, die in keiner 
grésseren Untergruppe enthalten ist. Wir integriren das vollstiindige 
System: 
Aif=0, Buif=0... Bef=—0...Byf=—0 
und bestimmen darnach durch Differentiation alle Lésungen des voll- 
stiindigen Systems: 
A,f = 0, Buaif=0... Bef =0. 


Vorausgesetzt wird dabei, dass B.wif... Byf die grésste invariante 
Untergruppe der Gruppe B,4,... By darstellt, welche sich auch in 
der urspriinglichen Gruppe B,4....B, invariant verhilt u. s. w. 
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§ 3. 
Jede Gruppe von Transformationen ist gleichzusammengesetzt mit einer 
linearen Gruppe. 


8. Eine Transformation zwischen den Variabeln 2,...%,, P;..-Pn 
und den entsprechenden accentuirten Gréssen x, p; heisst eine homogene 
Beriihrungstransformation, wenn die Relation: 


pda, +--+-+ prada, =p, da, +---+ prada, 
vermdge der Transformationsgleichungen identisch besteht. Die all- 
gemeinste infinitesimale und homogene Beriihrungstransformation wird 
definirt durch die Formeln: 


oH 
OP, 


oH 


On, = - Ot, oy, = — da - Ot, 
k 


in denen H eine beliebige Function von der Form 


Se P. Pr—1 
H=p, W (a +e BL. ) 
bezeichnet. (Math. Ann. Bd. VIII, p. 239, 240.) Das Symbol einer 
solchen infinitesimalen “Transformation wird hiernach: 
Bef a2 ff 4.4 = af aH af _ @H af 


Op, Oz, 0a, 0% nA Oz, Op 


oder mit Anwendung der Poisson-Jacobi’schen Klammerausdrucks: 
B,f = (H,f). 

Sind mehrere infinitesimale Beriihrungstransformationen z. B. 
(H,f)...(H,f) vorgelegt, so sind dieselben unabhingig, wenn keine 
Relation von der Form: 

¢,(H,, f) + (A, f) +--+ + ¢- (4, f) =9 
mit constanten Coefficienten identisch besteht. Da jedoch eine solche 
Relation sich in die 2” Gleichungen: 


> aH, > oH, 
iC; . a= (), 'C; = 
OP, Or, 


zerlegt, so schliessen wir wegen der Homogeneitiit der H;, dass unsere 
r infinitesimalen Transformationen unabhingig sind, wenn keine Re- 
lation von der Form: 


¢, H, +¢,H,+---+¢H,=0 
mit constanten Coefficienten besteht. 
Der allgemeine Satz, dass r unabhiingige infinitesimale Trans- 
formationen B,f ...B,f eine r-gliedrige Gruppe bilden, wenn Rela- 
tionen von der Form: 








UT 
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B,(By(f)) — Bs (Bf) = >} cae Buf 


bestehen, zeigt, dass yr infinitesimale Beriihrungstransformationen 
(H,,f)...(H,, f) eine Gruppe bilden, wenn Relationen von der Form 


(Hi, (He, f)) — (Hay (Hi 1) = >* eins (Hey f) 


bestehen. Diese lassen sich mit Beriicksichtigung der bekannten 
Jacobi’schen Identitét, durch die aquivalenten Gleichungen: 


((A,, H,) f)= . ins (A, f) 
ersetzen. Kine jede von diesen letzten Relationen zerlegt sich in die 
2n folgenden Gleichungen: 

0(Hi,, A,) 7m ‘. oH, 0(H,, H,) ald 7 oH, 
me i at Oa, 


— 8Ciks 0a, 

Diese aber ziehen sich wiederum, wenn man sich erinnert, dass (H,;, H,) 
hinsichtlich der p homogen von der ersten Ordnung ist, durch Inte- 
gration in die einzige Relation 


(Hi, Hy) = A! cs A, 
zusammen. 

Bezeichnen wir die infinitesimale Beriihrungstransformation (H, /) 
kurzweg mit H, so kénnen wir die vorangehenden Entwickelungen 
folgendermassen resumiren: _ 

Satz 7. Die infinitesimalen Beriihrungstransformationen H,, H,.. 
.. 1, sind unabhdngig, wenn sie durch keine lineare Relation: 

¢,H, + ¢,H,+---+¢H,=0 
mit constanten Coefficienten verkniipft sind. Sie bilden iiberdiess eine 
r-gliedrige Gruppe, wenn sie paarweise Relationen von der Form: 


(H;, Hy) = A+ ex, A, 
befriedigen. 

Dieser Satz, den ich aus meiner zweiten Abhandlung iiber Trans- 
formationsgruppen in meinem Archiv (Bd. I, p. 183; 1876) entnehme, 
dehnt sich offenbar obne wesentliche Aenderung auf nicht homogene 
Gruppen von Beriihrungstransformationen aus. 

In der citirten Abhandlung habe ich noch gezeigt, dass die Frage, 
ob eine vorgelegte Gruppe von Berithrungstransformationen H,, H,...H, 
durch eine zweckmiissige analytische Umformung in eine andere ge- 
gebene Gruppe H,’...#H,’ tibergefiihrt werden kann, sich unmittelbar 
vermége meiner in den Math. Ann. Bd VIII, p. 297—298 entwickelten 
Theorien erledigen lisst, 

9. Jede discontinuirliche Gruppe von Substitutionen S, . .. S, der 
Gréssen 2,, «, .. . 2» lisst bekanntlich verschiedene Auffassungen 
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zu. Kinerseits werden nimlich die Gréssen 2, durch jede Substitution 
unter einander permutirt. Andererseits aber werden gleichzeitig auch 
die Substitutionen selbst unter sich permutirt. Bei Ausfiihrung der 
Substitution S, gehen nimlich die Substitutionen 
8, &,...& 
der Reihe nach iiber in: 
S, S, S;* S, S, S*... 58, Ss’. 


Diese Betrachtungen dehnen sich nun unmittelbar auf continuir- 
liche Gruppen aus, wie hier gezeigt werden soll. 
Es seien 


= >. x, Ff 
Bf oF t Oa, 


ae: 
Of -2 b& fe 


zwei beliebige infinitesimale Transformationen. Fiihre ich in Bf die 
neuen Variabeln 


und 


Le = Ly + & Ot 


ein, so wird: 
n - n xy 
Bf =D} Ba + & 4H GF — bX, ff + ot DI Ba: ZF. 
T I i 


Nun aber ist, wenn von infinitesimalen Gréssen zweiter Ordnung ab- 
gesehen wird: 


Xi(a, eee Ln) nd X; (x, e-° Be) — dt. CX,, 


woraus 
Bf— > Xs(e/ ...00) ZE+ dt} (Be — oxy 2 
oder 
Bf= Sate. 2) pe + 8t\B(C(f)) — CCBA). 


Wir kénnen daher sagen, dass die infinitesimale Transformation 
Bf sich durch Ausfiihrung der infinitesimalen Transformation Cf in 
die wnendlich benachbarte Transformation Bf + dt (B, C) umwandelt. 
Man betrachte jetzt alle infinitesimalen Transformationen: 


a, Byf + & Bef + +++ + 0, Bef =D) « Bif 
einer r-gliedrigen Gruppe und fiihre auf sie die infinitesimale Transfor- 


mation B,f aus. Dabei geht jede Transformation > «;..B;f iiber in die 
unendlich benachbarte Transformation : 








> oe Qa 
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Dia {Bi + dt (By, By} - 


Mit Benutzung der Formeln 


(2) (Bi, Bi) =>} cies Baf 


bekommen wir: 
>i a: Bif + dt >! Sheu Bef, 
Diu + 8t Dion) Bit 


Bringen wir diesen Ausdruck auf die Form 


> (a; + da,) Bif, 


so erhalten wir fiir die Incremente da; die Werthe 


das heisst: 


Oa; = dt J Cj Ri Oj. 
Durch Ausfthrung der infinitesimalen Transformation B,f wer- 


den daher alle infinitesimalen Transformationen > a B;f unter sich 


permutirt, und zwar erhalten die a; di& soeben bestimmten Incremente 
da;. Fir diese Auffassung ist es naturgemiiss, die infinitesimale Trans- 
formation B,f mit dem Symbole 


' ) Oa; of ! of 
Bf = Di- dt da, > (> Cj, yi «;) Ga, 
zu bezeichnen. Es ist dabei an sich klar, dass die Ausdriicke 
Bf... Bef, 
wenn sie unabhiingige infinitesimale Transformationen darstellen, eine 


mit der Gruppe B,f ...B,f gleichzusammengesetzte Gruppe bilden, 
dass also die Relationen 


(3) (By, Bi) =>) cos Bif 


bestehen miissen. Diess lisst sich im Uebrigen folgendermassen direct 


verificiren. 
Es ist: 
‘ a 
Bof => >) Me a; ¥ ’ 
> r) 
also wird: 


(Bs, Bi) = Sp Gh-+ SPS} Gas. eane — eine + Cage) 
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Wir behaupten, dass dieser Ausdruck die Form 


of 
Ga, >: >) Cons Cjsa Ml; 


erhalten kann, oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die Summe 


>: (Gigs Cska — Cjks Csqa — Caks Cjsa) 


identisch verschwindet. Dass diess wirklich eintrifft, verificirt man un- 
mittelbar, indem man die Jacobi’sche Identitit 


((B;, By) By) + ((B,, By) B) + (Bi, B;) B,) = 0 
bildet und mit Benutzung der Formeln (2) ausfiihrt. Damit ist also 
die Richtigkeit der Formeln (3) nachgewiesen. 

Es bleibt die Frage tibrig, ob die r infinitesimalen Transforma- 
tionen B,f unabhingig sind. 

Wir bemerken, dass ein Ausdruck Bjf nur in dem speciellen Falle 
identisch verschwinden kann, wenn alle ¢;,; gleich Null sind, anders 
ausgesprochen, wenn alle (B;, B,) gleich Null sind. Daraus erkennen 
wir, dass die B,f unabhingig sind, ausgenommen, wenn es eine in- 
finitesimale Transformation > % B,f giebt, welche mit allen infinitesi- 
malen Transformationen B;f vertauschbar ist. Diess giebt zuniichst: 

Satz 8. Bilden B,f...B,f eine r-gliedrige Gruppe, die keine 
ausgezeichnete (das heisst keine mit allen Transformationen vertausch- 
bare) infinitesimale Transformation enthdlt und bestehen die Relationen: 


(B;, By) =>’ Ciks By, 


so bilden die linearen infinitesimalen Transformationen 


Pit =S}(SJou s) 2h 


wiederum eine r-gliedrige Gruppe, die mit der urspriinglichen gleichzu- 
sammengesetet ist.*) 

Satz 9. Ist eine ganz beliebige r-gliedrige Gruppe vorgelegt, so 
ist es immer moglich eine gleichzusammengesetzte lineare Gruppe 
aufzustellen. 





*) Es mag hier ausdriicklich hervorgehoben werden, dass die Entwickelungen 
des Textes, die ich zum ersten Male in meinem Archiv (Bd. I, p. 191; 1876 und 
Bd, Ill, p. 101 fg., siehe auch Gétt. Nachr. 1874) publicirt habe, darauf hinaus- 
kommen, dass ich den Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen einer 
Gruppe als eine homogene projectivische Mannigfaltigkeit, die durch eine lineare 
Gruppe transformirt wird, betrachte. Diese Auffassung ist eigentlich in allen 
meinen Arbeiten auf diesem Gebiete fundamental. Sie lisst sich verallgemeinern, 
indem man auch die endlichen Transformationen als Individuen betrachtet. (Siehe 
Stephanos Abhandl. in den Math. Ann, Bd. XXII, p. 331, 1883). Man kann Se; A; f 
auch als Symbol einer endlichen Transformation der Gruppe betrachten. 








f 


a at 


oo za an i Ca 














Differentialgleichungen, die endliche Gruppen gestatten. 95 


Enthalt niimlich die Gruppe B,f...B,f gewisse, etwa @ aus- 
gezeichnete infinitesimale Transformationen, so brauchen wir nur zu 
der linearen (r — @)-gliedrigen Gruppe B;f in den Variabeln a,...a,, 
die weiteren infinitesimalen Transformationen 
of 


Oyptt TE. Aris - Oy 
r ’ r a .. Se 
© arte 


é Cnty 0 “r+ ' 


hinzuzufiigen. Hierdurch erhalten wir wirklich eine mit der Gruppe 
B,f gleichzusammengesetzte, lineare Gruppe in r + @ Variabeln 


Q,. ++ ,. » &rto- 


10. Es sei jetzt vorgelegt eine beliebige Gruppe: 
Bef = >) besa) -  « a) of (k= 1,2,..., 9); 


ferner eine beliebige weitere infinitesimale Transformation: 


x. 


é é é 
Cf= Fa th ge tee ge 
endlich mégen r Relationen von der Form bestehen: 


(Bi, C) = Chi B, 4 Cee B, + eee + a, B,. 
Setze ich nun: 
v= Xe “tb Nk dt, 

so bleibt die Gruppe B,f nach dem Obenstehenden invariant bei Ein- 
fiihrung der Variabeln x,, wiihrend thre infinitesimalen Transforma- 
tionen im Allgemeinen unter einander vertauscht werden, Erinnern wir 
uns daher, dass durch unendlichmalige Wiederholung der infinitesimalen 
Transformation Cf eine eingliedrige Gruppe: 


y= EF, (a, ro Lp) 


erzeugt wird, so erkennen wir, dass die Gruppe B,f ebenfalls invariant 
bleibt, wenn die Gréssen y, als unabhingige Variable eingefiihrt wer- 
den. Hieraus ergeben sich nun ohne weiteres die beiden folgenden 
Satze: 

Satz 10. Stehen zwei Gruppen B,f wnd C;f in solcher gegen- 
seitigen Beziehung, dass jedes (By, C;) sich als Swmme der B, f multi- 
plicirt mit Constanten ausdriickt, und sind yx = Fy (a,...¢,...) die 
endlichen Gleichungen der Gruppe C;f, so behidlt die Gruppe B,f thre 
Form, wenn die Grissen y, als neue Variable eingefiihrt werden. 

Satz 11. Bilden die infinitesimalen Transformationen B,...B,....B, 
eine Gruppe mit der Untergruppe B,....B, wnd bestehen dabei q Re- 
lationen von der Form: 


(B;, Be) = cnr By + +++ + Ging By (61, 2,..-,9), 
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so lisst jede endliche Transformation der r-gliedrigen Gruppe die q- 
gliedrige Untergruppe invariant. 

Vergl. hierzu die dritte Abhandlung iiber Transformationsgruppen 
in meinem Archive Bd. 3, p. 104, 1878, 


§ 4. 
Criterien fiir die Aehnlichkeit zweier Transformationsgruppen. 


Die Frage, ob eine vorgelegte Gruppe von Beriihrungstransforma- 
tionen (H,f)...(H,f) mit den Variabeln 2, ... 2%), p, ... Pn durch 
eine zweckmissige Beriihrungstransformation in eine gewisse andere 
Gruppe (H,’f) ...(H,f) in den Variabeln v2 ...2,, p, ... pn tiber- 
gefiihrt werden kann, liisst sich, wie ich in Nummer 8. angegeben 
habe, ziemlich leicht erledigen. 

Viel schwieriger zu beantworten ist die Frage, ob eine gegebene 
Gruppe von Punkttransformationen B,f...B,f mit den Variabeln 
Y,--.¥Y» durch eine Punkttransformation, das heisst durch Einfiihrung 
neuer Variabeln 

ye = Fily, - +. ¥) 
in eine andere Gruppe B,f iibergefiihrt werden kann, ob also r Re- 
lationen: 


Bef = D>? ce Bit 


mit gewissen Constanten ¢,; befriedigt werden kénnen. Die von mir 
schon im Anfange des Jahres 1878 (Archiv for Math. Bd. 3, p. 116) 
gegebene Behandlung dieses Problems soll in diesem Paragraphen mit 
einer 1879 angegebenen Verbesserung reproducirt werden. 

11. Es seien also vorgelegt zwei r-gliedrige gleichzusammengesetete 
Gruppen von Punkttransformationen: 


Bf, B,f,...+; B,f, (Yi Yor ++ +9 Yr), 
Bf, Bf, 7. Bf, (\', Yo weeg Yr). 


Ich setze voraus, dass die B,f in allgemeinster Weise derart gewiihlt 
worden sind, dass in den Relationen: 


(B; ? B, ) => Ciks Bf, (Bi, BY) -> Ciks B; 


jedesmal ¢,., gleich cj,, ist. Es handelt sich nun um die einfachsten 
Criterien, vermdge deren sich entscheiden lisst, ob solche Relationen 


Ye = Fe (Yy5 Yo - - + Yr) 


zwischen den y, und den y, herstellbar sind, dass jede Grésse Bf 
in den Variabeln y; die Form B, f erhiilt. 
Wir nehmen an, dass B,f...B,f durch keine lineare Relation 
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> bi B,f =0 verkniipft sind, wihrend dagegen Gleichungen von 
der Form 


Baye = Mir Byf +--+ + Gen Baf (b= 1... 7 —n) 
bestehen. Soll dann die verlangte Trausformation midglich sein, so 
darf zuniichst keine Relation B,’ B,’ + ---+ 6, B, =O bestehen, 
wihrend dagegen Gleichungen von der Form 

Boze = 91 By + +++ + Pin Br 
stattfinden miissen. Die Annahme B; = B; fiihrt daher auf die Re- 
lationen: 
(Per ad 9x1) B, + ai die: aaa (Pin —_ Prn) B, —_ 0, 


welche sich in die (r — n)n Gleichungen 


Pk1 = Pei- ++ Pin = Pin 
zerlegen. Ein nothwendiges Criterium ist daher, dass die soeben ge- 
schriebenen Gleichungen nicht contradictorisch sind. Ist diess wirklich 
nicht der Fall, dann behaupte ich, ist die verlangte Transformation 
immer moglich. 
12. Zunichst soll der allerdings einfache, aber besonders wichtige 
Fall: v = r = n erledigt werden. 
Ich betrachte also zwein-gliedrige, gleichzusammengesetzte Gruppen: 
Byf..-Baf,  (Wy-++ Yn), 
. Buf, (Yy'. + + Yn)» 
in welchen weder die B,f noch die B,f durch lineare Relationen ver- 


kniipft sind. Die B,f mégen wie oben in allgemeinster Weise so 
gewihlt sein, dass in den Relationen 


(Bi, By) => cine Bs, (Bi, Bi) => des B 
immer ¢jx; = Cx ist. Alsdann giebt es, behaupte ich, immer eine 
Transformation y, = Fi (y,..~- Yn, +++ Gn), welche iiberdiess » 
arbitrire Constanten a, enthilt, vermége deren jede Grosse B,/ die 
Form B, f annimmt. 
Um diess in einfacher Weise nachzuweisen, bemerken wir, dass wegen 
Ciks = Cixs die Gleichungen 
Bf + Bef =Bif  (Yy-+- Yay Wy - ++ Yn) 
ein vollstiindiges System mit n Lésungen Q, ... Q, bilden. Dabei 
kénnen die Gleichungen: 
Qe (Yr. Ynys Yo + + Yn) = Oe 
nach den y, (wie auch nach den y) aufgelést werden, weil sich die 
Gleichungen B,f + B,f = 0 nach den Differentialquotienten: 


af of .. af 
éy? On” Oy, 
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auflésen lassen. Ich behaupte, dass die in dieser Weise erhaltenen 
Relationen: 

H = Fy (y, ..- Yn, ,-. » Gn) 
als Transformationsgleichungen aufgefasst, jede Grosse B,f auf die 
Form 3B, f bringen. Man fiihre in der That auf y; — F; die Operationen 
B, aus, dann verschwinden die hervorgehenden Ausdriicke B,(y,/ —F;) 
vermoge der Relationen yj — F; = 0. Dies giebt die Gleichungen: 

Bg yi = BF;=— Bryi 

und durch Multiplication mit 2 und Summation wird: 


oder was auf dasselbe hinauskommt 


By f = Bf, 
womit die verlangte Transformation geleistet ist. 
Nenne ich eine n-gliedrige Gruppe B,f... B,f in » Variabeln 


Y, --+Yn einfach transitiv, wenn keine lineare Relation > 6 Bf =0 
besteht, anders ausgesprochen, wenn jedes Werthsystem y, durch eine 
infinitesimale Transformation der Gruppe, und zwar nur in einer Weise, 
in jedes (benachbarte) Werthsystem y, 4+- Ay, iibergefiihrt werden kann, 
-so lassen sich die Resultate dieser Nummer folgendermassen zusam- 
menfassen : 

Satz 12. Zwei einfach transitive, gleichzusammengesetate Gruppen 
Bf und Bi f, die gleichviele und zwar n Variabeln y, und yx ent- 
halten, sind immer dhnlich. Wiinscht man die eine Gruppe in allge- 
meinster Weise in die andere iiberzufiihren, so wihlt man zuniichst die 
By f miglichst allgemein derart, dass in den Relationen 


(By, By) => cine B,, (Bi, Bit) =D) din By 


immer Cizs = Cx, ist. Darnach bildet man das volilstiindige System 
Bf + By f = 0 und list dessen Integralgleichungen: 


Qa (Yy + + Yay Yi + + - Yn) = Ay = Const. 


nach den yx auf. Die hierdurch erhaltenen Relationen sind die allge- 
meinsten Gleichungen, welche die verlangte Transformation leisten. 
Somit ist unser Transformationsproblem zuriickgefiihrt auf die 
Integration des vollstiindigen Systems B,f+ B,f—0. Setzen wir 
insbesondere voraus, dass wir die endlichen Transformationen einer 
jeden der beiden Gruppen kennen, so kann, wie wir jetzt zeigen 
wollen, diese Integration immer geleistet werden. Die endlichen Trans- 
formationen der Gruppe B,f werden ja nach unseren friiheren Ent- 
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wickelungen (siehe z, B. Math. Ann. Bd. XVI, p. 464) bestimmt durch 
die Integration der linearen partiellen Differentialgleichung 


a + A, By + 4, B,f + +++ $A, Baf = 0 


mit den arbitriiren Parametern 4,. Kennen wir daher die endlichen 
Transformationen der Gruppe B;f, so ist es ohne weiteres méglich, 
jede einzelne unter den Gleichungen B,f = 0 zu integriren. Kennen 
wir nun gleichzeitig die endlichen Transformationen der Gruppe B, f, 
so sind auch die Integralgleichungen einer beliebigen Gleichung B, f=0 
aufstellbar. Hiernach finden wir die Integralgleichungen einer jeden 
einzelnen Gleichung 
Bf + Bef = 0 

durch Quadraturen, die iiberdies erspart werden kénnen. Nun aber 
kann die Integration eines vollstindigen Systems immer ohne weiteres 
geleistet werden, wenn jede einzelne Gleichung des Systems integrirt ist. 

Kennen wir daher die endlichen Gleichungen der beiden im voran- 
gchenden Satze definirten Gruppen B,f und B, f, so kinnen diejenigen 
Transformationsgleichungen, welche die eine Gruppe in die andere siber- 
fiihren, immer ohne Integrationen aufgestellt werden. 

Die vorangehenden Entwickelungen geben insbesondere die allge- 
meinste Transformation, welche eine vorgelegte einfach-transitive Gruppe 
B,f...B,f zwischen » Variabeln in sich iiberfiihrt. Mit diesem 
speciellen Probleme beschaftigen wir uns eingehend im _niichsten 
Paragraphen. 

Ich werde nicht unterlassen den Satz 12. durch ein schénes Bei- 
spiel aus der Geometrie des Raumes zu illustriren. Alle projectivischen 
Transformationen des Raumes, die eine doppeltgekriimmte Curve dritter 
Ordnung invariant lassen, erzeugen eine einfach transitive Gruppe, 
deren drei infinitesimale Transformationen B,/f, B,f, B,f derart ge- 
wihlt werden kénnen, dass die Relationen 

(B,, B,) = B,, (By, Bs) = 2B,, (B,, By) = B, 
bestehen. Eine gleichzusammengesetzte und ebenfalls einfach transitive 
Gruppe bilden alle projectivischen Transformationen des Raumes, 
welche siimmtliche Gerade des einen Systems einer Fliaiche zweiten 
Grades invariant lassen. Daher sind die beiden besprochenen Gruppen 
iihnlich; selbstverstiindlich geschieht die Ueberfiihrung der einen Gruppe 
in die zweite nicht durch eine projectivische Transformation*). Hierauf 
griindet sich ein merkwiirdiger Zusammenhang zwischen der Theorie 


*) Diejenige algebraische Transformation, welche die eine Gruppe in die 
zweite umwandelt, fiihrt alle geraden Linien in Curven dritter Ordnung iiber, die 
eine feste Curve 3. O. zweimal osculiren. 


q* 
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einer Fliiche zweiten Grades und der Theorie einer Raumcurve dritter 
Ordnung. 

13. Wir wenden uns jetzt zur Behandlung des allgemeinen 
Problems. Es seien also B,/...B,f und B/f... Bf zwei gleich- 
zusammengesetzte Gruppen in den Variabeln y,...y, und y,’... yr. 
Dabei bestehen einerseits Relationen: 


(Bi, By) => Ciks Z.. (Bi, BY) => Ciks B, 


welche paarweise dieselbe Form besitzen, andererseits gewisse Glei- 
chungen: 


‘=n i=n 
Buji= > Bi, Bix =>) gis Bi (b= 1... — 0), 
i=1 é=1 
withrend weder B,...B, noch B,’...B, durch lineare Relationen 
verkniipft sind. 

Soll es nun mdglich sein, jeden Ausdrack B,f durch Kinfiihrang 
von zweckmiissigen neuen Variabeln auf die Form B,f zu bringen, 
so ist es, sahen wir, zuniichst nothwendig, dass die Groéssen y, und 
yx durch die Relationen g,; = i, welche somit nicht contradictorisch 
sein diirfen, verkniipft sind, Ist die Forderung, dass alle Gleichungen 
Pri = Pri gleichzeitig bestehen kénnen, erfillt, so ist die verlangte 
Transformation méglich, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Zuniiclist bilden wir die Gleichungen: 


n n 


(B,, Bate) = Bi, >) pi B; =>) Bigs B+ S's gus (Bo B;). 
1 


1 

Fuihren wir hier sowohl links als rechts die obenstehenden Werthe 
der Gréssen (B,, B,) ein und erinnern uns dabei, dass B,...B, 
durch keine lineare Relation verkniipft sind, so erhalten wir die Gréssen 
B,o,; ausgedriickt als Functionen der g,; und der ¢;,,: 


(2) By Pri = Qiks Piry Pires ++ Cras +): 

Kine ganz analoge Ueberlegung giebt die genau ebenso gestalteten 
Gleichungen : 

(2) Bi Pej = Qj (Puy Pra ++ + Cy - + +) 

und also ziehen die Relationen 9; = gy; die folgenden nach sich: 


B; Prj — B Pij- 


Unter den Grissen g,; giebt es einige unabhiingige, welche 
P,, Po- ++ Pw heissen mbgen; durch diese lassen sich die iibrigen g,; 
etwa folgendermassen ausdriicken: 

(W) Pri = Wii (Gis Po ~ + + Pu): 
Dementsprechend giebt es genau ebensoviele unabhiingige Gréssen g},;: 
1, Po --. Pu, Wihrend die iibrigen g;,; die Form 
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, , , , , 
(W’) Pri = Wai (y's Po ++ - Pu) 
besitzen. 

Die » Gleichungen 

B,f=—0, Bf=0... Bf—0 
bilden ein vollstiindiges System mit » — » Lésungen, welche ich mit 
Tn4iLny2 .++ Lp... # bezeichnen werde. Unter ihnen giebt es eine 
gewisse Anzahl, etwa v — p, die nur von 9,9,...@, abhiingen; es 
seien diess: 

Lp+k = frie (M,,P2->- Pu), (kK=1... v—p). 

Ebenso hat auch das vollstindige System 

B/f=0, Bf=0... B,/f=0 
vy —mn Lésungen, niimlich 241, Yoyo... Up... 2 


, 


y—p, niimlich 241... a: 


, WJ , , 
Lk = Ppti(Py ++ - Pu) 
nur von den g, abhingen. 


y, unter denen 


Im Allgemeinen ist die Zahl mw grésser als v — p; jedenfalls 
kénnen wir daher w —v—+p=m von @p41... 2, wnabhiingige 
Functionen der g, wahlen, die wir mit 2, 2... %m 

, : P 
e—=filQ,..- Pu), (K=1,2...m) 


bezeichnen, Entsprechend setzen wir: 
Le =fi(M, 1... Qu), (Rm 1,2... m). 
Es liisst sich nun leicht einsehen, dass eine Relation von der Form 
TT (a, ... Sm Baga... Sy) = O 
nicht stattfinden kann. Im entgegengesetzten Fall kiime niimlich: 


on +- B, oe AL {- ht + By Ln , ae 


Te ‘inact 
By,«, Oa, Oa. 


m 
und es wire dabei immer modglich m solche Werthe k,...k, der 
Zahl k anzugeben, dass die entsprechende Determinante: 


(By, Xs B,, Ly+.- B, Lm) 


m* 
nicht verschwiinde, weil sonst die Gleichungen DB, f= 0 eine gemein- 
same Lisung von der Form w(a,..-%m, Lp4i---%y) besissen, die 
nicht von a, ....2,, frei wire. Also wiirde folgen: 


on = 0, *- y om = 0; 
Oxy 02, 


und da die Gréssen x,,,...2, als unabhiingige Lésungen des voll- 
stiindigen Systems B,f=0 nicht durch eine Relation T(#,41...2,) = 0 
verkniipft sein kénnen, so ist hiermit nachgewiesen, dass zwischen 
den Gréssen 2%, ...2n, La41.-+ 2%, keine Relation besteht. 

Wir fiihren jetzt 2,...4%m, Ynyi.--.% zusammen mit » ~— m 
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weiteren beliebigen Functionen der y,, welche 24:...%, heissen 
modgen, als neue Variabeln statt der y, ein. Entsprechend ersetzen 
wir die yz durch die Gréssen 4,’ ...%n, Unj1..-%p-..2y zusammen 
mit » — m beliebigen Functionen x41... 2, der yy. 

In den Variabeln x; erhalten die B,f, da 2,41... 2%, gemeinsame 
Lésungen der Gleichungen B;f = 0 sind, die Form: 


Bf => as(@, . - - Bers Lpti - . - By) af 
i 





n 

) of 

© Bag (tty 2 0c Mig 0's i Myc ci Mya &) = 
m+1 ie 


Entsprechend erhalten die B,/ die analoge Form: 


™m 
Bif — >! Xia... 2h, tyr... ay) 2E 
1 


Ox, 





n 
+ OF Yay (Bi «tik eh ty «2 ot 
m+1 


0x; 


Dabei zeigen die Formeln (Q), (2’), (W), (W’) einerseits, dass 


Xa: ..+ Xam BOE VON SD, ... Bn, Spas. % wed Xj,... Xs, Bur 
VON 2, .. + Xm, Zp41... 2%, abhiingen, andererseits dass X,; und X;; ein 


und dieselben Functionen sind, wenn auch mit verschiedenen Argu- 
menten, dass also 


Kas(@, . . . Sng Bppa--- Sy) =e AaslS,’ .. . Bay Bppa.+- Sy) 


(¢=1,2...m) 
ist. Wir kénnen daher 





m 
‘ef A _* Ph £0 2 of 
Bif =>! Xii (ax, +++ my Upji--- Ly) 7 
1 


0x; 


n 
4 ge , ie 0 a of 
4. >) Raghtty xs Gly ney osc My ese BM) eG 
m+1 j 
setzen. 


Nach diesen Vorbereitungen bilden wir die Ausdriicke: 


m 


. J . a 
Bf = i Xi (2, oe + Um, Lpir-. » Ly) ry 
1 ‘ 
n 
>) . : en 
+ Boy Se Se eee eee — 
Ox; 
m+1 J 


n 

A “ , , 0 7 
+ > Vay (a, «+ my Sepa - s+ Say Bagi... Bp... Ly) oe 
m-+1 
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tret 
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in denen die Gréssen 2%, ...%m-..+%ny Lmpi-++%, als Variabeln auf- 
treten, und erkennen unter Beriicksichtigung der Relationen: 


(Bi, B) =>) cxsB,, (Bi, BE) = >) eins Bi, 
Bask -> Pi B;, Bazi -> gi: Bi 
1 1 


ohne Schwierigkeit, dass auch die analogen Relationen 


i=n 


(Bi, Bx) => Cizs Bsf, Baik => Qxi B; 


i=1 
bestehen. Die Gleichungen 
Bf=—0, Bf=—0...B,f—0 
bilden somit ein-vollstiindiges System, das sich sowohl nach: 
| Mee — * 














Oxy OX, Pa 0x, 4 
als nach: 
ff... sakhs RP 
Ox, Oy, : O@ n+ 4 Ox, 


auflésen lisst. Daher kénnen die » — m zugehdrigen Integral- 
gleichungen: 


Te ae ar ee Lmepi s+» Dn’) == Gp, 
(kK=1,2...m—m) 

nach %n41-.-%, (sowie auch nach 2,41... %,) aufgelést werden, 
was ergiebt: 

yee ee Se Sn 

(m-+1, m+2.--- n). 
Die Ausdriicke B, (Sn — F,.;) verschwinden jetzt siimmtlich 
vermége der Relationen #4;—= F',4;. Daher wird: 
Yi, mi (x, eee Bm, VU 41-66 rae Unt+1..- Ly) = B, Prvi = By Gini 

und 


Dureh Addition von Ds Xi: of links und rechts kommt noch: 
1 t 


; i 1 ef 


m+1 
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Die linke Seite der letzten Gleichung geht in B,f iiber, wenn die 
Groesen 2, .. . Sm, Suji--- SZ Yeap. mit 2,'...%,, Zo41...%y Ver 
tauscht werden. Die rechte Seite derselben Gleichung entsteht, wenn 
in B,f die Gréssen 
, ’ 7 

Bese Mm, Set = Pris Ll eS Bes Un4ti--+- Vy 
als Variabeln eingefiihrt werden. Also lehrt uns die letzte Gleichung, 
dass jeder Ausdruck B,f durch EKinfiihrung neuer Variabeln x; mit 
Hiilfe der Gleichungen: 
2, SS Hy nes Im SE Amy Ini = Pass 2 La = Fun 


, 
Gatti = Mn41 .-- Ly = Ly 


in den entsprechenden Ausdruck B,/ iibergefiihrt wird. Es ist wns 
also wirklich gelungen die Gruppe B,f in die Gruppe Bf zu trans- 
formiren,. 

Die gefundene Transformation enthilt eine gewisse Anzahl arbi- 
triirer Functionen, niimlich 2,41, %n42... 2p, Welche willkiirlich 
wihlbare, jedoch von ,, m,..., unabhingige Lésungen des voll- 
stiindigen Systems B,f =O bezeichnen. Sie enthiilt ferner gewisse 
arbitrire Constanten, niimlich erstens a,, a, .-- Ga—m, zWweitens im 
Allgemeinen gewisse weitere Constanten, welche davon herriihren, 
dass man die friiher besprochenen Relationen ¢;,, = cj,,; immer auf 
mehrfache Weise herstellen kann. Hier mag noch ausdriicklheh her- 
vorgehoben werden, dass man durch Combination zweier endlicher 
Transformationen , von denen die eine der Gruppe B,f/ angehért und 
somit diese Gruppe in sich transformirt, wiihrend die zweite die Gruppe 
Bf in Bif itberfiihrt, jedesmal eine neue Transformation erhiilt, 
welche ebenfalls die Gruppe B,f auf die Form B,'f transformirt. 

Wir resumiren die wichtigsten erhaltenen Resultate in folgendem 
Satze: 

Theorem 1, Sollen zwei r-gliedrige Gruppen zwischen 
v Variabeln: 


Bf ... Bf, (Y, --- Yr) 

Bef... Bef, ee 
vermoége einer Punkttransformation y = F,(y,...y,) ihn- 
lich sein, so ist zunichst nothwendig, dass beide Gruppen 


gleichzusammengesetzt sind, dass man also die Bf in 
soleher Weise wihlen kann, dass gleichzeitig 


(B;, By) =>) Ciks B, und ( i Bx) => Ciks B; 


wird. Ist diese Forderung erfiillt, und bestehen ferner 
die Relationen: 
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Brie = Per By + Per» By + +++ + Gens Br, 
(KA=1...r—n), 
wihrend B,, B,... B, nicht durch eine lineare Relation 
verkniipft sind, so miissen analoge Relationen: 

Brge = pir By + pie BY + +++ + Din Ba 
stattfinden, wihrend auch B, ... By, keine lineare Glei- 
chung befriedigen. Endlich diirfen die n(r—m) Gleichungen 
Pri = Mri Nicht contradictorisch sein. Diese nothwendigen 
Criterien sind gleichzeitig hinreichend. 

14. Der eben ausgesprochene Satz besitzt eine fundamentale Be- 
deutung. Man kann ihn zum Ausgangspunkt fiir weitergehende Unter- 
suchungen wihlen, wie hier an einem bekannten Beispiel erliutert 
werden soll. . 

Ks sei die Gruppe vorgelegt B,, B,, B, und es mégen die Rela- 
tionen bestehen: 


(B,,B,)—B,, (B,, Bs) =—2B,, (B,, By) = B,, 
B, = 9, By + 9, By. 
gm, und g, bezeichnen gewisse Functionen der Variabeln a, ... 2%; 
B, und B, geniigen keiner linearen Relation. Es sind nun zwei Fille 
denkbar: qg, und q, sind entweder von einander unabhiingig oder sie 


sind durch eine Relation verkniipft. Nehmen wir an, dass y,=2(q,) 
ist, so ist die Function Q vollstindig bestimmt. Wir erhalten nimlich 


die Gleichungen: 
(B,, By) = B,y, - B, + By, - B, + 9, B, =2B,, 
(B,, By) = B,y, - B, + B,y, - B, — 9, B, = By = 9, B, + 9, B,, 
aus denen folgt: 
By, +9. =8, Bop, =2, Big, =29,, B,9,= 9%, 
oder wenn wir g, == Q(qg,) einsetzen und B,g,, B,g, wegschaffen: 
—QY =2, 29,% —Q. 
Also hat Q die Form: 
Q=V— 49, =H. 
Hieraus folgt, wie ich nicht niher auszufiihren brauche, dass alle drei- 
gliedrige Gruppen eines n-fach ausgedehnten Raumes, welche den 
oben gemachten Voraussetzungen geniigen, ahnlich sind. 


Fiir beliebige Gruppen von Punkttransformationen gelten analoge 
Siitze, auf die ich bei einer anderen Gelegenheit zuriickzukommen 
gedenke, 

Hier mége noch die folgende Bemerkung ihren Platz finden. 
Kann die vorgelegte Gruppe B,f durch eine allerdings unbekannte 
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Transformation auf die Form B,f gebracht werden, und sind gleich- 
zeitig die endlichen Transformationen unserer beiden Gruppen ge- 
geben, so verlangt die allgemeinste Ueberfiihrung der Gruppe B,f in 
die Form Bf nur ausfiihrbare Operationen. Die Integration einer 
jeden einzelnen Gleichung B,f = 0 kann nimlich geleistet werden, 
wenn die beiden Gleichungen B,f =O und B,f = 0 integrirt sind, 
das heisst, wenn man die endlichen Transformationen unserer beiden 
Gruppen kennt. Unter denselben Voraussetzungen kénnen auch die 
gemeinsamen Lésungen der Gleichungen B,f = 0, wie auch der Glei- 
chungen B,'f = 0 aufgestellt werden. 

15, Wir gehen jetzt dazu iiber, wenigstens andeutungsweise die 
allgemeinere Frage zu behandeln, ob r gegebene Ausdriicke B,/...B,f, 
die keine Gruppe bilden, sich durch Einfiihrung von neuen Variabeln 
in gewisse andere gegebene Ausdriicke B,’f...B,f transformiren 
lassen. Indem wir uns daran erinnern, dass das Jacobi’ sche Symbol 
B,(B.(f)) — Bi(BiAf)) sich gegeniiber allen Punkttransformationen 
als Invariante verhiilt, reduciren wir unser Problem leicht auf den Fall, 
dass Relationen von der Form: 


(B;, B,) =>: Qiks B,, . (Bi, By) =>! Cis ; 
1 1 


Brix = pid, t---+ PinB,, Bri se mers piri BY t--:+ Pin B, 
bestehen, wihrend weder B,...B, noch B,...B, durch lineare 
Gleichungen verkniipft sind. Die a@ji5, Gis, Pei, Pei hiingen dabei 
beziiglich von y,...y, und y, ... Yn’ ab. 

. Soll die verlangte Transformation méglich sein, so diirfen zuniichst 
die Gleichungen «aj,, = @jxs, Qxi = Mei nicht contradictorisch sein. 
Ist diese Forderung erfiillt, so liefern die genannten Gleichungen eine 
gewisse Anzahl unabhiingiger Relationen zwischen den y, und den y;’: 


Wily - ++ Ye) = We (yy... y'), 
zu denen die weiteren Gleichungen: 
B; Wi oad B Wy, BB; Wy = B; B; Wi. etc. 

gefiigt werden miissen. Verfahrt man in dieser Weise, so findet man 
im Allgemeinen zuletzt contradictorische Gleichungen. Tritt dieser 
Umstand niemals ein, wie oft man auch die angegebenen Operationen 
wiederholt, so ist die verlangte Transformation méglich. Es ergiebt 
sich das durch Betrachtungen, welche den friiher angestellten voll- 
stindig analog sind. Ich behalte mir vor, die angedeuteten Theorien 


bei einer anderen Gelegenheit genauer auszufiihren und gleichzeitig 
scharfer zu begrenzen. 
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Die in dieser Nummer skizzirte Theorie steht im Uebrigen offenbar 
in genauester Beziehung zu der Frage nach allen Invarianten von 


@ gegebenen Ausdriicken B,f...Bof gegeniiber allen Punkttrans- 
formationen. 


Noch allgemeinere Probleme erhilt man, wenn man annimmt, 


dass die gegebenen Ausdriicke B,f gewisse arbitrire Bestandtheile 
enthalten. 


§ 5. 
Einfach transitive Gruppen, die in reciproker Beziehung stehen. 


In diesem Paragraphen beschiiftigen wir uns mit einfach transi- 
tiven Gruppen der Variabeln 2,...%,, das heisst mit »-gliedrigen 
Gruppen, deren inf. Transformationen 

; i=n 3 , 
ef =>) bil...) HL, (b= 1,2...m), 
s=7 . 
keiner linearen Relation von der Form Ds 6: B;f=0 geniigen. Neben 
jede derartige Gruppe stellt sich, werden wir zeigen, eine ganz be- 
stimmte, ebenfalls einfach transitive Gruppe, deren Transformationen: 
i=n 3 
if =>) mi(ee-. ty) HE, (ba, 2...) 
> | ° 
durch die Relationen (B;, C,) = 0 vollstindig definirt sind. Jede 
Transformation der einen Gruppe ist demnach mit jeder Transfor- 
mation der anderen vertauschbar. 
16. In B,f ersetzen wir jedes x; durch x; und erhalten: 


a teal 
Bf=> Baia’... me) PE. 

Um die allgemeinste Transformation 7 = F(a,’ ... %,'), vermige 
deren jeder Ausdruck B,f in B,f tibergefiihrt wird, zu bestimmen, 


bilden wir nach den Entwicklungen des vorangehenden Paragraphen 
das vollstiindige System: 


Bf+ Bf =0, (k=1,2...n) 
und lésen seine Integralgleichungen: 
Q(x, ... Be, %... CF) om ay 
nach den a auf. Die hervorgehenden Relationen 
& == F(x,’ ...%n', Gy... Gn) 


bilden die allgemeinste Transformation der verlangten Art. Geben 
wir den Parametern a; alle méglichen Werthe, so entsteht eine Schaar 
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Transformationen von der Eigenschaft, dass auch die Succession zweier 
derartiger Transformationen die Form eines jeden B,f invariant lasst 
und folglich mit einer einzigen Transformation der Schaar dquivalent 
ist. Alle Transformationen unserer Schaar bilden somit eine Gruppe. 
Da sie von m wesentlichen, continuirlichen Parametern a, ab- 
hingen, so giebt es unter ihnen gewisse, und zwar » unabhingige 
infinitesimale Transformationen*), welche C,f, C,f...Cnf heissen 
mogen. 

Wir werden zeigen, dass die Gruppe Cf einfach transitiv ist, 


das heisst, dass der Ausdruck P74 yx Cy, nie identisch verschwindet, 


welche Functionen der x auch die », bezeichnen mégen. Man setze 
in der That: 


alsdann bestehen nach meinen fritheren Untersuchungen (siehe z. B. 
Math. Ann. Bd. XVI, p. 461) Relationen von der Form: 


Df = >: Uni (,, g++. Gn) Cf; 
wo die y%; nur von den Parametern a; abhiingen. Bestiinde nun eine 
Gleichung >: viC;f =0, so erhielte man eine analoge Gleichung 
>: 0;D;f = 0, so dass die Functionaldeterminante 
Sele +o~ Ba 
Gi Gy - >. Ge 


gleich Null wire. Diess ist aber unmdglich, da sich die Gleichungen 
a, = F, nach den a, auflésen lassen. Relationen von der Form 


> y,C;f =O bestehen daher nicht, und die n-gliedrige Gruppe C;f 


ist also wirklich einfach transitiv. 
Jede inf. Transformation der Gruppe C;/f, etwa: 


Cf=n, fo +--+ m $F 


On, 0x, 
lasst sich auch folgendermassen schreiben: 


Ly = a4, + Ot-,, -- +) Cn KH In + OF: Mn. 


*) Vgl. hierzu z, B. Math. Ann. Bd. XVI, p. 457. Dass eine continuirliche 
Schaar von Transformationen mit » Parametern, welche dadurch definirt ist, dass 
sie gewisse analytische Gebilde invariant lisst, eine Gruppe mit einer identischen 
Transformation und also mit infinitesimalen Transformationen bestimmt, habe 
ich schon bei verschiedenen Gelegenheiten hervorgehoben, 
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Fiihren wir in B,f die hierdurch definirten Variabeln 2; ein, so 
erhalten wir, aihnlich wie in Nummer 9, die Gleichung: 


Byf =D} bei ay ...00) ZO + Ot! (Ba ue — Ob) Fars 
oder die iquivalente: 
Buf = Byf + 8t(B, C). 

Soll daher jede einzelne inf. Transformation B,f bei Ersetzung der 
Variabeln x; durch die unendlich wenig verschiedenen xj == x;-+ 9; Ot 
in B, f tibergehen und also ihre Form behalten, so muss jedes (B,,C) 
gleich Null sein. Also ist wirklich jede Transformation der Gruppe 
C, f mit einer jeden Transformation der Gruppe B,f vertauschbar. 

Wir kennen hiermit » unabhiangige infinitesimale Transformationen 


Ct= 1 


welche die Forderung (B,, C) =O erfiillen und stellen nunmehr die 
Frage nach allen inf. Transformationen 


Cf= Du $e, 


welche die  Relationen (B,, C) = 0 erfiillen. Zur Bestimmung der 
n Gréssen »;, erhalten wir folgende n? Gleichungen 
B, i= Chi, ay Bani —s C&ai- 
Aus denselben bestimmen sich simmtliche n? Differentialquotienten 
der 9; nach den a; als lineare Functionen der 7, multiplicirt mit ge- 
wissen Functionen der x;. Folglich enthalten die endlichen Ausdriicke 
der 4; nicht mehr als » arbitrire Constanten und es sind die n infinitesi- 
malen Transformationen C,f der Gruppe x, = F, durch die Relationen 
(B;, CG.) = 0 vollstéindig bestimmt. Denkt man sich auf “der anderen 
Seite die Gruppe C,f als gegeben, so sind die inf. Transformationen 
B;f vollstindig bestimmt durch die Gleichungen (B;, C,) =0. Es 
besteht daher ein gewisses Reciprocitiitsverhiltniss zwischen den beiden 
Gruppen B;f und C,/f. 
Aeusserst bemerkenswerth ist dabei, dass diese Gruppen dhnlich 
sind. Um diess zu beweisen, denken wir uns in den Ausdriicken 


Bif = k Bix i und CG f= q Niq te 


die Gréssen &;, und yj, nach Potenzen der x entwickelt (wobei voraus-— 


gesetzt wird, dass das Werthsystem 2, —0 kein singulires ist) und 
beriicksichtigen dabei nur die Potenzen nullter und erster Ordnung. 
Die B,f kénnen, wie man leicht sieht, derart gewahlt werden, dass 
ihre Reiheneatwickiungen die einfache Form: 


Se eee 
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Bf=? f+ k Ap Xi on Ft Sona 2 a ps 
+ kip 2 3 +: 


erhalten. Entsprechend wihlen wir die C;f auf solche Weise, dass 
ihre Ausdriicke die Form: 


ae a ee i 
+ Daan GE + - 
annehmen. Jetzt liefert die Bedingung (B;, C;)) —0 die Relation: 
O— (044 + a5) GE + By + by) GE + +t) get, 
woraus folgt: 
O55 = — Ai, Bye — bis, ++ +) Ai — ij. 


Analoge Rechnungen ergeben : 
(B;, Bi) = (aj: — 43) aoe + (bj: — 4:5) S ios 
+ G&—k) Ze +-- 
(C;, G) =(— %i+ei5) = f 4 (— B; +Bi5) ws 
+{— dy ais) £4... 
= (ai; — ai) fe + (bi; — Bj) a + 
f 


+ (4; — - i) 4p. 


OL, 





Tragen wir diese Werthe in die Gleichungen 
(Bi, B) = DS cin Bs, (Ci, G) =D? cise C, 
ein und setzen dann 2, = 0, so erhalten wir Bestimmungsgleichungen 
fiir die Constanten ¢;;,, ¢j;,. Schliesslich finden wir die Formeln: 
(Bi, Bi) = (aji — a3) Buf + (Gi — bis) Ba++ +> + Gi — bis) Bol, 
(Ci, G) = (ai — aij) Cif + (bjs — 0:3) BL +--+ + Gi — ii) Gl, 
‘welche zeigen, dass unsere beiden Gruppen gleichzusammengesetat sind. 


Da sie iiberdiess beide einfach transitiv sind, so miissen sie auch iihnlich 
sein. Also: 


Theorem ll. Sind Bf B,/...B,f unabhingige infini- 
tesimale Transformationen einer einfach transitiven 
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Gruppe mit den Variabeln 4%, ...%,, so wird durch die 
Relationen (B;, CQ) =0 eine vollstindig bestimmte, mit 
der Gruppe Bf ahnliche Gruppe C,f definirt*). 

Ich nenne zuweilen die beiden Gruppen Bf und Gf 
reciproke Transformationsgruppen. 

Enthilt die Gruppe B;f ausgezeichnete inf. Transformationen 
(d. h. Transformationen, welche mit ‘allen B,f vertauschbar sind), so 
gehoren diese Transformationen gleichzeitig auch der reciproken Gruppe 
an. Die gemeinsamen inf. Transformationen zweier einfach transi- 
tiven und reciproken Gruppen sind also zugleich die ausgezeichneten 
Transformationen einer jeden der beiden Gruppen. 

Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen sind einer 
gewissen Verallgemeinerung fahig; man kann namlich die Beschrankung, 
dass die Gruppe B;f einfach transitiv sein soll, fallen lassen. Wie 
sich die Theorie hierdurch modificirt, werde ich bei eimer anderen 
Gelegenheit niaher auseinandersetzen. Ich verweise im Uebrigen auf 
meine alten, z. B. in den Math. Ann. Bd. VIII entwickelten Uniter- 
suchungen iiber Functionen 


Uy - 2+ Ury Uy. ++ V2n—r von Dy see ny Pi +++ Pay 


welche Relationen von der Form: 
\ 


(ui, Ux) = fin (ty ..- Ur), (Ui, Ue) = Pin (0, VQ ~~. Ue), (Ua, Ve) =O 
erfiillen. 

Die projectivische Geometrie des Raumes liefert eine einfache 
Illustration des Theorems II. Alle projectivischen Transformationen 
des Raumes, die simmtliche Erzeugende des einen Systems einer Flache 
zweiten Grades invariant lassen, bilden nimlich eine einfach transitive 
Gruppe. Die reciproke Gruppe besteht aus allen projectivischen Trans- 
formationen, welche die Erzeugenden des zweiten Systems invariant 
lassen. Dass diese beiden Gruppen ihnlich sind, zeigt sich darin, 
dass es eine projectivische Gruppe giebt, welche die beiden Systeme 
von Erzeugenden unserer Flaiche vertauscht. 

17. Es sei jetzt zur Integration vorgelegt ein q-gliedriges Invo- 
lutionssystem : 


: a 
Af=0= £4 51K ff, (dn Ai) =0, 
qt 
(i= 1,2... 9). 


Dasselbe gestatte » — q bekannte infinitesimale Transformationen : 


*) Ich theilte der Ges, d, W. zu Christiania diesen Satz im Novbr. 1882 mit. — 
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Bf = Da. ZL, (Ai, Br) =0 
q+ 
(k=q+l,...n), 


die eine Transformationsgruppe erzeugen, aber keine Relation 


> aAf + > p: Bef =0 


befriedigen. Es giebt dann, behaupte ich, eine ganz bestimmte 
Gruppe O.4if...C,f: 


ara Sims tt (k—=q+1...n), 
+l ; 


welche durch die Relationen: 
(Ai, )=0, (B, G)=0 
definirt wird. 
Wir bezeichnen mit y,;;...Y, %—gq unabhingige Lésungen des 
vollstiindigen Systems A;f = 0 und fiihren 2, ...2%,, Yoti--+ Yn als 
neue unabhingige Variable ein. Dabei erhalten Aif und Bf die Form: 


Ajf= je B; f-> Vii Fe 


und zwar kommen in den Coefficienten Y;; nur yi: .-.Y, vor, weil 
mit f= y; auch f = B, (y,) eine Lésung des Involutionssystems ist. 
Die B,f bilden eine einfach transitive Gruppe mit den Variabeln y; 
und folglich giebt es » — q infinitesimale Transformationen: 


i f =>! Une (Yess « - « Yn) i , (k=g+1...n), 
q+1 
welche ebenfalls eine transitive Gruppe bilden und den Relationen 
(B;, C) = 0 geniigen. Die Form der Ausdriicke C; f zeigt unmittelbar, 
dass alle (A;, C,’) gleich Null sind. Kehren wir daher zu den urspriing- 
lichen Variabeln x; zuriick, so erhalten wir » — q infinitesimale Trans- 


formationen 
Cif = Dé mai (a... Le - & 
eh =D! mes (0 «= a) GE 
q+1 
welche durch die Relationen (A;, C,) = 0, (B;, C,) =O vollstiindig 
bestimmt sind und keine lineare Relation > C. f = 0 befriedigen. 


Die allgemeinste infinitesimale Transformation von der allge- 
meineren Form: 


Di=oget+e +--+ gt, 
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welche die Relationen (A;, D) = 0, (By, D) = 0 erfillt, enthilt nach 
den Entwickelungen der vorangehenden Nummer .n: Parameter und 
besitzt daher die Form: 


> 4 A;f + > af, 


wo die a; und ¢ arbitrire Constanten bezeichnen. 

Ich werde nun zeigen, dass die Integration des Involutions- 
systems A;f—=0 mit den bekannten infinitesimalen Transformationen 
Bf als geleistet gelten kann, wenn es gelingt die Gruppe C,f zu 
bestimmen. Dies beruht auf einem Satze aus meiner Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, welchen ich zunichst 
aufstellen werde. 

Hilfssatz. Ist X,—=a,...X, =a, ein vorgelegtes Involutions- 
system. mit den Variabeln a, ...%n, p,..-Pn und kennt man unter 
den Lisungen des vollstindigen Systems: 


(X,, ®) = 0, (X,, %) =0, ..., (X,, %) =—0 
eine gewisse Anzahl, etwa: 
(4) > rey Ory “Sete se ere 


die eine Gruppe bilden, kennt man ferner alle Lisungen des vollstiin- 
digen Systems: 


(5) (X,,F)—0...(X,, F) = 0 (Poy, F) = 0... (Py, F)=0, 
so ist die Integration des vorgelegten Involutionssystems als geleistet zu 
betrachten. 

Beniitze ich meine in den Math. Ann. Bd. VIII angewandte 
Terminologie, so kann der Beweis dieses Satzes folgendermassen gefiihrt 
werden: Bilden die Gréssen (4) eine canonische Gruppe, so bilden 
die Lésungen F der Gleichungen (5) die zugehérige Polargruppe mit 
der canonischen Form: 

(6) > oe SF Myat >> Kye... May Persia. .o Be 

und dabei befriedigen alle Gréssen (4) und (6) die Gleichungen 
(X,, 0) = 0... (X,, >) =0. 

Die Integration des Involutionssystems X, = a,... X, = a, ist somit 

nach einem friiheren Satze (Math. Ann. Bd. XI, p. 469, Satz 4) wirk- 

lich ausgefiihrt. (Siehe auch Math. Ann. Bd. VIII, p. 281). 


Den hiermit aufgestellten Hiilfssatz wende ich nun auf das In- 
volutionssystem : 


Aif = pit Xigai Pou +-+++ Xin din =0, (i= 1,2...9), 
an, indem ich die » — gq bekannten Lésungen Bj4,...B, des voll- 
Mathematische Annalen, XXV. 8 
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stindigen Systems (4;,®)=—0 verwerthe und C,,,...C, als bestimmt 
voraussetze. Ich bemerke noch, dass die n Gréssen A; und B, unab- 
hangige Functionen der 2;, », sind, weil die Gleichungen A,f = 0, 
B,f =0 sich nach p, ... p, auflésen lassen. Da nun das neue voll- 
stindige System: 

(A,, F) = 0... (A,, F) = 0, (Buy, F) = 90... (B,, F) =0 
nur ” unabhingige Lésungen besitzt und wir schon soviele kennen, 
namlich A,...A,, Cy41--.C,, so ist wirklich die Integration des 
Involutionssystems A; f= 0 als geleistet zu betrachten. — Wir resumiren 
die Entwickelungen dieser Nummer in folgendem Satze: 

Satz 13. Zur Integration des Involutionssystems: 


Af=Zl4+ 5X Zl k=1...9) 


é 
q+ 


mit den n — q bekannten infinitesimalen Transformationen: 


Bf =>" bi: i (k—=q-+1...n), 


g+t 





die eine Gruppe bilden' und keine Relationen von der Form 


> «Af +>) Bf =0 


befriedigen, geniigt die Bestimmung derjenigen n — q infinitesimalen 
Transformationen : 


Gaf=> Nki ie (k—=q +1...n) 
q+1 

welche durch die Relationen (A;, C,) = 0, (B;, Cy) = 0 definirt sind. 

Es ist méglich das Integrationsproblem des Involutionssystems A;f—0O 
noch in anderer Weise zu formuliren. In den &;, die von 2,...2%, 
abhiingen, gebe ich z,...«, die constanten Werthe @, ... a, und 
behaupte zunichst, dass die Ausdriicke A;f, B,f durch eine allerdings 
unbekannte Transformation die Form: 


Af=~2-, Bf= De Be (ety «5 egy Yost « - + Ye) $f 
: q+1 ’ 
(t==1...q), (k—=q-+1...n) 


erhalten kénnen. Diess tritt nimlich insbesondere ein, wenn die neuen 
Variabeln y,41..-Y, diejenigen gemeinsamen Lésungen der A;f = 0 
bezeichnen, welche bei der Substitution 2, = a@,...%, = a, in 
Xoti.-.%,_ tibergehen. Zur Integration des Involutionssystems A;/=0 








ir 
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geniigt die Reduction der Grissen A;f, By f auf die bekannte Form 
Ajf, Bef, indem Your ..- Yn, Aurch deren Kinfthrung als Variabeln 
diese Reduction geleistet wird, jedenfalls Lisungen des vollstandigen 
Systems A;f = 0 darstellen. 

Diese letzte Bemerkung besitzt eine fundamentale Wichtigkeit, wie 
in § 11 nachgewiesen werden soll. 


§ 6. 
Partielle Differentialgleichungen beliebiger Ordnung mit einer 
bekannten endlichen Gruppe. 


Meine Integrationstheorie linearer partieller Differentialgleichungen 
A;,f =0 mit bekannten infinitesimalen Transformationen dehnt sich 
ohne weiteres auf simultane partielle Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung aus, vorausgesetzt, dass in ihren allgemeinsten Integral- 
gleichungen nicht arbitriire Functionen sondern nur arbitrire Con- 
stanten enthalten sind und dass sie eine bekannte Gruppe von Trans- 
formationen gestatten. 

18. Ich nehme an, dass m Gréssen x, y, z... als Functionen 
von p unabhingigen Variabeln 2, y, z,... durch gewisse partielle 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung: 


7] 
U(x, y, 2+ ++ x,y, 2, 5—-+-) = 0 


definirt sind. Ferner sollen diese Gleichungen gewisse bekannte in- 
finitesimale Transformationen : 


Bf=hse tm + ety. 4K L447, 24... 


gestatten, deren Coefficienten §& y;...X;... nur von den m+ p 
Gréssen wyz...xyz... abhiingen. Ich setze ferner voraus, dass 
die allgemeinsten Ausdriicke von x yz... keine arbitriren Functionen 
sondern nur arbitriire Constanten enthalten. Unter diesen Voraus- 
setzungen giebt es immer eine ganze Zahl s von der Beschaffenheit, 
dass die Differentialquotienten (s + 1)'* Ordnung von x,y,z... nach 
“,y,2... sich als Functionen von 2, y, 2... x,y,z... und den Dif- 
ferentialquotienten erster, zweiter ...s‘** Ordnung, also von: 

(L) By Yy Boe HY Bees Gewese 

ausdriicken lassen. Daher ist das Gleichungssystem Q; = 0 iaiquivalent 
mit einem p-gliedrigen vollstindigen Systeme in den Variabeln (L). 
Dieses vollstindige System gestattet nach unserer Voraussetzung die 
bekannten infinitesimalen Transformationen B;f, deren analytische 

g* 
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Ausdriicke in den Variabeln (L) in bekannter Weise (siehe Nummer 9 
meiner Abhandlung im vorangehenden Bande) berechnet werden. Daher 
finden meine allgemeinen Theorien hier eine directe Anwendung. 

19. Wir beschiiftigen uns mit einem dusserst wichtigen, wenn 
auch anscheinend speciellen Falle etwas niher. Wir setzen namlich 
voraus, dass die allgemeinsten, ry Integrationsconstanten enthaltenden 


Lisungen x, y, z... der Gleichungen Q, = 0 aus einem beliebigen 

speciellen Systeme von Lésungen x’, y’, z ... durch die (bekaunten) 

Substitutionen: 

(7) Care ae ee 
y=N(...), sm P(...)..., 

welche eine Transformationsgruppe mit r Parametern a, .. . a, bilden, 

hervorgehen. Da die unabhingigen Variabeln x, y, 2... bei dieser 


Gruppe invariant bleiben, so sind ihre Incremente §;d¢, yn, dt, & dt... 
Null. Folglich haben die r bekannten infinitesimalen Transformationen 
unserer Gruppe die Form: 
, of of of 
Bf = Xi + Yi-5y tae t+ 
wobei X;, Y;, Z; von %,y,2...x,y,z... abhingen. 

Ehe ich nun weiter gehe, erinnere ich an einige alte Unter- 
suchungen von A. Mayer und mir, die in einer von P. du Bois- 
Reymond herriihrenden Idee ihren Ursprung nehmen. Sind x, y, 
%..., Wie friiher angenommen, als Functionen von 2, y, 2... 
durch ein p-gliedriges vollstindiges System definirt, so ist es méglich, 
das Integrationsproblem darauf zuriickzufiihren, die Gréssen x, y,z... 
als Functionen einer einzigen unabhiingigen Variablen zu bestimmen. 
Nehmen wir namlich an, dass unser vollstiindiges System sich in der 
Umgebung des Werthsystems « = 0, y=0, 2 =0... reguliir ver- 
halt, so kénnen wir als neue unabhiingige Variabeln die Gréssen: 


y Z 
S, ae Bar —--: 


einftihren. Thun wir dies und setzen: 


dx dx, dx, 

ae. Tees a es": EE eee 
dy dy ay, 
dew Few h Few 
dz dz, 
=. * 


so ist es immer mdglich die Zahlen g,k,j... derart zu wihlen, dass 
sich aus den Gleichungen Q; = 0 keine Relation zwischen den Grossen: 








~ ~ |» &* = 
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(G) W, Oty Bess X,XyyXQ.e+Xyy Vy Yyoe- Vey By Bye +e Y 
herleiten liisst*), wihrend x 41 yey: Z41... bestimmte Functionen 
derselben sind: 


(8) ca. 6X Xp. Xp YYy e+ Yi 22. My), 
Yex1 = B(.:.), 441 = O(...) ete. 
Diese Gleichungen oder die mit ihnen fAquivalente lineare partielle 
Differentialgleichung: 
of 3 3 
Af =O— 2 4 x, OF 4 x, ae +A of 


ox Ox, 
tnt FB ta tt + OF +... 


bestimmen x, y, z... als Functionen von 2. Ist diese Bestimmung 
durchgefiihrt, so kénnen die in den gefundenen Ausdriicken fiir x, y, z 
eingehenden Integrationsconstanten, welche arbitriire Functionen von 
a, 6B... darstellen, im Allgemeinen in solcher Weise gewihlt werden, 
dass wir die allgemeinsten Lésungen der Gleichungen Q,; = 0 erhalten. 

Es handelt sich also nur um die Integration von Af=0O. In den 
infinitesimalen Transformationen B,f fiihren wir dazu die neuen unab- 
hingigen Variabeln xa $8... ein und suchen dann in gewdhnlicher 
Weise den analytischen Ausdruck von B;f, aufgefasst als Transforma- 
tion der Gréssen (G), Treten bei dieser Berechnung solche Differential- 
quotienten wie X,4:, Yati, 2j+:..- auf, so schaffen wir dieselben mit 
Hiilfe der Formeln (8) weg. Die gefundenen infinitesimalen Trans- 
formationen : 


Bef — X26 4 ¥, OF 44 (Fy Se, + Sy, + Ft) Bf po 
(¢an1,2...9) 


lassen selbstverstiindlich die Gleichung Af =O invariant und die 
Ausdriicke (A, B;') verschwinden offenbar. Bemerken wir nun, dass 
die Integration von Af = 0 (q¢+1)+ (A+1)+ (f+1) +--+ Con- 
stanten einfiihrt, und dass in Folge dessen die Ausdriicke der x, y,z... 
genau ebenso viele Constanten enthalten miissen, so erhalten wir, in- 
dem wir uns erinnern, dass in den Formeln (7) r wesentliche Con- 
stanten auftreten, die Relation: 


r= (g+1) + +1) + G41) $-°% 
Unsere Gleichung Af =O mit r+ 1 Variabeln gestattet daher r be- 


*) Bestehen eine oder mehrere endliche Relationen zwischen x, a, f.. 
xX, y, 2... 80 miissen die Entwickelungen des Textes ein wenig modificirt werden. 
Man fingt dann mit der Wegschaffung einiger von den Grissen x, y, z... an, 
und fihrt sodann weiter fort wie im Texte. 
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kannte infinitesimale Transformationen B;f. Es lisst sich weiter nach- 
weisen, dass diese infinitesimalen Transformationen, die nach unseren 
friiheren Voraussetzungen eine Gruppe bilden, keine Relation von der 


Form «Af +> B; Bj f = 0 oder, was auf dasselbe hinauskommt, keine 
Relation von der Form >” 6; Bi f = 0 befriedigen. 

Man bilde in der That durch wiederholte Differentiation der Glei- 
chungen (7): 

xaos M(x, y', 2 ...%, @, 8... G,,G_..-Gr)) YR N,... 
nach x die Werthe von: 
ae a a a ee 

ausgedriickt durch: 
By ee Ry FoF coe Fee Besse UO Gad. . ity iv 
namlich: 
(9) x, == M,(x x, ...x,...%, 2a Ba,...@r), Y= Ni, 4 — F.... 
Setzt man sodann: 


_ OM of , aM, Of eM, of 
Dif = a; ax Ga, i alae da; OX, 








s j 
19N, af 1 oP, of 


so bestehen (Math. Ann. Bd. XVI, p. 460) vermége der Gleichungen 
(9) identische Relationen von der Form: 


Dif => vie (a, vee Gr) Bef. 


Existirte daher eine Relation > Bi B; f = 0, so verschwinde die De- 
terminante 


> Ver ) Pee See | 








also liessen sich die Gleichungen (9) nicht nach den Parametern a; 
auflésen. Denken wir uns aber in (9) die Werthe der Grdéssen 
Xi, Yi, % ..- als Functionen von z, a 8... eingesetzt, so erhalten wir 
nach unserer urspriinglichen Voraussetzung die allgemeinsten Integral- 
gleichungen von Af = 0 und folglich lassen sich die Gleichungen (9) 
nothwendig nach den a; auflésen. Es giebt daher keine Relation 


« Af +>) 6: Bif =0. 
Daraus folgt: 


Theorem III. Die Integration der Gleichungen: 


% (x,y, 2--- x,y,2-+-2...)—0, 
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deren allgemeinste Lésungen x,y,z... mitr Integrations- 
constanten sich als Functionen eines particuliren Lésungs- 
systems x,y,z... vermittelst einer bekannten Gruppe mit 
y Parametern: 


xa M(a,y,2...x,y,2...0,...@), y=N...,° 
ausdriicken, reducirt sich auf die Erledigung einer Glei- 


chung Af=0O mit r+ 1 Variabeln. Von derselben sindr 
infinitesimale Transformationen B;f, welche eine Gruppe 


bilden aber keine Relation cAf+ > 6: B/f—=Oerfiillen, nebst 
den endlichen Transformationen der Gruppe bekannt. 
Daher findet meine allgemeine Integrationstheorie hier 
ihre directe Anwendung. 

Dieser Satz lisst sich offenbar dahin erweitern, dass es geniigt, 
die infinitesimalen Transformationen JB;f zu kennen, wihrend die 
Formeln (7), deren Existenz allerdings vorausgesetzt wird, nicht bekannt 
zu sein brauchen. Es ist andererseits klar, dass ein analoger Satz 
besteht, wenn die bekannte Gruppe mehr als r Parameter enthiilt. 

20. Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen finden 
eine fiusserst wichtige Anwendung bei der Behandlung des folgenden 
Problems: 

Ich nehme an,‘dass ein System Differentialgleichungen 


vr Cn ee 


vorgelegt ist und dass man eine Form 
a 
Wi (x,y, +++ +++ So 0.) ) 
auf welche w;, = 0 durch eine allerdings unbekannte Transformation 
xan X(z,y,...8...), y= Y, 2=—Z... 


reducirt werden kann, schon kennt. Ich setze ferner voraus, dass das 
Gleichungssystem W;, —0 eine bekannte endliche Transformations- 
gruppe gestattet. Die Bestimmung von x,y,z... als Functionen von 
“,y,2... geschieht dann durch Integration eines Gleichungssystems: 


Q(a,y,2... X,Y,2... SE -+.)mn0, 


das nach der in diesem Paragraphen entwickelten Methode behandelt 
werden kann. 
Sind andererseits ganz beliebige analytische Ausdriicke w, vor- 
gelegt, welche durch eine wnbekannte Transformation 
xeon X (@,Y,8...)..-% 
eine gewisse gegebene Form Wy, erhalten kénnen und gestatten 
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diese W, eine endliche und bekannte Transformationsgruppe, so kann © 


wiederum die Bestimmung der x, y,z... als Functionen von 2, y, 2... 
nach der vorangehenden allgemeinen Theorie geleistet werden. 


8 7. 


Bestimmung einer unbekannten continuirlichen und endlichen Gruppe 
mit einer bekannten canonischen Form. 


Die letzten Bemerkungen des vorangehenden Paragraphen fiihren 


uns zur Erledigung eines wichtigen Problems, das wir jetzt behandeln 
wollen. 
21. Eine continuirliche (endliche) Gruppe in den Variabeln 2, y, ¢... 
mit den infinitesimalen Transformationen: 
if = &, 2! we ae 
B;f 2 Dex + Ni oy + & Oz + ) 


lisst sich definiren (siehe meine Abhandlung im letzten Bande, Nr. 10) 
durch gewisse lineare partielle Differentialgleichungen: 


(A) Aé+ Cn+ DeEt---+H 4---=0, 


welche wir die Definitionsgleichungen der Gruppe B;f nennen. Wir 
nehmen an, dass ein Gleichungssystem (A) zur Integration vorgelegt 
ist, und dass wir eine canonische Form 


Pe Or ae Of ate 
Bi f = & ax Mh ay + hey 


kennen, auf welche die unbekannte Gruppe B;f durch eine allerdings 
unbekannte Transformation x = X (a, y, 2), y= Y... reductibel ist, 
Bilden wir nun die Definitionsgleichungen der canonischen Gruppe: 


(A) AME+Cn+Di+--- +E S+.-..—0, 


so kann die Integration der Gleichungen (A) geleistet werden, indem 
wir die Gréssen x, y,z... derart als Functionen von x y z bestimmen, 
dass die beiden Gleichungssysteme (A) und (A) mit einander aquivalent 
werden. Indem wir unser Problem auf diese Weise angreifen, erhalten 
wir zur Bestimmung von x, y,z... als Functionen von 2, y, z. 
eine gewisse Anzahl partieller Differentialgleichungen: 

Q: (a, y,2--- x,y,z-+-S%...) 0, 


ox 


Die Integration derselben kann nach der im vorigen Paragraphen ge- 
gebenen Methode geleistet werden, vorausgesetzt, dass die allgemeinsten 
Ausdriicke der Gréssen x,y,z... 


(10) x= F(z, y,2...4;,0,...a;), Y=f, z=... 








de 
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nur arbitrire Constanten und keine arbitriiren Functionen ent- 
halten. 

Ist niimlich x’, y’, 2’ ein particulares System Lisungen, so driickt 
sich der Zusammenhang zwischen x,y,z... und x,y,z... durch 
gewisse Gleichungen: 

(M) x= M(x,y,2...a,...@),y=@N,e=mP... 

aus. Diese miissen eine Gruppe bilden*), weil sie die allgemeinste 
Transformation darstellen, bei welcher die canonische Gruppe B;f thre 
Form behdlt und weil iiberdies die Succession zweier derartiger Trans- 
formationen mit einer einzigen Transformation fiquivalent ist, welche 
ebenfalls die Form der Gruppe B,f nicht ‘indert. 

Die Gruppe (M) besteht, haben wir gesagt, aus allen Transforma- 
tionen, welche die Form der Gruppe B;f nicht aindern. Es ist ausser- 
dem leicht zu erkennen und soll iiberdies sogleich niher nachgewiesen 
werden, dass die B,;f eine in der Gruppe (M) enthaltene, invariante 
Untergruppe bilden. 

Dabei kénnen indess verschiedene Fille eintreten. Den Fall, dass 
(M) eine unendliche Gruppe ist, der an und fiir sich wohl eintreten 
kann, haben wir schon ausgeschlossen, indem wir voraussetzten, dass 
die Gleichungen (10) keine arbitriren Functionen enthalten. Der Fall, 
dass die Gruppe B;f nicht allein in der Gruppe (M) enthalten ist, 
sondern sogar mit ihr identisch ist, verdient besondere Aufmerksam- 
keit; derselbe tritt, wie schon hier bemerkt werden mag, u. A. ein, 
wenn die B;f die allgemeine projectivische Gruppe der Mannigfaltig- 
keit x,y,z... bilden. 

Die infinitesimalen Transformationen 


of =x 4 y ili go f4.. 


der Gruppe (M) werden, wie leicht einzusehen ist, (siehe Nummer 9) 
definirt durch die Relationen: 


(11) C(Bi(f)) — Bi(C(f)) = ca BUF +--+ + cis Bef, 

in denen die ¢;, arbitrire Constanten bezeichnen. Nach unserer Voraus- 
setzung, dass die Gruppe (M) endlich ist, giebt es nur eine begrenzte 
Anzahl von infinitesimalen Transformationen Cf, unter denen sich 
wegen der Form der soeben aufgestellten Relationen insbesondere alle 
B,f finden. Eben diese Relationen sagen ferner aus, dass die Cf die 
allgemeinste Gruppe bilden, in welcher die gegebene Gruppe B;f als in- 
variante Untergruppe enthalten ist. 








*) Erhilt die Gruppe B;f sowohl bei dem Uebergang von a yz zu x’, y', z 
als vei dem Uebergang von 2, y, 2 zu x,y,z die Form B,f, so ldsst der Ueber- 
gang von x’, y’,z ... 2u x,y,z... die canonische Form B, f invariant. 
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Ist die Gruppe B;f vorgelegt, so kénnen wir im Allgemeinen die 
entsprechende Gruppe C/ angeben, das folgt in der That fast unmittelbar 
aus den allgemeinen Entwickelungen des Paragraphen 4, Um dies zu 
zeigen, setzen wir: 


B/f =k; By +---+h,B,, (@=—1,2...8) 
wihlen die s* Constanten k;; méglichst allgemein derart, dass in den 
Relationen 

(Bi, B;) =_— 7/6 Cije Bo, (B;, B;) =>: Cijo B, 
jedes ¢ijo = Cijq ist und ersetzen dann in B; iiberall x; durch 2;. Wir 
bestimmen hierauf nach den in § 4 entwickelten Regeln die x; in all- 
gemeinster Weise als solehe Functionen der «, dass jedes B; die Form 
B; annimmt. Diese Bestimmung, welche, wenn iiberhaupt méiglich, 
immer durchgefiihrt werden kann, sobald die endlichen Transformationen 
der Gruppe B;f gegeben sind, liefert die allgemeinste Transformation 
von der Form (M), welche die Gruppe B;/ invariant lisst. 

Zugefiigt werden mége noch die Bemerkung, dass die Gruppe (M) 
immer endlich ist, wenn die Gleichungen B;f = 0 keine gemeinsame 
Lésung besitzen. Diese hinreichende Bedingung ist jedoch nicht noth- 
wendig. Wir resumirén die vorangehenden Entwickelungen in folgen- 
dem Satze: 

Theorem IV. Kennt man eine canonische Form B,f einer 
unbekannten Gruppe, deren Definitionsgleichungen zur 
Integration vorgelegt sind, so versucht man zuerst alle 
infinitesimalen Transformationen Cf zu finden, welche 
Relationen von der Form 


C (Bi (f)) — Bi(C(f)) =e BL f +--+ + cs BS 
erfiillen. Diess gelingt jedenfalls, wenn die endlichen 
Transformationen der Gruppe B,f, wie wirannehmen kénnen, 
bekanut sind. Die simmtlichen Cf bilden eine Gruppe, 
welche entweder endlich oder unendlich ist. Bilden sie 
eine endliche Gruppe mit r Parametern, so verlangt die 
Bestimmung der unbekannten Gruppe Bf die Integration 
einer Gleichung Af=0 mit r+1 Variabeln und r be- 
kannten infinitesimalen Transformationen Cf, die eine 
Gruppe bestimmen, und dabei keiner Relation 


eAf + >'n.Cif =0 


geniigen. 

Handelt es sich iiberhaupt um die Bestimmung einer unbekannten 
Gruppe B;f, deren Definitionsgleichungen (A) vorgelegt sind, so muss 
man zunachst versuchen eine canonische Form B;f dieser Gruppe zu 
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finden. Auf die hierzu erforderlichen Rechnungen, welche ich schon 
fiir sehr viele Fiille durchgefiihrt habe, gehe ich an dieser Stelle nicht 
ein. Ist eine canonische Gruppe B,f gefunden, so verfihrt man nach 
den eben angegebenen Regeln. 

{Im Vorangehenden wurde der Fall ausdriicklich ausgeschlossen, 
dass die endliche Gruppe B;f als invariante Untergruppe in einer wn- 
endlichen Gruppe enthalten ist. Dieser wichtige Fall lisst sich nach 
ihnlichen Principien erledigen, z. B. dadurch, dass man erst mit Hiilfe 
ausfiihrbarer Operationen ein mit dem Gleichungssysteme B;f = 0 
fiquivalentes vollstiindiges System aufstellt und-dann dasselbe integrirt. 
Hierdurch kommt man auf ein reducirtes Problem aus der im Vorher- 
gehenden erledigten Categorie. Schliesslich muss ein lineares simul- 
tanes System nach den in der folgenden Nummer 24 angegebenen 
Regeln integrirt werden. Hiermit beschiftige ich mich indess an dieser 
Stelle nicht niher. Dagegen verweise ich auf den letzten Paragraphen 
dieser Abhandlung, in dem ich eine allgemein giiltige Methode ent- 
wickle, welche auch den hier ausgeschlossenen Fall vermége der 
niedrigsten Hiilfsgleichungen erledigt. | 

22. Es sei jetzt ein beliebiges System von (partiellen oder totalen) 
Differentialgleichungen, etwa 

Wi (2, y--- or Pl 
vorgelegt. Wir stellen uns die Frage, ob dieses Gleichungssystem 
eine oder mehrere infinitesimale Transformationen: 


6 a é 
Bhat, ye.) Ge +a se tes +- 
gestattet. Die gedachte Forderung driickt sich, wie ich im Archiv for 
Math. og Naturv. Bd. 8, p. 384 niiher nachgewiesen habe, durch eine 
Reihe linearer partieller Differentialgleichungen: 


Aé+ Cn+ Dg+---+H 2 4...=0 


ox 





aus. Haben dieselben gemeinsame Lésungen, was sich durch aus- 
fiihrbare Operationen erkennen lisst*), so gestattet unser Gleichungs- 
system W;, = 0 wirklich gewisse infinitesimale Transformationen, die 
jedenfalls eine Gruppe bilden. 

Findet man, dass unser Gleichungssystem W;, = 0 eine endliche 
continuirliche Gruppe B,;f gestattet, so geschieht die Bestimmung der- 
selben nach meinen in diesem Paragraphen gegebenen Theorien. (Siehe 


*) Die zur Entscheidung dieser Frage nothwendigen und hinreichenden 
Criterien driicken sich durch Relationen aus, welche invariante Differentialrela- 
tionen des Gleichungssystems W, = 0 gegeniiber allen Transformationen zwischen 
a, y,2... darstellen. 
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Archiv for Math. og Naturv. 1883, Classification und Integration von 
gewohnlichen Differentialgleichungen f (x yy’... y") =O, die eine 
continuirliche Gruppe gestatten.) 


§ 8. 
Anwendung der entwickelten Theorie auf eine wichtige und ausgedehnte 
Classe von Differentialgleichungen. 


Zur Illustration der in dieser und in der vorangehenden Abhand- 
lung dargestellten Theorie betrachte ich eine ausgedehnte und wichtige 
Classe von Differentialgleichungen, die in meinen Untersuchungen iiber 
Transformationsgruppen eine wesentliche Rolle spielt. 

23. u 

Byf = ber (2, +++ tp) ZO +--+ + ben ie (k=1...1) 
seien r unabhingige infinitesimale Transformationen, die eine Gruppe 
mit » Variabeln x, und mit + Parametern bilden. Andererseits be- 
deute u eine von den x unabhiingige Variable. Ich betrachte iiberhaupt 
lineare partielle Differentialgleichungen von der Form: 


Af = “£4 U, Bf + U,B,f +---+U,B,f=0 


und nehme dabei an, dass die U, nur von uv abhiingen, wihrend in 
den B,f nach dem Vorangehenden wu gar nicht vorkommt. *) 
Ist nun eine Lésung**) 
TU (ay, Se» + Bay @) 

von Af = 0 gegeben, so gelingt es im Allgemeinen durch blosse-Dif- 
ferentiation neue Lésungen***) zu bestimmen. Um diess in einfacher 
Weise nachzuweisen, werde ich mich auf meine allgemeine Theorie 
der Differentialinvarianten stiitzen. Ich bezeichne mit ® eine neue 
Variable, welche eine arbitriire Function von 2, ...2%,, uw sein 
modge, setze: 


*) Der Fall, dass die B, f auch wu enthalten, lisst sich auf den im Texte 
erledigten zuriickfiihren. 


**) Ganz analoge Theorien lassen sich offenbar entwickelu, wenn gleich- 
zeitig mehrere Lisungen TT, gegeben sind. 


***) Kennt man einen Ausdruck 


Bi= S)nj(015 2.9) je 


welcher die Relationen (B,, B) = 0 and also auch die Gleichung 


(A, B) = ABf— BAf=0 
befriedigt, so ist immer gleichzeitig mit TI auch BTT eine Léswng. Dieser Umstand 


tritt insbesondere ein, wenn die Gruppe B,f ausgezeichnete infinitesimale Trans- 
formationen enthilt. 
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Chg %,, eo 


0a, Om, On, 


=, etc. . 


und berechne zuuiichst die Incremente 0%; von ®; bei Ausfiihrung der 
infinitesimalen en 


Buf = &i of +-->+ &en- i ’ 
welche sowohl w als auch ® invariant liisst. Aus den Formeln: 


db — 0, dz, —--. — Oda, — > du =0, 


dd — dt- Si; diy — 2 ddu— > d0,dx,— 6 du=0 
gehen, wenn du und 0® gleich Null gesetzt werden, die Werthe 
a 14 @,. be Se Oban 


a, Oa 


— 09;= 9, 


hervor. In entsprechender Weise berechnen wir die Incremente 
d®,, etc. der Differentialquotienten zweiter, dritter . .. q'** Ordnung. 
Mit Hiilfe der gefundenen Werthe bilden wir den Ausdruck: 


of of 8% _ of 
tm Sed St SH a ts 
dann bestimmen die r Gleichungen 
Bif=0, B/f=—0...B/f=—0 
ein vollstiindiges System, dessen Liésungen Ditferentialinvarianten der 
Gruppe B,f sind. Kennt man die endlichen Gleichungen dieser Gruppe, 


so findet man beliebig viele derartige Invarianten. Hat man eine solche 
Invariante z. B.: 


Q(z, ... tn, OD, ...- Du, D,,.. .) = QO) 
und ersetzt die arbitrire Function durch eine Lésung TT(2,... n, “) 
von Af = 0, so ist, behaupte ich, auch 
Qa... Hn, 1... Me, Ty...) = Q(T) 
immer eine Lésung von Af = 0. 
Um diess nachzuweisen, betrachte ich den Ausdruck Af als eine 


infinitesimale Transformation, welche den Gréssen uw, 7, ...%n, ® die 
Incremente: 


du= dt, OX, = (UO, Ese + U, fsx + nthe, Sag + U,§rx) dt, dd = 0 
ertheilt. Weiter berechnen wir die entsprechenden Incremente der 
Groéssen 9;, 9,; ete. 


8o, 9, tap tates Tabet +0 0 MU Ean 


ce: al oe, ." Ou; 
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und bezeichnen A/, aufgefasst als infinitesimale Transformation aller 
dieser Gréssen mit A’/. Alsdann wird, wie man sich leicht tiberzeugt: 


Af = is + U,B/f + U,B/f+---++ U, Byf. 
Nehmen wir daher eine ganz beliebige Differentialinvariante 
Q(x, ... Sn, DO...) = Q(9), 
deren Ausdruck nach dem Vorangehenden die Grésse uw nicht explicite 
enthilt, so ist jedenfalls 
A’ (Q(%)) = 0. 
In dieser identisch bestehenden Gleichung bezeichnet Q eine Function 
der unabhingigen Variabeln 2;, 9;, D, etc...., wihrend A’f eine 
infinitesimale Transformation in eben diesen Variabeln und w darstellt. 
Ich ersetze nun in B,f und A’f iiberall © durch TT und bezeichne 


die hervorgehenden Ausdriicke mit B,’f und A”f. Dann wird selbst- 
verstindlich A” Q(1T) = 0, oder ausgefiihrt: 


(L) De 42 +h 7 AT + a any AT t + 


und diese Gleichung besteht, wenn die Gréssen 2, TT;, Thi... als 
unabhingige Variabeln betrachtet werden. Erinnern wir uns nun, 
dass TT, TI;, Tl... saémmtlich Functionen von 2, ...2,, u bezeichnen, 
so lisst sich die letzte Gleichung in solcher Weise interpretiren, dass 
sich Q(T) wirklich als eine Lésung von Af = 0 herausstellt. Um diess 
nachzuweisen , differentiiren wir die Identitat: 
AT =O— oh 4 ti Uy S511 
nach 2; und erhalten so die Relation: 


ab, 
AT, = — > Us ae Th, 


deren rechte Seite nach einer friiheren Formel eben das Increment der 
Grésse TT; bei der infinitesimalen Transformation A”f darstelit. Wir 
kommen daher auf die Formel: 


AT]; = A’Ti; e 
Wiederholte Differentiationen geben die analogen Gleichungen: 
Alli, — A’Tlig, Allies om A’ Tligs etc. 


Da endlich: Az; = A” x; ist, erhalten wir durch Substitution der ge- 
fundenen Werthe in (L) die Gleichung: 


+ Die Ale +e Ata t= 








‘F 
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welche wirklich zeigt, dass Q(IT) eine Lésung von Af =O darstellt. 
Somit haben wir den folgenden allgemeinen Satz: 

Satz 14. Sind Bf, B,f...B,f unabhiingige infinitesimale 
Transformationen einer Gruppe mit n Variabeln x, ... 2, und r Para- 
metern, ist ferner 


Af =0=££ 4 U, BS +---+U,Bf 


eine gegebene partielle Differentialgleichung , deren Coefficienten U, nur 
von u und nicht von den x abhiingen; ist endlich 


Q (a+. tn, LS = A --)= 2) 


Ox, Ox, ° Ou? 





eine beliebige Differentialinvariante der Gruppe B,f, und TT (x,...2n, ¥) 
eine Lisung von Af = 0, so ist Q(T) ebenfalls eine solche Lisung.*) 
Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes gewinnt man aus TT 
eine Reihe never Lésungen. Gestattet TT, aufgefasst als Function der 
x allein, eine gewisse Anzahl etwa @ und nicht mehr unabhingige 
infinitesimale Transformationen der Gruppe B,f, und geniigen ausser- 


dem diese g Transformationen Q’ linearen Relationen >) By B.f = 9, 
so liefert unser Verfahren successiv alle Lésungen mit Ausnabme der 
@ — @’ letzten.**) “ 

Im Vorangehenden dachten wir uns ein Integral TT = Const. der 
Differentialgleichungen Af = 0 oder des simultanen Systems: 


*) Setzt man einerseits voraus, dass die B,f die Form x; besitzen, 


af 

Ox, 
andererseits, dass die gegebenen Integrale mit einer arbitrdren Constanten alge- 
braisch sind, so stimmen die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen 
mit einer von Darboux herriihrenden Theorie (Comptes rendus 1880). Ich darf 
im Uebrigen bemerken, dass die von mir in den Gétt. Nachrichten 1871, p. 551—557 
ausgefiihrten Integrationen mit den in diesem Paragraphen dargestellten Methoden 
verwandt sind. Die iibrigen Theorien dieses Paragraphen, die vollstandig 
mein Eigenthum sind, habe ich im Nov. und Dec, 1882 in Mittheilungen an die 
Gesellschaft d. W. zu Christiania skizzirt. 


**) Geht nimlich ein Werthsystem 2, ...2,, up in ein zweites Werthsystem 
x,” ...@), Up tiber, durch eine Transformation der Gruppe B,/, welche gleich- 


zeitig die Function TT(a,...,,, %) invariant lisst, so hat fiir diese beiden Werth- 
systeme jede Differentialinvariante nach der Einsetzung von TT identische Zahlen- 
werthe, Haben andererseits fiir zwei Werthsysteme a,’, uw und 2,”, % sowohl 
TT als auch jede zugehérige Differentialinvariante beide Male identische Zahlen- 
werthe, so giebt es unter den Transformationen der Gruppe B,f sicher eine, 
welche das eine Werthsystem in das zweite iiberfiihrt und gleichzeitig TT invariant 
lisst. Der im Texte aufgestellte Satz ergiebt sich durch Verbindung der soeben 
angestellten Betrachtungen. Ganz analoge Betrachtungen fiihren zum Ziele, wenn 
gleichzeitig mehrere Lisungen TT, (a, ...#,,, 4) gegeben sind, 
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da; “Ay ; 5 . 
ee Unb: (i= 1,2...0) 


vorgelegt und zeigten, welcher Vortheil sich daraus ziehen lisst. Ganz 
analoge Theorien lassen sich entwickeln, wenn ein particuldres Integral 
Z, == F(a, ... Xn-1, &) 
oder ein System von particuliren Integralen*) 
Bq = Fy (2, ..-%q, 6), Sea = Pain... Zep = Pog 


(oder mehrere solche) vorgelegt ist. Dasselbe gilt, wenn ein beliebiges 
System vow Differentialgleichungen, welches die infinitesimale Trans- 
formation Af zulisst, gegeben ist. Die hiermit angedeuteten Theorien, 
deren Durchfiihrung gar keine Schwierigkeit bietet, griinden sich einer- 
seits auf meine allgemeine Theorie der Differentialinvarianten , anderer- 
seits darauf, dass die Integration der Gleichung Af = 0 immer ge- 
leistet werden kann, wenn hinldnglich viele particuldre Integralsysteme 
von der Form 2 = F,(u) gegeben sind. 

24. In der vorangehenden Nummer betrachteten wir eine Glei- 
chung Af =O von einer gewissen speciellen Form, dachten uns ein 
oder mehrere Integrale des aquivalenten simultanen Systems gegeben, 
und zeigten, dass es im allgemeinen méglich war durch Differentiation 
gewisse weitere Integrale herzustellen. Hiermit ist die Integration von 
Af =O reducirt auf die Erledigung einer neuen Gleichung A’f = 0 
mit weniger Variabeln. Es ist dabei sehr bemerkenswerth, dass diese 
reducirte Gleichung A’f =O gewisse charakteristische Eigenschaften 
besitzt, die ihre Integration erleichtern. Bei Auseinandersetzung dieser 
neuen Theorie beschriinke ich mich hier auf einen besonders wichtigen 
speciellen Fall. 

Ich nehme an, dass die Bf die Form 


of 


Pe= a, ? 2; pp = x; AL 


Ox, 
besitzen. Unsere Gleichung Af = 0 hat somit die Form: 
0 é 
SE + Uae, + Une t + +++ Unnte + Ui) ZL = 0 = Af, 


wobei die U;,; nur von uw abhiingen. Vorausgesetzt wird, dass eine 
Lésung von Af = 0, etwa TI(a,...2%a, uv) gegeben ist. 

Ich werde nun zuniichst zeigen, dass es mdglich ist, fiir 7, ...2, 
solche neue Variabeln x, ...x, einzufiihren, dass gleichzeitig Af und 
TT eine bemerkenswerthe einfache form annehmen. Darnach stelle ich 
diejenigen Differentialgleichungen auf, welche die allgemeinsten Gréssen 


*) Es fragt sich hier, wie viele wesentlich verschiedene Transformationen 
der Gruppe das vorgelegte Gleichungssystem zulisst, 








fo 


( 


be 


b 
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X, .- . X, bestimmen, durch deren Einfiihrung Af und TT die besprochene 
einfache Gestalt erhalten. 


Ich bilde die endlichen Gleichungen unserer Gruppe 


x, = > Zii(u) x; + Ze (uw) 
und denke mir Z; und Z so als Functionen von uw gewihlt, dass 
die x, Lésungen von Af = 0 sind. Ich fiige die weitere Beschrinkung 
hinzu, dass x; bei der Substitution «—w«, in a; tibergehen soll. Werden 
die hierdurch definirten Gréssen x, neben w als neue Variabeln ein- 


gefiihrt, so wird zunichst Af = $f . Es besteht ferner eine Relation: 
T(z, ...%_, 6) on We, ... Xe), 
wetche bei der Substitution w= wu, iibergeht in: 
T(x, .-. Sn, %) = W(x, ... 2a) 
und es wird also: 
TT(@, ... an, 6) om TT(x, ... En, MH). 


Jetzt kénnen wir unser Integrationsproblem folgendermassen 
formuliren : 


X, .. + Xn Sollew in allgemeinster Weise als Functionen von x, . 
- +2, u derart bestimmt werdén, dass die Gleichungen 
ex; ' 
7 see =(), Ax; = 0, 
(N) Ox, CX; 


TT (x, ... Xny %q) == IT(@, ... Up, 04) 
bestehen. 


Ks ist nun offenbar, dass diese Differentialgleichungen nach der 
in § 6 entwickelten allgemeinen Methode behandelt werden kénnen. 


a2 
Die allgemeinste Lésung x der Gleichungen Ax = 0, Toa = 0 
ter 
driickt sich niimlich durch » particuliire Loésungen y,, y....y, folgen- 
dermassen aus: 
X= OY, + Yo ts + enya te, 

wenn die ¢ arbitriire Constante» bezeichnen, 

Bilden daher 2,, % ... % ein System particuliirer Lésungen der 
vereinigten Gleichungen (N), so werden thre allgemeinsten Lisungen 
X,.-.Xn geliefert durch lineare Ausdriicke: 


(P) Xi = CyB, + Cee Zo + +++ + CinZn + Ge, 
deren constante Coefficienten c der einzigen Beschriinkung wnterworfen 
sind, dass die Gleichung 
TH (x, . «+ Xny Mp) = T(z, . . Sey, Me) 
bestehen soll. Wenn daher TT (x, ... Xn, U)) keine continuirliche 
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Gruppe von linearen Transformationen gestattet, so geschieht die Be- 
stimmung der x; ohne Integration, allein durch ausfiihrbare Operationen. 
Gestattet dagegen TT eine derartige Gruppe mit @ Parametern, so ver- 
langt die Avuffindung der x, nach der in § 6 entwickelten Methode 
im Allgemeinen noch die Integration einer Gleichung A’f =O mit 
o + 1 Variabeln und @ infinitesimalen Transformationen. Dieses 
reducirte Problem wird dann in der gewdhnlichen Weise weiter 
zerlegt. 

Die Schlussbemerkungen der vorangehenden Nummer finden offen- 
bar auch hier Anwendung.*) 


§ 9. 
Allgemeine Siatze iiber continuirliche Gruppen von Transformationen. 


25. In diesem Paragraphen stelle ich eine Reihe fundamentaler 


Siitze tiber Transformationsgruppen , theilweise ohne Beweis zusammen. 
Ich beginne mit drei einfachen Hiilfssiitzen, welche sich auf die allge- 
meine projectivische Gruppe der Mannigfaltigkeit z,... 2, beziehen, 
das heisst auf diejenige Gruppe zwischen den genannten Variabeln, 
deren n(n -+ 2) infinitesimale Transformationen auf die drei Formen 


Pr Xi Pr; Li (Ly Py + L Po + — + Ln Pn) 
reductibel sind. 

Hiilfssatz 1, Die allgemeine projectivische Gruppe der Mannig- 
faltigkeit #,...2, mit den »(n-+2) infinitesimalen Transformationen 
Pe, Li Pe, Ui (LX, Py + +++ + Ly Pa) ist einfach. 

Hiilfssatz 2. Die allgemeine projectivische Gruppe der Mannig- 
faltigkeit a,...2, enthalt keise Unte:y:uppe mit mehr als n(m+ 1) 
infinitesimalen Transformationen. Jede Untergruppe, welche gerade 
n(n-+1) Transformationen enthilt, ist vermége einer projectivischen 
Transformation entweder mit der Gruppe p;,, xp; oder mit der Gruppe 
Li. Pe, Li(L, Pp, + +--+ Lapa) dhnlich. (Diese beiden Gruppen sind 
gleichzusammengesetzt, indem die eine in die andere durch eine dua- 
listische Transformation iibergefiihrt werden kann). 

Hiilfssatz 3. Die Gruppe p,, 2; p, enthilt nur drei invariante Unter- 
gruppen. Die erste besteht aus den Transformationen , (allen Trans- 
lationen), die zweite aus den Transformationen 


Pe» Py +++ + XnDn 
(allen Aehnlichkeitstransformationen), die dritte aus den Transformationen 


Pk» Li Pi — LePey LiPx(t 2k) 


*) Die Theorien dieser Nummer dehnen sich leicht auf den Fall aus, dass 
statt der Gruppe p,, &;p, eine ganz beliebige Gruppe B,f mit bekannten end- 
lichen Transformationen vorgelegt ist. 
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{allen projectivischen Transformationen, welche die Volumina des 
Cartesischen Raumes a; invariant lassen). 

Die Beweise fiir diese drei mir lingst bekannten Sitze, welche 
ich schon bei verschiedenen Gelegenheiten benutzt habe, ergeben sich 
leicht aus den Elementen meiner Theorie der Transformationsgruppen. 

26. Tiefer liegen die folgenden iiusserst wichtigen Sitze, unter 
denen die drei ersten sich auf Gruppen von Punkttransformationen, 
die iibrigen auf ganz beliebige Gruppen von Beriihrungstransforma- 
tionen beziehen. 


In den beiden ersten Siitzen denke ich mir die Ausdriicke der 


infinitesimalen Transformationen >t p; nach den Potenzen der « ent- 
wickelt und spreche wie friiher von infinitesimalen Transformationen 
nullter, erster... Ordnung. 

Satz 15. Enthiilt eine Gruppe von Punkttransformationen in den 
Variabeln x,...X_ n infinitesimale Transformationen nullter Ordnung 
Ptes+,Pot:::; 34) Pa fe: 
und n® infinitesimale Transformationen erster Ordnung x; p,y-+ +++, 80 
sind zwei Fille denkbar. Entweder enthdlt sie infinitesimale Trans- 
formationen zweiter Ordnung und ist dann vermittelst einer Punkt- 
transformation dhnlich mit der allgemeinen projectivischen Gruppe der 
betreffenden Mannigfaltigkeit; oder auch unsere Gruppe enthdlt keine 
infinitesimalen Transformationen ausser den angegebenen n(n + 1); 
dann ist sie durch eine Punkttransformation mit der Gruppe px, 2: px 

dhnlich, 

Satz 16. Enthdlt eine Gruppe von Punkttransformationen in den 
Variabeln x, ...%n ” infinitesimale Transformationen nullter Ordnung 
Pretest, Dotecsy sss pate + und n®? — 1 infinitesimale Trans- 
formationen erster Ordnung von der Form: 

Ti Prs-- (i Zh); LP, —Upit--s, 
sonst aber keine von der ersten Ordnung, so ist sie durch eine Punkt- 
transformation mit der linearen Gruppe 
Pi, i pei Sk), ey py — wie pi 
ahnlich. 

Diese beiden merkwiirdigen Siitze publicirte ich, fiir den Fall 
n = 2 in den Gott. Nachr. Decbr. 1874, und in voller Allgemeinheit 
in meinem Archive Bd. III, 1878. Fiir den Fall » = 2 gab ich, wenn 
ich nicht irre, strenge Beweise derselben in den Math. Ann. Bd. XVI, 
p. 509 u. ff.; im allgemeinen Falle lisst sich der Beweis in ganz 
analoger Weise fiihren. Man kann iibrigens noch viele ahnliche Sitze, 


die sich theilweise auch auf Gruppen von Beriihrungstransformationen 
beziehen, aufstellen, 


9* 
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Aus den vorangehenden Siitzen folgt als Corollar der folgende: 
Satz 17. Ist eine Gruppe von Punkttransformationen der Mannig- 

faltigkeit a, ... x, gleicheusammengesetet mit der allgemeinen projec- 

tivischen Gruppe dieser Mannigfaltigkeit, so ist sie mit ihr durch eine 

Punkttransformation dahnlich. 

Der Beweis dieses Satzes liisst sich folgendermassen fiihren. Unsere 
Gruppe muss ” unabhiingige infinitesimale Transformationen nullter 
Ordnung enthalten, indem sonst die infinitesimalen Transformationen 
erster und héherer Ordnung eine Untergruppe mit mehr als »(n-+-1) 
Parametern bilden wiirden, was nicht méglich ist (Hiilfssatz 2), Wir 
haben also »(m-+ 1) infinitesimale Transformationen erster und héherer 
Ordnung, die eine mit der Gruppe ~, xp, gleichzusammengesetzte 
Untergruppe bilden. Giebt es nun mn? infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung, so folgt die Richtigkeit unseres Satzes direct aus dem 
Satze 15. Giebt es andererseits weniger als n? mfinitesimale Trans- 
formationen erster Ordnung, so haben wir jedenfalls mehr als n, etwa 
n+ « infinitesimale Transformationen, deren Ordnung grésser als 1 
ist. Wiren diese sémmtlich.von der zweiten Ordnung, so miissten sie 
paarweise vertauschbar sein und iiberdies eine invariante Untergruppe 
bilden, was nach dem Hiilfssatze 3 unméglich ist. Unsere Gruppe 
enthilt daher sicher infinitesimale Transformationen dritter Ordnung. 
Es lisst sich aber nachweisen, dass wir so auf einen Widerspruch 
gefiihrt werden. 

Die infinitesimalen Transformationen erster Ordnung 7’, zusammen 
mit den infinitesimalen Transformationen zweiter Ordnung 7’, und den- 
jenigen dritter Ordnung 7’, u. s. w. bilden nimlich offenbar eine Gruppe 
mit den » — 1 invarianten Untergruppen 7',, 7, ...7n; 7; ... Tn; 
T,... 7, u.s. w. Beritcksichtigen wir nun den Hiilfssatz 3, so er- 
kennen wir, dass »=93 sein muss, dass also unsere Gruppe keine 
infinitesimale Transformation enthilt, deren Ordnung grésser als 3 ist. 
Dabei miissten alle (7',, 7',) als Ausdriicke vierter Ordnung verschwin- 
den, was mit dem Hiilfssatze 3 in Widerspruch steht. 

Unser Satz ist also bewiesen. 

27. Ich gebe jetzt eine andere Reihe fundamentaler Siitze, die 
sich auf beliebige continuirliche Gruppen von Beriihrungstransforma- 
tionen beziehen. Die wichtigsten unter ihnen habe ich zuerst in den 
Verh. d. Ges. d. W. zu Christiania in der Note: Untersuchungen tiber 
Differentialgleichungen III] (Mai 1883) publicirt. 

Theorem V. Enthilt eine einfache Gruppe G, mit » Para- 
metern eine Untergruppe G,, mit »—1 Parametern, so 
ist m gleich 3 und es ist G, gleichzusammengesetzt mit der 
allgemeinen projectivischen Gruppe einer einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit. 
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Um diesen Satz zu beweisen, fasse ich, wie ich es zu thun pflege, 
die infinitesimalen Transformationen -c, H, + ----+ ¢, H, unserer 
Gruppe als Individuen*) auf, die bei der Gruppe unter einander ver- 
tauscht werden. Eine (nm — 1) gliedrige Untergruppe G,; mit den 
infinitesimalen Transformationen H, ...H,—, bleibt invariant bei Aus- 
fiihrung einer in ihr enthaltenen infinitesimalen Transformation 


C, H, oe ere -- Ca—5 Hint 
Dagegen muss sie durch Ausfiihrung einer infinitesimalen Transforma- 
tion von der Form: 


Hi, + ¢, Hy + ¢, Hy + +++ + Cra Ans 

in eine benachbarte (m — 1) gliedrige Untergruppe iibergehen, denn 
sonst wiire sie innerhalb G, invariant. Es ist ferner klar, dass die 
Untergruppe G,_; in dieselbe benachbarte G,_, tibergeht, welche 
Werthe auch die Constanten c haben mégen. Bei Ausfiihrung aller 
endlichen Transformationen unserer Gruppe geht unsere G,_; somit 
in einfach unendlich viele G,-, tiber; der Inbegriff derselben bildet 
eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M@,, welche von G, in sich 
transformirt wird. 

Ich behaupte nun, dass alle diese G,_; nicht gleichzeitig bei ein 
und derselben infinitesimalen, Transformation K unserer Gruppe G, 
invariant bleiben kénnen. Es wire dann nimlich K in allen G,_, 
zugleich enthalten und es existirte in G, eine invariante Untergruppe, 
nimlich der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen, welche 
allen Ga»; gemeinsam sind. Das ist ausgeschlossen, es giebt also 
wirklich keine infinitesimale Transformation K, welche alle unsere oo! 
G,-1 gleichzeitig invariant lisst. Hieraus folgt, dass zwei verschiedene 
infinitesimale Transformationen H, und H, jene einfach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit M, nicht in gleicher Weise transformiren kénnen, 
weil sonst die Transformation H, — Hy alle Ga, unserer UM, in- 
variant liesse. Also wird die einfach ausgedehnte Mannigfaltigheit M, 
durch eine Gruppe G, mit n Parametern transformirt und also ist n 
nicht grésser als drei (Math. Ann. Bd. XVI, p. 455). Wire anderer- 
seits » gleich 2, so enthielte G, jedenfalls eine invariante Untergruppe 
und also ist unser Satz erwiesen. ‘i 

In den folgenden Siitzen verstehe ich unter G, kurzweg eine Gruppe 
mit + Parametern. 

Satz 18. Enthdlt eine zusammengesetate Gruppe G, eine nicht in- 
variante Untergruppe Gy»-1, so umfasst die Untergruppe G,-1 eine Unter- 





*) Man denkt sich am besten alle infinitesimalen Transformationen >} ¢, H, 
als Punkte eines n-fach ausgedehnten homogenen Raumes, der durch eine pro- 
jectivische Gruppe transformirt wird. Die G,_, sind dann ebene Mannigfaltig- 
keiten u, 8. w. 
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gruppe G., welche sowohl in der betreffenden G,,_, als in G,, invariant ist ; 
dabet ist n — @ nicht grisser als drei. Ist unter den gleichberechtigten 
G1 keine invariant in G,, so ist n—@=3. In diesem Falle kinnen die 
infinitesimalen Transformationen von G, , welche H,...H,-3, B,, By, B, 
heissen mogen, so gewdhlt werden, dass Relationen von der Form: 


(B,, B,)=B, +> a, H,, (B,, B;) = 2B,+ Pos Bx Hy, 
(B,, B,) =B,+ >’ Vk H,, (H;, B,) -»> Oiks H,, (Hi, H;,) => cinH, 


bestehen. 


Der Beweis dieses Satzes folgt fast unmittelbar aus den bei dem 
Beweise des vorangehenden Satzes angestellten Betrachtungen. 

Theorem VI. Enthalt eine einfache G, eine Gy», da- 
gegen keine G,_,, so ist m=8; ausserdem ist G, gleich- 
zusammengesetzt mit der allgemeinen projectivischen 
Gruppe einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 

Jede G,~2 erhilt niimlich durch Ausfiihrung aller Transforma- 
tionen der G, zweifach unendlich viele Lagen, deren Inbegriff eine 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit JZ, bestimmt. Diese M, wird 
in sich transformirt durch eine Gruppe G,, mit » wesentlichen Para- 
metern. Da ijiberdies G, mit G, gleichzusammengesetzt ist und also 
keine G,_: enthilt, so ist G, ihnlich mit der allgemeinen projectivischen 
Gruppe der M,, wie aus meiner Bestimmung aller Gruppen einer zwei- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit hervorgeht. 

Hiermit ist unser Satz erwiesen. 

Satz 19. Enthdlt eine zusammengesetzte Gruppe G, eine Gao, 
dagegen keine G,-1, so gehirt diese Ga: 2u einer Schaar von oo* Unter- 
gruppen G, 2, unter denen keine invariant ist. Alle diese Gy ent- 
halten eine gemeinsame Untergruppe Gy~-s, die in G, invariant ist. 

Der Beweis dieses Satzes, der iibrigens analog wie Satz 18 niiher 
ausgefiihrt werden kann, ergiebt sich fasst unmittelbar aus den beim 
Beweise der vorangehenden Sitze angestellten Betrachtungen. 

Theorem VII. Enthilt eine einfache G, eine G3, da- 
gegen keine G,_» oder G,_;, so ist nm entweder gleich 15 oder 
gleich 10. Im ersten Falle ist unsere G,, gleichzusammen- 
gesetzt mit der allgemeinen projectivischen Gruppe des 
dreifach ausgedehnten Raumes. Im zweiten Falle ist die 
betreffende G,, gleichzusammengesetzt mit der Gruppe 
aller conformen Transformationen des gewdhnlichen 
Raumes oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit der pro- 
jectivischen Gruppe eines linearen Liniencomplexes. 

Dieser Satz beruht auf meiner noch nicht (vollstiindig) publicirten 
Bestimmung aller Gruppen von Punkttransformationen eines dreifach 








u 
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ausgedehnten Raumes. Es mag hier ausdriicklich hervorgehoben wer- 
den, dass die projectivische G,, eines lineareii Liniencomplexes zweierlei 
G, enthilt, solche niimlich die einen Punkt und solche die eine Com- 
plexlinie invariant lassen. Diese Bemerkung hat eine gewisse Be- 
deutung in der allgemeinen Theorie der Transformationsgruppen. 

Satz 20. Enthdlt eine zusammengesetete Gruppe G, eine Gys, 
dagegen keine Gy. oder Gps, so gehirt diese Gps zu einer Schaar 
von co? Gruppen Gy_s, unter denen keine invariant ist. Alle Gyr-s 
dieser Schaar enthalten eine gemeinsame in G, invariante Ge, und zwar 
ist n — @ gleich 10 oder 15. 

Auch dieser Satz kann in Analogie mit Satz 18 vervollstindigt 
werden. 

Satz 21. Enthdilt eine Gruppe G, eine Gr_,, dagegen keine Un- 
tergruppe mit mehr als n —q Parametern, so gehort diese Gr. eu 
einer Schaar von cot Gruppen G,_,; von derselben ist keine fiir sich 
allein, wohl aber ist ihr Inbegriff in G, invariant. 

Dieser letzte Satz ist eigentlich eine unmittelbare Consequenz der 
Begriffe Untergruppe und invariante Untergruppe. Derselbe kann fir 
jeden Werth der Differenz » — q niiher pricisirt werden. Auf die 
hiermit angedeutete Reihe von fundamentalen Sitzen*) werde ich 
hoffentlich bei einer spiiteren Gelegenheit zuriickkommen kénnen. Hier 
beschriinke ich mich auf die Formulirung zweier wichtiger Fragen. 

Gesetzt, eine einfache Gruppe G, enthilt eine Untergruppe G,_, 
und keine mit mehr als n—gq Parametern. Giebt es dann, frage ich, 
unter den projectivischen Gruppen einer g-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit eine mit G, gleichzusammengesetzte Gruppe? Ich vermuthe, 
dass diese Frage mit ja zu beantworten ist. Nach dem Obenstehenden 
ist dies jedenfalls der Fall, wenn g gleich 1, 2 oder 3 ist. 

Meine zweite Frage ist folgende: Es sei vorgelegt eine einfache 
(projectivische) Gruppe G, einer g-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
unter deren Untergruppen keine mehr als » — q Parameter enthiilt. 
Giebt es dann eine Gruppe mit mehr als » Parametern, welcher G,, als 
invariante Untergruppe angehért? Diese Frage muss wahrscheinlich 
mit Nein beantwortet werden. 


*) Diese Siitze kinnen fiir jeden Werth von q formulirt werden, wenn die 
Gruppen von Punkttransformationen eines g-fach ausgedehnten Raumes alle be- 
stimmt sind. [Es ist méglich alle r-gliedrige Gruppen von Punkttransformationen 
eines n-fach ausgedehnten Raumes durch ausfiihrbare Operationen zu bestimmen. | 
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§ 10. 


Integration vollstandiger Systeme mit bekannten endlichen Transforma- 
tionen, die eine continuirliche Gruppe bilden. 


Die Aufgabe ein vollstindiges System mit bekannten infinitesimalen 
oder endlichen Transformationen, die eine Gruppe bilden, zu integriren, 
reducirt sich immer auf das folgende Problem: 

Vorgelegt ist cine Gleichung: 


Af=0=2 4 kV, (2, Yi) Yo. + + Ym) = 
- Ye 
mit m bekannten infinitesimalen Transformationen: 
Bf = $ Hei (@, Yis Yr +++ Ym) a (K=1...m), 
1 : 
die eine Gruppe bilden und keine lineare Relation >’ By B, f = 0 be- 
friedigen. Wir haben daher noch folgende Relationen: 


(A, B,) = 0, (B;, B,) => Ciks B,. 


28. Indem ich mein altes Problem wieder aufnehme, setze ich 
jetzt einerseits voraus, dass die endlichen Transformationen der Gruppe 
B,f bekannt sind, andererseits, dass die Zusammensetzung dieser 
Gruppe durch eine vorlaufige algebraische Discussion bestimmt wor- 
den ist. 

Ist Bayi, Buio...B,, eine invariante Untergruppe der gegebenen 
Gruppe mit mdéglichst vielen Parametern, so bestimmen wir ein System 
Lésungen 2, 2, ...2, des vollstindigen Systems: 

Basyif = 90, Bapsef = 0... Baf =O. 
Das ist nach unserer Voraussetzung, dass die endlichen Transforma- 
tionen der Gruppe bekannt sind, als eine ausfiihrbare Operation auf- 
zufassen. Wir fiihren 2, z,...2, neben m—vn anderen Groéssen etwa 
Ynit +++ Ym als neue unabhingige Variabeln ein. Nach unserer Voraus- 
setzung, dass B,+;... B,, eine invariante Untergruppe bilden, bestehen 
Relationen von der Form: 


Bi+i( Be (f)) _ B, (Buti (f)) —= An+1 Basa -t ee -. Sigllns 
Wenn f = a; gesetzt wird, folgt: 
Bazi (B: (x;)) = 0, 


was bedeutet, dass B,(x;) nur von 2, 2, ...2%, abhingt. Setzen wir 
andererseits auch in den Gleichungen: 


A(Buys(f)) — Buts(A(f)) = 0 
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f = 2;, so wird B,;;(A(a;)) = 0, woraus wir ebenfalls schliessen, dass 
A(aj) nur von “, % ... 2%, abhingt. 
Demnach erhalt Af in den neuen Variabeln die Gestalt: 


ap— fb + SE ile. \# +3} tite. ma) BE. 


Die infinitesimalen nieeediatiadinis Bris... B, der invarianten Unter- 
gruppe sind offenbar von den Differentialquotienten von f nach 2, 2, . 
. % frei und haben also die Form: 


Bu+sf =>! Mnpii(@ Ly «+. Ln Yt» + + Ym) = 
n+1 ’ 


Dagegen erscheinen die iibrigen infinitesimalen Transformationen Bf 
in der Form: 


Bf -> bn: (x, Zy-- 2x) a aS 7 x “am Ym) ee ‘ 


n+1 


Wir kénnen jetzt die Integration von Af—O dadurch foérdern, 
dass wir zuniichst die reducirte Gleichung: 





Af= O=— of +>} X; (2, 2... Xn) ge 
1 
erledigen. Diese Gleichung enthilt nur n + 1 Variable und gestattet 
dabei » bekannte infinitesimale Transformationen in diesen Variabeln, 
namlich: 


Bif = >* bi (a ++. De) ef (k—=1,...n), 
1 t 


welche eine Gruppe bilden und keine lineare Relation >’ 6,’ B; =0 
erftllen. Diese Gruppe ist jetzt einfach. 

Sind nun x,, x,...X, ein System Lésungen der Gleichung A’f=0 
(deren Integration wir uns geleistet denken) und also gleichzeitig 
Lésungen von Af = 0, so fiihren wir 7, x; ..-Xn Ynp1- ++ Ym als neue 
unabhiingige Variabeln ein. Hierdurch erhilt Af = 0 die Form: 


Af=0— 04 bY, (a, X,...Xap Sopas- 


é 
=) Oy, 
n-+1 : 


und die infinitesimalen Transformationen B,+;...B,f, welche Af=0 
in sich transformiren, enthalten jetzt neben den als Constanten auf- 
tretenden Gréssen w, x,...X, nur die Variabeln y,41... Yn. 

Die Integration der Gleichung Af=0 mit m Variabeln und m+ 1 
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infinitesimalen Transformationen ist hiermit zerlegt in die Erledigung 
der beiden einfacheren Gleichungen: A’ f = 0 mit n + 1 Variabeln und 
n infinitesimalen Transformationen und Af=0 mit m—n-+1 Variabeln 
und m—n infinitesimalen Transformationen. Bilden diese m — n 
Transformationen eine zusammengesetete Gruppe, so zerlegt sich die 
Integration von Af = 0 in ganz entsprechender Weise u. s. w. 

29. Wir beschiftigen uns jetzt mit dem reducirten Probleme: 

Es ist die Gleichung vorgelegt: 


tr-0— 2a + a ae. 4 
A’ f=0= + Sia alte Ni Tm, 


mit » bekannten infinitesimalen Transformationen: 


n 
- _—e a = of 
j= BE (LX, ooo = 
Bif > Sik (@ Ly Zn) Oa, ? 
1 


die eine einfache Gruppe mit bekannten endlichen Transformationen 

bilden. Wir wissen iiberdies, dass die B;f keine lineare Relation 
> B; B; f = 0 befriedigen. 

Wir kénnen jetzt die Entwickelungen der Nummer 17 verwerthen. 

Es giebt nach denselben eine Gruppe mit » infinitesimalen Transfor- 


mationen: 
J as 
7, : or or 
Cy f = > a (ay ay sae Oa, ? 
1 


welche durch die » Gleichungen: 
(A’, C’) =0, (B;,C’) =90 
volistindig bestimmt sind. Auch wissen wir, dass die Auffindung der 
Cf sich mit der Integration von A’f = 0 vollstindig deckt. 
Es giebt andererseits, wenn x als Constante betrachtet wird, » 
infinitesimale Transformationen : 





Dif =D" ei(@, 2). +t) ZO, (be l...m), 
i ‘ 


welche durch die Relationen: 

(B;, Dy) =90 
bestimmt werden. Da wir ausserdem die endlichen Transformationen 
der Gruppe B/f kennen, so ist es méglich, » unabhingige infinitesi- 
male Transformationen D,’f wirklich herzustellen- Es ist auch klar, 


dass die allgemeinsten Ausdriicke D’, welche die Relationen (B/, D’) 
erfiillen, die Form 


pei (x) Dy f + peo(e) Df +--+ + Gen (x) Daf 





U 
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besitzen. Insbesondere haben daher die unbekannten infinitesimalen 


Transformationen C;f diese Form, oder es bestehen 2n Relationen 
von der Form: 


KS =>! pu @) Dif, Dif =>} ou (aCrt- 

Erinnern wir uns jetzt, dass alle (A’, C,’) gleich Null sind, so erkennen 
wir, dass die bekannten Ausdriicke D,f gewisse Relationen: 
(A’, Dy) = Axi (&) Dif + +++ ob An (x) Dif 
erfiillen. 

Es handelt sich also um die Integration einer Gleichung A’ f = 0 
mit n bekannten infinitesimalen Transformationen B,' f, welche zu A’ in 
der Beziehung (A’, By) = 0 stehen. Ueberdiess kennen wir n infinitesi- 
male Transformationen D, f, welche Relationen von der Form 


(A, Dy) =>} ai (a) Di 
erfiillen; diese D'f bilden eine mit der Gruppe B,’... By, dhnliche, 
folglich eine einfache Gruppe. 

Um dieses Problem noch weiter zu reduciren, wahlen wir eine in 
der Gruppe B,f enthaltene Untergruppe mit mdéglichst vielen Para- 
metern, etwa Bi.,...B,*), bilden die Lésungen 2, 2, ... 2, des voll- 
stindigen Systems: / 

Buif=0...Bf—0, 
was eine ausfiihrbare Operation ist, und fiihren neben x die x als 
unabhaingige Variabeln ein. Setzen wir nun in den Relationen: 


A’ (Bos: (P)) — Bors (AP) = 9, 
Dj (Bis (f)) — Boss (Di(f)) = 0 
f gleich 2, so wird: 
Byxi (A’ (#)) =9, Boys (Dj (%)) = 9, 
sodass sowohl A’z, als Dj z, nur von 2, 2,...2, abhingen, In den 
neuen Variabeln erhalten daher A’f und D,'f die Form: 


q 
"ef of wr 
A’f =O = ZL 4 SZ, (a, 8, ..- &) $e, 
1 


Di’ f = Sh Zui (a, 2 « i) FE (k—=1, 2...n). 


Die D,’f bilden eine mit der Gruppe B,’...B, gleichzusammenge- 
setzte Gruppe und geniigen dabei gewissen Relationen: 


*) Enthilt die einfache Gruppe B,’...B/ verschiedevartige Untergruppen 


mit nq Parametern, so ist es nicht ganz gleichgiiltig, welche wir wihlen 
(s. hierzu p. 135, Zeile 1—4 dieser Abhandlung), Bei einer anderen Gelegenheit 
gehe ich darauf niiher ein. 
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(A”, Di”) = per(x) Dy” + +++ + Gen(@) Di. 

Ist die Gleichung A” f = 0 integrirt, so geniigen nach den in § 2 dar- 

gestellten Entwickelungen zur Erledigung von Af = 0 blosse Differen- 

tiationen.*) 

Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass die Kenntniss der D,”’ f zur 
Reduction von A” f =O auf eine canonische Form fihrt. Ich werde 
dies an einer Reihe von Beispielen, unter denen eins von sehr allge- 
meiner Natur ist, verificiren. 

30. Zuerst nehmen wir an, dass » = 1 ist. Dann kann die Inte- 
gration der Gleichung 





Searles “es 
A'f=0=— a + X(a, x;) Bar, 
mit der bekannten infinitesimalen Transformation B,f = & or be- 


kanntlich durch eine Quadratur geleistet werden. bn 
Ist dagegen n grésser als 1, so kann die Integration von A’f=0 
niemals durch eine Reihe von Quadraturen geleistet werden. Es sei 
zunichst g=1. Dann ist nach unserem Theoreme V: »=3 und 
die Gruppe D,”, D,”, D,’ ist gleichzusammengesetzt und zugleich 
aihnlich mit der allgemeinen projectivischen Gruppe einer einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit z, d. h. mit einer Gruppe, deren infini- 
tesimale Transformationen sind: 
(12) df , af 2 af. 
a” * a” " @& 
Wir haben also eine Gleichung: 
A'f=0= £6 + Zea) fh 


mit drei bekannten infinitesimalen Transformationen: 
Dif = Za (a, 4) Zp, (h=1, 2 3), 


die eine Gruppe von Transformationen der Variablen z, bilden. Wir 
kénnen immer annehmen, dass die D,’f so gewihlt sind, dass die 
Relationen 


(Dy; D,') _ D,’; (D,", D,") — 2D,", (D,’; D,;") — D,;" 
bestehen. Setzen wir daher: 


o. a i Te oe at 
Di" = 45 D," =2 dz’ Di =? a) 


so erhalten wir eine Darstellung von z, als Function von z, vermége 








*) Die friiher besprochene Gleichung Af = 0 wird selbstverstindlich in ganz 
ihnlicher Weise wie Af = 0 behandelt. Dabei muss man die auf pag. 89.dieser 
Arbeit gegebenen Entwickelungen beriicksichtigen, worauf ich indess hier nicht 
eingehe. 











Differentialgleichungen, die endliche Gruppen gestatten. 141 


deren die Gruppe D,"f auf die Form (12) gebracht wird. In den 
Variabeln 2, 2 erhalten also A”f und D,’f die Form: 


A*f=0=— 2 4 Zee, 0) 2, 





Cx 
of of 2 of 
ort OE ee 
und die Relationen (D,’, A”) =»: a «@ D;’ liefern drei Gleichungen 
von der Form: 
adZ 
dan Mt HF M22 + O32”, 
adZ 5 
@ Te SF = yy H hype + O38”, 
» AZ 


© q 2 
Ba — 28 = ay, + Oy.8 + Gyg2”", 


welche zeigen, dass Z die Form 
Z=X(a) + X,(@) 24+ X,(@) # 
besitzt. Hiermit isi A’ f = 0 auf eine sogenannte Riccatische Gleichung 
erster Ordnung 
=. —/X + X,2+ X,2 
reducirt. 
Setzen wir ¢ = =! , so wird diese Riccatische Gleichung iqui- 
2 
valent mit dem simultanen Systeme: 


dx dey dv, 


i s447¢.46a  —-aAstoe- se 


oder, was auf dasselbe binauskommt, mit der linearen partiellen 
Differentialgleichung: 


a 3 . 3 
drags a + (Xv + Xz) Hf + (— X,0, + X30) sE, 


wo der Kiirze wegen X, — X, gleich X, gesetzt ist. Also: 
Theorem VU. Hat die Hiilfsgleichung A”f=0O die Form 


of + Z(a, %) E = 0, 


so ist sie reductibel auf eine allgemeine Riccatische 
Gleichung erster Ordnung oder auf eine Gleichung von 
der Form: 


ay) = + (Xie, + X04) 3 + (X30, + X, 0.) FE = 0, 


wo die X; arbitrire Functionen von x bezeichnen. 
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Dieser fundamentale Satz dehnt sich selbstverstiindlich auf alle bei 
der Integration von Af = (0 auftretenden Hiilfsgleichungen erster Ord- 
nung aus, soweit sie sich nicht durch Differentiation oder Quadratur 
erledigen lassen. (Vergl. hierzu Verh. d. G. d. W. zu Christiania, 
Mai 1882, Nr. 10.) 

Nunmehr betrachten wir den Fall g = 2. Wir haben also eine 
Gleichung: 

A’f ROR FE 4A, 215%) GE + 2,0, 2,0) 20 
und eine bekannte einfache Gruppe von m infinitesimalen Transfor- 
mationen: 

De f = Zar (2, #4 %) AL 4 isle, 2, #,) —2f 


Ox 0s,’ 


welche Relationen von der Form: 


(A’, Dy’) = ger(%) Dy” + + + + + qen(x) Dy’ 


erfillen. Da die Gruppe D,” in den Variabeln z,, 2, keine Unter- 
gruppe mit mehr als » — 2 Parametern enthialt, so ist (Z'heorem V1) 
n==8. Die Gruppe D,"f ist ausserdem gleichzusammengesetzt und 
nach dem Satze 17 zugleich ahnlich mit der allgemeinen projectivischen 
Gruppe einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit x, y, also mit 
der Gruppe: 


ae ae ee ee oe oe eee 
a 


awl ’ 


deren allgemeine inf. Transformationen wir mit B,f bezeichnen. Es 
ist dabei unter Beriicksichtigung der in § 4 dargestellten allgemeinen 
Theorie immer, und sogar ohne Quadratur oder Differentiation, méglich, 
die Gréssen x, y derart als Functionen der Variabeln z,, 2, und der 
als Constante auftretenden Grésse x zu bestimmen, dass die D,'f die 
Form B,f annehmen. 

Erhalt nun A’f in den neven Variabeln x, y und x die Form: 


wp Of of 7 
A f= Ox + X(z,x, y) ox + Y oy Cox + Ef, 
so bestehen nach dem Vorhergehenden gewisse Relationen: 


(E, By) = (A", Be) = gai (x) By + +++ + gen (x) B 


welche zeigen, dass Hf sich als lineare Function der B,/f, die- 
selben multiplicirt mit arbitriren Functionen von « darstellt. Es wird 
daher: 














Differentialgleichungen, die endliche Gruppen gestatten. 143 


A’f=0— 2 4 (X, 4 X,x4 Xyy + Xx? + Xxy) 26 


ox 
+ (Xy+ X,x+ Xyy + Xxy+ Ay) 2, 


wo die X, arbitrdre Functionen von 2 sind. 
Setzen wir*) 





Y% Ve 
x= — = 
ee Ves 


so geht A”f =O iiber in: 





== () 


3 
ee . 
pene k(Xirv, + Xivv, + Xis v3) om 


mit den neun arbitriren Functionen X;; von z. Also: 
Theorem 1X. Hat die Hilfsgleichung A’f=—O die Form: 


” a =< . 
_ io te T 4,(a, #19 #2) an + Z,(, #1, #,) 2E = 0, 


so ist sie zurtickfiihrbar auf: 
3 
a +>} (Xerry > Xi2V_ + Xisvy) Fe =0 
1 


mit neun arbitriren Functionen X;; von 2. 

Jede bei der Integration von Af=—O auftretende irreductible 
Hiilfsgleichung zweiter Ordnung kann selbstverstiindlich ebenfalls auf 
die soeben aufgestellte canonische Form gebracht werden. 

Jetzt betrachten wir den Fall gq =—3. Indem wir ganz wie in 
den beiden friiheren Fallen verfahren, erhalten wir folgendes Theorem: 

Theorem X. Hat die Hilfsgleichung A” f=0O die Form: 

3 
1 


A” f = - + AE Zi (@, 85 Boy 25) 9 = 


so ist die Zahl m entweder gleich 15 oder gleich 10, Ist 
n=15, so ist A°*f=0O auf die Form zurickfihrbar: 


4 
oe +2} (Xervy + Xevv, + Aes vy + Xeavy) * =0, 
1 


wo die X;; arbitrire Functionen von x bezeichnen. Ist 





*) Die Griéssen x, y im Texte sind Cartesische Coordinaten in einer Ebene, 
deren projectivische Gruppe eben von den B,/ gebildet wird. Indem wir statt 


x, y die homogenen Coordinaten %, v,, 3 einfiihren, erhalten die B, f bekanntlich 
die lineare Form. 
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n = 10, so lasst sich A”f = 0 ersetzen durch eine iquivalente 
Gleichung 
10 


(M) a + A! Xi (x) Bf =, 
1 


wobei die B,f alle linearen inf. Transformationen des 
homogenen Raumes 2, v,, v5, v4, die einen gewissen linearen 
Liniencomplex invariant lassen, bedeuten. 

Es mag ausdriicklich bemerkt werden, dass die von O. Bonnet 
und J. A. Serret behandelte Aufgabe, alle Flachen zu finden, deren 
eine Schaar Kriimmungslinien auf oo! gegebenen Kugeln liegt, unter 
die soeben behandelte Categorie (n = 10) fallt; desgleichen die von 
mir behandelte Aufgabe, alle Flichen zu finden, deren eines System 
von Haupttangentencurven oo' gegebenen linearen Complexen angehért. 
Diese beiden iiquivalenten Probleme reduciren sich demnach, wenn 
man will, auf eine specielle lineare Differentialgleichung  vierter 
Ordnung. 

Kennt man von einer vorgelegten Gleichung (M) ein einziges par- 
ticuldres Integralsystem v, = f;(x), so reducirt sich das ganze Problem, 
wie hier angegeben werden mag, auf die Erledigung einer einzigen 
Riccatischen Gleichung erster Ordnung und auf ausfiihrbare Opera- 
tionen. 

Endlich erhalte ich durch Verkniipfung der in diesem und dem 
vorhergehenden Paragraphen gegebenen Entwickelungen den folgenden 
fundamentalen Satz: 

Theorem XI. Hat die im Vorangehenden aufgestellte 
Hilfsgleichung Af=—O die Form: 


n ar - 
of 4 >! Xie, ay... te) te =O = AT 
1 
und ist die n-gliedrige einfache Gruppe B,f gleichzusam- 
mengesetzt mit der allgemeinen projectivischen Gruppe 
einer q-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 2,, 2,...2,, so 
ist A”f=0 reductibel auf die Gleichung: 


q+1 


(L) of +>} (Xai, + ead, + +++ + Xe oti M41) Fe = 0, 
1 


deren (n+ 1)* Coefficienten X,; arbitrire Functionen von 
x bezeichnen. 

Derselbe Satz gilt natiirlich tiberhaupt fiir alle bei der Integration 
von Af =O auftretenden Hiilfsgleichungen. 
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Enthilt die n-gliedrige einfache Gruppe D,’f Untergruppen mit 
m —q, aber keine mit mehr als » — q Parametern, so ist die 
Gleichung ; 





0%, 


q 
A’ f= £4 Dh Aula, a... %) of =0, 
1 


wie es scheint, immer aquivalent mit einer allgemeinen oder speciellen 
Gleichung von der Form: 


ar gtl g+l or 
sy * > Xii(%) 0; _ 0. 
ite. 


Es ist indess wohl zu bemerken, dass man bei der Ausfiihrung einer 
solchen Reduction die frither besprochene Untergruppe Bj4:...B), nicht 
ganz beliebig wihlen darf. Auf die hiermit angedeuteten Theorien, 
die ich indess noch nicht vollstindig durchgefiihrt habe, werde ich bei 
einer spiiteren Gelegenheit zuriickkommen. Soviel ist jedenfalls sicher, 
dass sich fiir jede Hiilfsgleichung A”f =O eine einfache canonische 
Form aufstellen lisst. Hat die Gruppe D,”f verschiedenartige Unter- 
gruppen mit » —q Parametern, so giebt es mehrere zugehdrige 
canonische Formen der Gleichtng A” f = 0. 

31. Ist jetzt wumgekehrt eine beliebige Gleichung von der Form 
(L) vorgelegt, etwa die einfache Gleichung: 
Mf— ~£ + (X,(#) + X2,) ZO + (Xn 4+ Xx, ZL =o, 


ox 1 





so setze ich: 

x, =F (x)a,+F,(")2,, x, = F,(x) a, + F,(x) 2, 
und versuche die F, derart zu wihlen, dass M(f) die einfache Form 
ff annimmt. Zur Bestimmung von x, und x, erhalte ich hierdurch 


die Relationen: 


Ox; ox; ox; 
(Q) Mx, =—90, Ga,00, Ly tm Tt, ~ x; = 0, 
° (i = 1, 2). 


Bedeuten x,’, x, ein particuliires System von Lésungen dieser - 
Gleichungen und x,, x, das allgemeinste System, so gelten die 
Relationen : 


(G) Xp = Cy Xp HC yyXy'y Xp = Cy, Ky’ F Cy Xp, 
wobei 4 arbitriire Constanten c;, auftreten. Also geschieht die Be- 


stimmung von x,, x, nach der in § 8 entwickelten Methode durch 
die Integration einer Gleichung Af = 0 mit 5 Variabeln und 4 wesent- 
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lichen inf. Transformationen, welche eine mit der homogenen linearen 

Gruppe (G) gleichzusammengesetzte Gruppe bilden. Nun aber ent- 

halt die Gruppe (G) eine invariante dreigliedrige Gruppe, die mit der 

allgemeinen projectivischen Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannig- 

faltigkeit gleichzusammengesetzt ist, demnach erhalten wir den Satz: 
Satz 22. Die Integration einer jeden Gleichung: 


OF 4 (X,a, + X,2,) 20 + (Xa, + Xm) - gE =0 


Ox, 


liisst sich reduciren euf die Erledigung einer Gleichung 


Af=0=~4 + y ; 


mit drei bekannten infinitesimalen Transformationen 


Bf = > mi = — 


welche eine mit der allgemeinen projectivischen Gruppe einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit gleichzusammengesetate Gruppe bilden. 
Es besteht iiberdiess keine Relation Bb, Bf = 0. 

Durch ein genau analoges Risonnement erhalten wir noch folgenden 
Satz: 

Satz 23. Die.Integration einer beliebigen Gleichung: 


Nf = + 3) Xue )-a4 Zh = 0 


=1 i=1 
lisst sich immer zuriickfiihren auf die Erledigung einer 
Gleichung: 


k=n*—1 


Bes i+ 2 Y; (y, Y ° . Ya—1) Fe = 0 
mit nm? — 1 inf. Transformationen: 7 
i=n*—1 
Bif= DI mils vy «+ werd Bh, 


‘=1 
welche eine mit der allgemeinen projectivischen Gruppe 
einer (n — 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit gleich- 
zusammengesetzte Gruppe bilden. Es besteht itiberdiess 
keine lineare Relation > 6, B.f =9. Daher sind die Inte- 


gration einer beliebigen Gleichung Nf=—O und die Er- 
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ledigung einer beliebigen Gleichung Af=0O mit der be- 
kanunten Gruppe Bf aiquivalente Probleme. 


§ 11. 


Verwerthung einer bekannten Gruppe B, /, deren endliche Trans- 
formationen unbekannt sind. 


Wie im vorangehenden Paragraphen beschiftige ich mich auch 
hier mit der Integration einer Gleichung: 


ors a 
Af= ie +>} X; (x, x, eee Xn i 
1 
mit » bekannten inf. Transformationen: 
Bif = DF bri(@, a... me) GE, 
1 


die eine Gruppe bilden und keine lineare Relation 4 B:B;f =0 er- 


fiillen. Doch nehme ich jetzt an, dass die endlichen Transformationen 
dieser Gruppe unbekannt sind. Ich werde zeigen, dass dieser Fall 
sich auf den einfacheren Fall, dass auch die endlichen Transforma- 
tionen der Gruppe bekannt sind, zuriickfiihren lasst. 

32. Wir kénnen annehmen, dass wir eine canonische Form der 
Gruppe B,f, etwa 


Bf = DS} xu. te) ZL, 





schon kennen, deren endliche Transformationen gegeben sind. Dass 
eine solehe Annahme wirklich immer gestattet ist, soll in der niichsten 
Nummer gezeigt werden. Unter dieser Voraussetzung stellen wir uns 
die Aufgabe, die x, als solche Functionen von w, %,...2, zu 
bestimmen, dass die Gleichungen 


Bi f = Bf, Af = $f 
bestehen. Diese Forderung ist erfiillbar, da sowohl Af, B,f als 


af, B,f eine einfach transitive Gruppe bilden und iiberdiess beide 


Gruppen gleichzusammengesetzt und also ahnlich sind. Ist diese Auf- 
gabe erledigt, so ist die Integration von Af =O geleistet, indem die 
x, ein System von Lésungen dieser Gleichung darstellen. 

Zur Bestimmung der x; erhalten wir eine gewisse Anzahl par- 
tieller Differentialgleichungen : 


10* 
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Ox, : 
Qj (a, a. +. te, ae +) = 


Die allgemeinsten Lésungen derselben enthalten m arbitrire Para- 
meter*) (§ 6) und sind iiberdiess mit einem particuliren Systeme von 
Lésungen x; durch bekannte Gleichungen 


x, = Fy(x,'...X0, @,.-+ Gn) 


verkniipft, die eine Gruppe bilden. Die  infinitesimalen Transfor- 
mationen dieser Gruppe kénnen immer aufgestellt werden und fiihren 
jedes System von Lésungen x, in ein inf. benachbartes System iiber. 

Kurz die Entwickelungen der Nummer 19 zeigen, dass die Inte- 
gration der Gleichungen Q;—0 sich auf die Erledigung einer Gleichung: 


v- of or 
Af=—+)) Yi (¥, Wi +++ Ya) = 
mit » bekannten infinitesimalen Transformationen: 
= 77 
Bif= za Mik(Y, Ye ++ Yn) 7a 
die eine Gruppe bilden und keine lineare Relation a Bb: B;f =0 er- 


fiillen, zuriickfiihren lisst. Die endlichen Transformationen der Gruppe 
B;f sind jetzt ebenfalls bekannt. Somit erhalten wir den folgenden 
fundamentalen Satz: 


Theorem XII. Die Integration einer Gleichung 


n 
Manta = b X,(a, 2, ... %) 2H 
f ox + x( >” n) Om, 
1 
mit m bekannten inf. Transformationen, die keine lineare 
Relation erfiillen, lisst sich immer zuriickfiihren auf die 
Erledigung einer Gleichung 


tf 7 7 
Af=0= +> Yily, Yrrse Yn) i 


mit » bekannten inf. Transformationen B,f, die eine Gruppe 
bilden und deren endliche Transformationen bekannt sind. 








*) Versuchen wir Af und B,f durch Einfiihrung von m+ 1 neuen Variabeln 


x, X,...X, auf die Formen Lf , B,f zu bringen, so enthalten die Ausdriicke 
der neuen Variabeln » + 1 Parameter; insbesondere besitzt x die Form 
x =a -+ a (a = Const). 


Setzen wir daher, wie im Texte geschehen, x = x, so behalten wir nur » arbi- 
trire Parameter. 





ad 











Differentialgleichungen, die endliche Gruppen gestatten. 149 


Es besteht keine lineare Relation z= 6: Bs f =0 und also 


finden die Theorien des vorangehenden Paragraphen ihre 
direkte Anwendung. 

Zu bemerken ist allerdings, dass die neue Gleichung A’f = 0 
eine gewisse Anzahl arbitrirer Constanten enthiilt, die sich nicht ver- 
meiden lassen. 

33. Wir wollen jetzt, wie oben angekiindigt, beweisen, dass es 
wirklich immer méglich ist, zu der vorgelegten Gruppe B;f eine cano- 
nische Form B,f, mit bekannten endlichen Transformationen anzugeben, 

Es ist nach Satz 9 immer médglich eine mit der Gruppe B;f 
gleichzusammengesetzte lineare Gruppe: 


Cf = DF ay ee ZL, (j,k =1,2-++m) 


aufzustellen. Die endlichen Transformationen dieser neuen Gruppe 
kénnen als bekannt angesehen werden. 

Interpretiren wir jetzt die m Gréssen z; als homogene Punktcoordi- 
naten eines (m— 1)-fach ausgedehnten Raumes, so ist es immer 
modglich in diesem Raume eine Figur anzugeben, welche durch Aus- 
fiihrung aller oo” endlichen Transformationen unserer linearen Gruppe 
gerade co” verschiedene Lagen annimmt. Betrachten wir den In- 
begriff dieser oo” Figuren als eiuen n-fach ausgedehnten Raum mit 
den Coordinaten x,...x,, so wird dieser neue Raum durch eine ein- 
fach transitive Gruppe transformirt. Wir bilden die inf. Transfor- 
mationen: 


Bf = > Xyi (xX, cee Xn) ff 


dieser Gruppe, deren endliche Transformationen bekannt sind, und 

schliessen, dass diese mit der Gruppe B,f gleichzusammengesetzte 

Gruppe mit ihr ahnlich ist, weil beide Gruppen einfach transitiv sind. 
Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung érwiesen. 


g 12. 


Allgemeine Methode zur Bestimmung einer continuirlichen endlichen 
Gruppe. 


34, In diesem Paragraphen skizzire ich eine allgemein giiltige 
Methode zur Bestimmung einer continuirlichen endlichen Gruppe: 


deren m Definitionsgleichungen: 
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0&, o 
Sarat Sheon 2 4 Shu vy, 2H 4...20, 


a kij 3, 
0x; 0%;0 X; 





(em 1,2,..., m) 


vorgelegt sind. Diese Gleichungen und die aus ihnen durch Differen- 
tiation hervorgehenden lassen eine gewisse Anzahl, etwa r von den 
Groéssen § nebst ihren Differentialquotienten unbestimmt, dagegen be- 
stimmen sie die héheren Differentialquotienten als lineare Functionen 
jener » Gréssen. Denken wir uns daher die unbekannte inf. Trans- 
formation B,f nach den Potenzen von den Gréssen a, — 2,° ent- 
wickelt, so enthalten diese Reihenentwickelungen ausser r arbitriren 
Coefficienten 4,,4,...4,, die als arbitriire Functionen der 2;° auf- 
zufassen sind, nur noch bestimmte Grdssen. 
Wir kénnen daher setzen 


Bf = A, A,f+ 4, A,f + nhs + 4,A,-f, 
wobei die A,f ganz bestimmte Reihenentwickelungen nach den 2,-— x,° 
bezeichnen. 

Ersetzen wir nun die 2,° durch die von ihnen unendlich wenig 
verschiedenen Gréssen a,° + Azx,°, so erhilt jedes A,f eine neue Form 
A,f + QA;,f und es muss méglich sein den A, soleche Incremente 
AA, zu geben, dass fortwiihrend die Gleichung: 


Bif = (4, + Ad) (A+ O4)f) +--+ + (4 +44, (4, + O4,), 


oder die aquivalente 


>! ae A (Arf) + EAM Af = 0 


besteht. 
Bei der Ausrechnung ergeben sich die Relationen: 
a(A 
. A(A:if) = > an) Ax? 
und 


O(Arf) 


OY) 
Oa; 





= Ds mis Asf, 


wo die m,;, bestimmte Functionen der z,° sind. Also wird: 


> >! > de mis Ax? . Af +> Aa,. A,f =0 
Ad, +>} S} misdr dz? = 0. 


Dieses simultane, lineare System bestimmt die Gréssen 4, als 
Functionen der z,°. Es reducirt sich nach bekannten Regeln auf ein 
aiquivalentes System: 


und 


AAa,+ k ps 4p, Ax = 0, 
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welches statt der » unabhingigen Variabeln 2; nur eine einzige un- 
abhingige x enthilt. 

Bei der Integration dieses reducirten simultanen Systems kénnen 
jetzt die in § 8 entwickelten Theorien verwerthet werden. Denn es 
ist im Allgemeinen méglich gewisse endliche Relationen zwischen 
A,...4, und & ohne Integration anzugeben. 

Sind die 4 als Functionen der xz; bestimmt, so substituiren wir 
die gefundenen Werthe in B,f = >! 4, A,f, und setzen endlich 
x,° =a. Hierdurch erhalten wir einen endlichen Ausdruck fiir die 
gesuchten inf. Gréssen B,f, die somit bestimmt sind. 

Die eben skizzirte Methode leistet die Bestimmung einer un- 


bekannten continuirlichen und endlichen Gruppe stets vermittelst der 
niedrigsten und einfachsten Hiilfsgleichungen. 


Christiania, 5. Juli 1884. 











On the quadriquadric Curve in connexion 
of Elliptic Functions. 


with the theory 


By 


Arruur CayLey at Cambridge. 
fa] 


I call to mind that if we have on a line two points (a, B, y, 0), 
(a’, B, y’, 0), and through the line two planes 


Az+ By+Cz:+Dw=0, A«+ By4+C'2+ Dw=0, 
then 

By —Bry: ya —ya:ap —a’ Bp: «od —o'd:p0 — pd: yd — y'd 
=AD—AD: BD —BD: CD—CD: BC—BC: CA—C A: AB —A'B 
and that putting each of these two equal sets of ratios 

m@ae:b:e:f:9:4, 
then that the quantities (a, b, c, f, g, h), which it is easy to see satisfy 
the relation af + bg + ch =O, are said to be the ,,six coordinates“ 
of the line: as only the ratios of the six quantities are material, and 
as the last mentioned equation establishes a single relation between 
these ratios, the system of the six coordinates contains four arbitrary 
ratios or parameters, for the determination of the particular line. See 
my paper ,,Ou the six coordinates of a line“ Camb, Phil. Trans, t. XI, 
pp. 290, 323 (1867). 
I consider for a moment the quadric surface 
a? + y? + 2 + w? = 0, 
and | proceed to show that if (a, b, c, f, g, h) are the coordinates 
of a generating line on the surface, then either a =/, b = g, c=h, 
or else a= —f, b=—g,c=-—h; the one or other system of 
equations according as the line belongs to the one or other system 
of generating lines. 
We satisfy the equation by 


a+iy+ O02 + biw =O, 


; 1 is 
z—ty— 4 -{ 5 iw = 0. 
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where © is an arbitrary parameter: hence these equations de- 


termine a generating line of the surface: and the coordinates of this 
line are 


a, b, Cc, FE g; h 

, 1 1 a 1 1 : 
=—i(e — +); —(e + =): at, i(e — >) 6+ yore 
viz. these values give a=—f, b=—g, c=—h. 


Similarly we satisfy the equation by 
r-+iy+ pe — piw =0, 


‘ 1 1. 
x—iy— —z — —iw =9 
P 4 


where m is an arbitrary parameter: hence these equations also de- 
termine a generating line of the surface; and the coordinates are 


a, b, C, f; 9; h 
—i(p——), e+, — 4%, i(g+—), 9+ s — ai 
viz. these values give a=/, b=g, c=h, 
If for x, y,2,w we write,z/p, yV¥q, zV/r, w)s respectively, 
then we have the theorem for the quadric surface 
pYe+pevtretswt*=—0 
the coordinates (a, iad c, f, g, h) of a generating line are such that 


FTL) & ih 1° ot) Ge 


the signs being all + or all —, according as the line belongs to one 
or other of the systems of generating lines. 

Take (a, 0’, ¢, f', g, h’) for the coordinates of an arbitrary line, 
and write p,q, 7, s=agh, Ulf’, cfg, abc; the quadric sur- 
face is 

GWethifytecfg2tatlcdw =0, 
which is a surface having the line (a’, b’, c, f’, g’, h’) for a generating 
line: to verify this, observe that for the line in question we have 

Wy—get+taw=0)0, 

—hW'x - +fe+t0uw=—0, 

gatfy . +c¢w=0, 

—azr—vVy—ecz - = 
(equivalent of course to two independent equations): these give 
Wa=—fe+tlw, h'y=g2—a'w, values which substituted in the 
quadric equation satisfy it identically. And for the lastmentioned 


Mathematische Annalen. XXV. 10** 














154 Arravur Caytey. 


quadric surface we have the theorem that if (a, b, c, f, g, h) are 
the coordinates of a generating line then 


a a a b v c c 

Tes! G7 tz7  FetY 
where obviously the sign + belongs to a generating line of the 
same system with the line (a’, 0’, ¢, 7’, g’, h’), and the sign — to a 
line of the other system. : 

Taking the sign —, we thus see that if (a, b, c, f; g, h), 
(a’, b', c, f', g, WV’) are the coordinates of lines of the two systems 
respectively, then 

af +af=0, b¢ +0g=0, ch +ch=0; 
where observe that the resulting equation 
af’ +aft+b¢ +0g+ehW+ch=0, 
is condition which expresses that the two lines meet eachother. 
Consider now the quadriquadric curve 
U, = Av’? + By + C2 + Dw? =0, 
UL =Av’+ Py + C2+Dv=0 
and let (a, b, ¢, f, g, h) and (a’, b’, &, f’, g’, h) be the coordinates 
of two lines meeting eachother, and each meeting the quadric curve 
twice: or, again, let these be lines joining in pairs the four inter- 
sections of the curve by an arbitrary plane: or, again, let them be the 
nodal lines of the binodal quartic cone having an arbitrary vertex and 
passing thro’ the curve. The two lines are generating lines, belonging 
to the two systems respectively, of a properly determined quadric 
surface U + 24U’ =O passing thro’ the curve: and by what precides 
we have 
af +af=0, b¢ +Ug=0, chK+ch=0. 
the fundamental theorem which I wished to establish. 

Writing in the equations w = 1, we have in particular the quadri- 
quadric curve y? = 1 — 2”, 2? = 1 — k*xz?, equations which are satis- 
fied by «=—snu, y=cnu, ¢=dnu. Consider on the curve four 
points belonging to the arguments «,, u,, U,, u, respectively; and 
write for shortness s,, c,, d, for the sn, cn, and dn of u,; and 
similarly for w,, u, & wu, Il appears by Abel’s theorem that the 
condition in order that the four points may be in a plane is 
u, + u, + u, + u, =O; viz. when this equation is satisfied we have 


8, ¢, a, 1 

| Spy Co, dy, 1 
83, C3, dy, 1 | 

1 


| Bey Cyy Ags 











v' 
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viz, writing 

a ? b, Cc, f; 9g; h 
= ¢,d, — ¢,d,, dS, — d,8,, 8,€, — 84C,, 8, — Sy Cy —C, d, — dy, 

a, b ? c, f ? g ? h’ 
= C,, — dg, dS, — d,85, S3Cy — SyCy, S83 — Sy Cg — Cy, A, — Ay, 
this equation is 

af +a@f+b¢g+b0g+cehK+ch=0; 


or by what precedes it appears that not only is this so, but that we 
have separately 


af +af=0, bg +09g=0, ch +ch=0, 
viz. that it follows from Abel’s theorem that when the arguments 


Uy, Ug, Ug, Uy ave connected by the equation w, + uw, + u, + u, =—9, 
then each of these three equations holds good. 


J assume in particular wu, = 0, u, = — uw, so that u= u, + U3 
we have 
a, b, C, f, I; h 
= Cd, — Cy, dy Sy — dyS,, $y Cy — SC, 8, -— Spy Cy— Cy, Ay— ay, 
, , , - , , 
a, b, C, tf, 9) h 
= c—d, 2, —S&, —s, e—1l1, d—l, 


and the three equations become 








c—d __ (d_— Cod, —s _ ays, — day S 84g — Sg Cy 
s &—% °° e—1 $=@G@—aq ®? @—1 —® ’ 
equations which may also be written 
=. See. ee Een a — .. 2 - 
‘ «se ° S$  Gy8— des,’ S «By Cg — gC,” 


so that adding these three equations we must have an identity. 
Representing the second and third of the last mentioned equa- 
tions by 
a i a 
s s 
we have 


e=1—Cs, d=1+Ds 


from either of which we can obtain s rationally, viz. the first equa- 





, . * . 2C 
tio gives 1 — s? = 1 — 2Cs+ C?s?, that is s=— T+ OF whence 
_ 1—C _ 14 0?420D . "= 
c= ior d = i G2 ; and similarly from the second 
ti i 2D h | EP —-202 4. 
equation s = — jae, Whence also c= “appr > iat Dt 
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Substituting for C its value, the first mentioned value of s 
becomes 
(c — C2) (dy 8, esa dgs;) 


$= —— —- 
1 — k®8,?8,? — cyCg — dy8dq5_ ” 





which is a form that can be easily verified: we in fact have 


S$, = sn(u, + u,) 
__ 840g 4g-F SC, d, enente —— 8101 de + 82 C9 dy af 8 Uy Cy Sp dgcy 
1 — k*ses2 ’ 8; Cyd, — SgC, dy? Cy'Cq + 84; SgCy? d, dy-+- k? 8; €y 89 Cp’ 


see my ,,Elliptic Functions“ p. 63: or calling these values 


=— = ee 
. ae: 6 [Aa 
the above value is 
— N, amd N, 
ieee yy 


which is right. 


Cambridge, 28. June, 1884. 
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Ueber Relationen zwischen Classenanzahlen binarer quadra- 
tischer Formen von negativer Determinante. 


Von 


Avotr Hurwirz in Kinigsberg i. Pr. 


Die beiden Abhandlungen, welche ich hier veréffentliche, stehen 
in engstem Zusammenhange mit den unter gleichem Titel erschienenen 
Arbeiten des Herrn Gierster.*) Fiir die in diesen Arbeiten nieder- 
gelegten Untersuchungen war einerseits der Gedankengang massgebend, 
welchen Herr Kronecker*™) zur Herleitung seiner Classenzahlrela- 
tionen auf die Modulargleichungen der elliptischen Functionen zuerst 
anwandte; andererseits basiren jene Untersuchungen auf der von Herrn 
Klein***) entwickelten Theorie der Modulfunctionen. Indem nimlich 
gemiiss dieser Theorie die Modulargleichungen der elliptischen Func- 
tionen nur Glieder einer unendlichen Reihe ‘thnlicher Gleichungen 
sind, erhebt sich die Frage, ob nicht auch aus jeder dieser Glei- 
chungen in fhnlicher Weise wie aus den Modulargleichungen der 
elliptischen Functionen Classenzahlrelationen gewonnen werden kénnen — 
und es ist diese von Herrn Klein angeregte Frage, welche Herr 
Gierster in den genannten Arbeiten mit Erfolg in Angriff genom- 
men hat. 

Was jene Gleichungen angeht, so entspringen dieselben aus der 
Transformation derjenigen algebraischen Moduln, welche nach Herrn 
Klein als Congruenzmoduln zu bezeichnen sind und denen als solchen 
eine bestimmte ,,Stufe“ q und (wie jedem algebraischen Modul) ein 
bestimmtes Geschlecht p zugehdrt.+) Fiir den Fall nun, dass das Ge- 
schlecht p > 0 ist, stellte sich bei dem Versuche die betreffenden 
Classenzahlrelationen aufzustellen eine Schwierigkeit ein, welche in 
dem bisherigen Mangel einer ausreichenden analytischen Darstellung 





*) Diese Annalen, Bd. XXI, pag. 1 und Bd. XXII, pag. 190, Die Abhand- 
lungen sollen im Folgenden mit I. und II. citirt werden. 
**) Crelle’s Journal, Bd. 57. 
*#*#) Sitzungsberichte der Miinchner Akademie, 6. Dec. 1879 oder diese 
Annalen Bd. XVII, pag. 63 ff, 
+) Vgi. Klein, Ll. c. 
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der zugehérigen Transformationsgleichungen ihren Grund hat.*) Dieses 
ist der Punkt, an welchem meine Untersuchungen einsetzen. Freilich 
ist mir die vollstindige Durchfiihrung der zum Ziele fiihrenden Be- 
trachtungen nur in einigen wenigen —) gelungen; doch hoffe 
ich, da der im allgemeinen Falle einzuschlagende Weg klar vorge- 
zeichnet ist, auch diesen in Balde erledigen zu kénnen. 

Dem vorliegenden in der zweiten Abhandlung enthaltenen Theile 
meiner Untersuchungen habe ich eine erneute Herleitung der Classen- 
zahlrelation erster Stufe in der ersten Abhandlung voraufgeschickt. Es 
erschien mir dieses fiir das Verstindniss der zweiten Abhandlung 
wiinschenswerth, da der allgemeine Gedankengang bei dem einfachsten 
Falle, welchen die Classenzahlrelation erster Stufe darbietet, am klarsten 
hervortritt. Dabei glaube ich die Herleitung dieser Relation in nicht 
unwesentlichen Punkten vereinfacht zu haben. 

Die zweite Abhandlung zerfallt in zwei Abschnitte, von welchen 
der erste die allgemeinen Hiilfsmittel fiir die Aufstellung der Classen- 
zahlrelationen entwickelt, wobei nur in dem letzten Theile des Ab- 
schnittes die Stufe als eine Primzah! vorausgesetzt wird. Diesen letzten 
Theil hatte ich wesentlich abkiirzen kénnen, wenn ich die ,,linke 
Seite o der Classenzahlrelation“, wie sie Herr Gierster abgeleitet 
hat (I. pag. 29ff.), als bekannt hiitte voraussetzen wollen. Hierdurch 
wiirde aber, da die Zahl o bei mir eine neue Bedeutung erhiilt, die Klar- 
heit erheblich gelitten haben; iiberdies glaube ich auch hier die betreffen- 
den Entwicklungen zum Theil in wesentlich vereinfachter Form zu geben. 

Der zweite Abschnitt enthialt die vollstiindige Durchfiihrung des 
Falles der 7' Stufe. Was die hier erhaltenen Endresultate anlangt, 
so sind dieselben, bis auf eine einzige Formel, von Herrn Gierster 
auf anderem Wege bewiesen worden. Aber auch diese letzte Formel 
| hat schon Herr Gierster als vermuthungsweise bestehend aufgestellt 

(II. pag. 203). 

Die Grundlagen der im Folgenden anzustellenden Untersuchungen 
kénuen wohl grdésstentheils als bekannt vorausgesetzt werden. Nur 
der Wunsch nach Vollstiindigkeit veranlasst mich, dieselben in den 
ersten Paragraphen der ersten Abhandlung kurz zusammenzustellen.***) 


—— 


*) Siehe Gierster: ,,Ueber Relationen zwischen Classenzahlen etc.‘‘ Sitzungs- 
berichte der Miinchener Akademie, 7. Febr. 1880, pag. 3 oder Mathematische 
Annalen, t. 17, p. 35. 

**) Dazu gehért namentlich auch der in meiner Note ,,Zur Theorie der 
Modulargleichungen“ Gittinger Nachrichten, 21. Nov. 1883, behandelte Fall, 
Derselbe liefert einen neuen Beweis fiir diejenigen Classenzahl-Relationen, 
welche Herr Kronecker in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 
19. April 1875 aus anderen Betrachtungen hergeleitet hat. 

| ***) Siehe Dedekind: ,,Schreiben an Herrn Borchardt iiber die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen.* Crelle’s Journal, Bd. 83, pag. 265ff., Klein: 
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Ueber Relationen zwischen Classenanzahlen. 


I. Abhandlung. 
Die Classenzahlrelation der ersten Stufe. 


§ 1. 
Die Aequivalenz der Gréssen. 


Man bezeichnet zwei Gréssen , und @ als aquivalent, wenn die 
Gleichung 
da; iw SOT 8 A Bhai) 


yo+oa 
durch vier ganze Zahlen a, B, y, 0, welche der Bedingung 
ad — py =1 


geniigen, befriedigt werden kann. Man sagt dann auch, dass @, aus 
@ durch die Substitution oder Transformation 


s=(59 


hervorgehe. Aus dieser Festsetzung ergiebt sich leicht, dass die mit 
4 multiplicirten Theile zweier iiquivalenten Gréssen dasselbe Vorzeichen 
besitzen. In Riicksicht hierauf beschrinke man die Betrachtung auf 
Gréssen mit positiv-imaginirem Bestandtheile. Man construire nun 
in der (positiven) Halbebene, deren Punkte die Werthe der complexen 
Grésse @ = x + iy (y > 0) geometrisch darstellen, die Geraden 


1 
2 


a? + y? = 1. 
Diese Linien begrenzen ein krummliniges Dreieck mit den Ecken 


1 
t= und 7 — 
Z 


und den Kreis 


2in 
a=ic, a=e, o=1l+e \e=e*), 


welches als Fundamentaldreieck bezeichnet werde. Von der Begrenzung 


, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auflésung der Glei- 
chungen fiinften Grades.“ Diese Annalen, Bd. XIV, pag. 111 ff. Eine ausfiihr- 
liche Darstellung findet man in meiner Abhandlung: ,,Grundlagen einer indepen- 
denten Theorie der elliptischen Modulfunctionen etc.‘ Diese Annalen Bd. XVIII, 
pag. 528. 


11* 
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dieses Dreiecks soll nur die auf Seiten der negativen X-Axe liegende 
Hialfte zu dem Dreieck gerechnet werden. Dann hat man folgendes 
Theorem: 

» Es giebt zu jeder willkiirlich gewdhlten Grisse @ eine und nur 
eine dquivalente Grisse, welche geometrisch durch einen Punkt des 
Fundamentaldreiecks dargestellt wird.‘ 

Indem man die Bezeichnung der Aequivalenz zweier Gréssen auf 
die diese Gréssen darstellenden Punkte iibertrigt, kann man auch 
sagen, dass die Punkte des Fundamentaldreiecks ein vollstiindiges 
System iniiquivalenter Punkte bilden. Dieser Charakter wird dem 
Punktsysteme nicht verloren gehen, falls jeder Punkt durch irgend 
einen fiquivalenten ersetzt wird. Ersetzt man insbesondere jeden Punkt 
@ des Fundamentaldreiecks durch den Punkt S(@) = “+ 4 -, 80 ent- 
steht ein neues vollstindiges System iniquivalenter Punkte, welches 
aus allen Punkten eines neuen Dreiecks gebildet wird. Letzteres wird 
von Kreis- oder Geradenstiicken, welche auf der X-Axe senkrecht 
stehen, begrenzt und mége seiner Entstehung entsprechend als 

»,Dreieck S(@)“ 
bezeichnet werden. Die Dreiecke S(@) iiberdecken in ihrer Gesammt- 
heit die positive Halbebene einfach und liickenlos, indem sich um jeden 
zu @ iiquivalenten Punkt 6 Dreiecke lagern, wihrend sich in jedem 
zu too fiquivalenten, also in jedem einen rationalen Werth darstellen- 
den Punkte, unendlich viele Dreiecke aneinander legen. 

Aus den bisher gemachten Angaben ergiebt sich noch leicht die 
volistiindige Auflésung der Gleichung w = S(@), wo eine Stelle im 
Innern der positiven Halbebene bezeichnet. Wird @ zuniichst auf das 
Fundamentaldreieck eingeschrinkt, so lisst diese Gleichung nur folgende 
Auflésungen zu: 


a=—i; S=S, =(_} )3 


; o —1 
o=0; S=S, =(f i): 


@ = 9Q; S—s2—=(_j 0): 
Daraus folgt, dass die allgemeinen Auflésungen der Gleichung diese sind: 
a= U(i);} S=US, U-', 
a= U(e); S=US, U-, 
a= U(9);} S=US;/U-. 
Hierbei bedeutet U irgend eine Substitution, und es ist durchgehends 


von der selbstverstaindlichen Lésung S = (4 1) , also @ =@, abgesehen. 

















Ueber Relationen zwischen Classenanzahlen. 


§ 2. 
Quadratische Formen. 
Es sei 
Pu? + Quv + Rv? 
eine positive quadratische Form, so dass — P und — R sowie die ~ 
Determinante der Form 


D=—A=@Q@—4PR 


negative ganzzahlige Werthe besitzen. 
Diejenige Wurzel der Gleichung 


Pub + Quo + Rv? =0, 


welche einen positiv-imaginiren Bestandtheil hat, werde als die erste 
Wurzel der Form bezeichnet. Dann lasst sich die nothwendige und 
hinreichende Bedingung der Aequivalenz zweier positiven Formen der- 
selben Determinante dahin aussprechen, dass die ersten Wurzeln der 
Formen iquivalente Gréssen im Sinne des § 1 sein miissen. 

Nennt man ferner eine positive Form reducirt, falls ihre erste 
Wurzel dem Fundamentaldreieck angehért, so ergiebt sich aus § 1 
sofort der Satz: ,,Jede Form ist einer und nur einer reducirten Form 
fiquivalent.“ 

Man bemerke, dass die Formen, deren erste Wurzel @ =i, bez. 
@ = @ ist, lauten: (P, 0, P) bez. (P, P, P), wo P eine beliebige posi- 
tive Zahl bedeutet. 


§ 3. 
Modulfunctionen. 


Die Function F’(@) heisst eine Modulfunction (im engeren Sinne), 
wenn sie eindeutig von dem Argumente  abhaingt und die in der 
Gleichung 

F(@) = F(S(@)) 
ausgesprochene Eigenschaft besitzt. 

Die Betrachtung des iiber die Begrenzung des Fundamentaldreiecks 
zu erstreckenden Integrals 


1 
nif“ log F'(@) 


ergiebt in bekannter Weise die Relation 
N=U, 
wo die Zahlen N und U angeben, wie oft F'(w) im Ganzen von der 
ersten Ordnung unendlich klein bez. unendlich gross wird, falls 
das Fundamentaldreieck beschreibt. Dabei sind an den Stellen 





162 A. Hurwirz. 


@ =100, Q, 4% 
beziiglich die Gréssen 


q, (»—e)', (@—i, q=e*) 
an jeder andern Stelle =, des Fundamentaldreiecks die Grosse 
@ — @, als unendlich klein von der ersten Ordnung anzusehen. 
Die einfachste hierhergehérige Function wird durch die Gleichung 


eo 3 
1 q* 
= — 
(s+9>) Sn) 
a eee ae 
gz / [a-o"* 


a= 


J(o)*)= 


=o" (ap ee 


definirt. Dieselbe wird offenbar nur fiir @ —ioo und zwar von der 
ersten Ordnung unendlich gross, nimmt also, wenn @ auf das 
Fundamentaldreieck eingeschrinkt wird, jeden mdglichen Werth ein 
Mal und nur ein Mal an, so dass die Gleichung 
J(@) = J (a) 

dann und nur dann stattfindet, wenn @ und @, Aquivalente Gréssen 
sind. Von Wichtigkeit wird spiiter noch folgender evidente Satz: 
Besitzt die Function /(@) die Eigenschaft, dass fiir eine im Endlichen 
liegende Stelle @, des Fundamentaldreiecks f(@,) = @, ist, so wird 


die Differenz 
J(@) — J (f (@)) 
an der Stelle @ =, von der ersten Ordnung unendlich klein, falls 
[f (@))” — 1 
endlich und von Nuil verschieden ist. 
Dabei ist 
v=2 bez v=3 
ftir 
@, = bez. @ = Q; 
in allen iibrigen Fallen ist v = 1. 


§ 4. 
Transformation nn” Ordnung. 


Besteht zwischen den Gréssen @, und @ die Beziehung 


ad—be=n 





*) J(@) ist die absolute Invariante des elliptischen Integrals 1. Gattung und 
identisch mit der ,,Valenz des Herrn Dedekind. 
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geniigen, so sagt man @, gehe aus @ durch die Substitution oder 
Transformation »'* Ordnung ¥ ’) hervor. Aequivalente Gréssen 


kénnen hiernach auch als solche bezeichnet werden, welche auseinander 
durch Transformation erster Ordnung hervorgehen. 

Wie bisher soll unter einer Substitution oder Transformation 
schlechthin stets eine solche der ersten Ordnung verstanden werden. 


Bedeutet nun (¢ ‘) irgend eine bestimmte Transformation der ne 


Ordnung, so lassen sich die Substitution S und die nicht-negativen 
ganzen Zahlen A, D, B stets und nur in einer Weise so bestimmen, 
dass die Gleichung 

ao+b g (“)% 

‘ota 
unabhingig von @ stattfindet und dass die Bedingungen 

A-D=n, B<D 

erfiillt sind. 


Denkt man sich also alle méglichen Gréssen 





aot = aufgeschrieben 
(deren Anzahl gleich ®(n), der Summe der Divisoren von , ist) und 
zu jeder einzelnen alle ihr yoo Gréssen S (494%) gebildet, 
so wird man jeden Ausdruck cota und jeden nur ein Mal erhalten. 


Man kann hiernach die Ausdriicke sets in ®(n) Reihen vertheilen, 


der Art dass jede Reihe nur ahead Gréssen enthilt, dass dagegen 
je zwei Ausdriicke aus verschiedenen Reihen nur fiir particulire Werthe 
von @ fquivalent sein kénnen. 

Es mége R;(@) einen bestimmten Ausdruck der i Reihe be- 
deuten; so sollen die ®(m) Ausdriicke 

R,(@), R,(@),.. 

als ein Repriisentantensystem der Transformation mn‘ Ordnung be- 
zeichnet werden. Insbesondere werden die ®(n) Gréssen fet® ein 
solches System bilden. 

Kine vorzugsweise zur Verwendung gelangende, leicht zu beweisende 
Higenschaft eines Repriisentantensystems ist diese: 


», Gleichzeitig mit 
R,(o), Ry(o),... 


bilden auch die Ausdriicke 


R,(S(@)), R,(S(@)),.-. 
ein Repréisentantensystem der Transformation n” Ordnung, wenn S(@) 
irgend eine Substitution erster Ordnung bezeichnet.‘‘ 








—*) *) “Vegi. I Dedekind, l. c, pag. 287. 
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§ 5. 
Die Classenzahlrelation erster Stufe. 
Aus dem letzten Satz folgt, dass die Function 


F(o) = [J(@) — J(Ri(a))] =1 [J(@) — 9 (42°F *)| 

die in der Gleichung 
F (S(@)) = F(@) 

ausgesprochene Higenschaft besitzt. Dabei ist das Product iiber irgend 
ein Reprisentantensystem R;(@) auszudehnen, jedoch im Falle, wo 
n ein Quadrat ist, der durch A= D=/Yn, B =O charakterisirte 
Repriisentant auszulassen, was durch das an das Productzeichen gesetzte 
Komma angedeutet ist. 

Es werde nun der Satz von § 3, dass F'(@) im. £ undamentaldreieck 
ebenso oft Null wie unendlich wird, angewendet. 

F(@) wird unendlich nur fiir @ ico und zwar wird hier der 


Factor 
2inB 
Pa 
a +... 


von der Ordnung 1 oder 5 unendlich gross, je nachdem A < D oder 
A> D ist. Daher ist die Gesammtordnung des Unendlichwerdens 


von F(a): 
U=>'D +> A — & => A +>'D +> (4 — 
Az2D A?D A?D 


A=D A>D 


dm 


J(o) — J (A°#* )= (t+ )-c" 


123 


oder 


U = O(n) + ¥(n) — &, 


wo 
®(n) die Summe der Divisoren von n, 
¥(n) den Ueberschuss derjenigen Divisoren von n, welche grésser als 


Yn iiber diejenigen, welche kleiner als /n sind bedeutet, und 
wo endlich 
é, = 1 oder 0 


zu setzen ist, je nachdem » eine Quadratzahl ist oder nicht, 


§ 6. 
Fortsetzung. 


Nun lisst sich die Zahl N der Nullstellen von F'(@) auf folgende 
Weise bestimmen. Ein Factor 


J (a) — J(R,(o)) 








Ae neo aon x 
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wird fiir eine Stelle @, des Fundamentaldreiecks unendlich klein und 
zwar (nach § 3, Schluss) von der ersten Ordnung, dann und nur 
dann, falls 
" a = S (R;()) 
ist. 
Diese Gleichung fiir @, lisst sich in die Form 

aa, +b 
(1) itl “CW + a 
setzen, wo ad — bc =» ist und ¢ positiv vorausgesetzt werden darf. 
F’'(@) wird also so oft Null wie die Gleichung (1) Lésungen hat, 
Hierbei ist jedoch noch zweierlei zu bemerken. Erstens sind, wenn » 
ein Quadrat ist, diejenigen Gleichungen (1), welche aus dem fort- 


gelassenen Factor J(@) — J (2) entspringen, auszuscheiden. Die- 
n 





selben lauten wo, = S (Fea), also nach § 1, Schluss: 











Vn 
Oo = at ? Oy = 1; 
(A) j= ae » OB = @; 
ee eer 


Zweitens sind von den iibrigen Liésungen zwei solche, wie 
Gm +tb yr a mE 
Ca+da’ 0 Ca +a 
als nicht verschieden zu rechnen, wenn @) = @, ist und 


aa+b _ Ga+v 

Ca+ad Ca+da 
durch eine Substitution S befriedigt werden kann. Denn zwei solche 
Lésungen gehéren zu derselben Nullstelle desselben Factors von F(a). 
In diesem Falle ist aber , = S(@,). Nach § 1, Schluss, sind daher 
diejenigen Lésungen der Gleichung (1), in welchen @, = ist, paar- 
weise, diejenigen in welchen , = @ ist, zu je dreien als nicht ver- 
schieden zu rechnen. 


Bezeichnet daher Z die Zahl der Lésungen der Gleichung (1), 


oO, = 














P * ° ° oe 1 
wenn jede Lésung, in welcher , = 1, bez. a = @ ist > bez. | Mal 


gezihlt wird, so ist die Zahl N der Nullstellen von F(@) gleich Z 


wenn ” kein Quadrat, dagegen, wenn m ein Quadrat ist, gleich Z 


. i . . . 
vermindert um — + + +. + (wegen der in diesem Falle anzuschliessen- 


den Lésungen (A).) 
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Wir kénnen also 
N=Z— % 


setzen, WO 4, = i oder 0 ist, je nachdem » ein Quadrat ist oder nicht. 


§ 7. 
Schluss. 


Man denke sich jetzt alle reducirten positiven quadratischen Formen 
der negativen Determinanten — 4n-+ x? aufgeschrieben , wo x successive 
die Werthe 0, + 1,+2,... also alle ganzzahligen Werthe annehmen 
soll, welche absolut genommen kleiner als 2 //n sind. 

Setzt man dann, unter (P, Q, R) irgend eine dieser Formen 
verstanden: 


c= P, b=—R, d= @t*, se 2-* 


so ist leicht einzusehen, dass man in den verschiedenen mit Hiilfe 
dieser Zahlen gebildeten Gleichungen 

aa +b 

“€@) + d 

jede Lésung der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen und jede nur 
ein Mal erhilt. Bezeichnet daher H(A) die Zahl der verschiedenen 
Classen von positiven Formen der Determinante — A, wobei die- 
jenigen Classen, deren reducirte Formen die Gestalt (P,0, P) bez. 


(P, P, P) haben, ; Mal bez. = Mal zu zihlen sind, so ist 


a, = 


Z => H(4n — x’). 


#2=0, t1,... 


Wenn endlich H(o) = — « gesetzt wird, so erhilt man 


N= Z-—-m= eee 
x=0, T1, 

wo jetzt x alle positiven und negativen ganzen Zahlen durchliuft, 
welche absolut genommen nicht grdésser als 2yn sind, wihrend «, 
dieselbe Bedeutung wie in § 5 besitzt. 

Durch Gleichsetzung der Zahl N der Nullstellen und der Zahl U 
der Unendlichkeitsstellen von F'(m) ergiebt sich nun die Classenzahl- 
relation, deren Ableitung das Ziel dieser Untersuchung war, namlich 


> H(4n — x2) = O(n) + ¥(n).*) 


x0, +1,+2,... 





*) Siehe Gierster, I, pag. 25. 

















Ueber Relationen zwischen Classenanzahlen. 


Il. Abhandlung. 


Die Classenzahlrelationen héherer, insbesondere der 
siebenten Stufe. 


Abschnitt I. 
Ansiitze fiir eine beliebige Stufe q.*) 


§ 1.**) 
Die Gruppe derjenigen Substitutionen, welche (modulo qg) der Identitat 
congruent sind. 


Die Gesammtheit derjenigen Substitutionen os 6) , welche der 

Bedingung 
a:B:y:0=1:0:0: 1 (mod. g) 
geniigen, wo q eine positive ganze Zahl bezeichnet, bildet eine Gruppe, 
welche als eine ausgezeichnete Untergruppe in der Gesammtheit aller 
Substitutionen enthalten ist. ‘Substitutionen, welche dieser Gruppe 
angehéren, sollen in der Folge mit dem Buchstaben 7’ bezeichnet 
werden, so dass 
T(@), T’(@), T,(@),.-. 

verschiedene Individuen der Gruppe bedeuten. 

Ferner mégen zwei Gréssen w, und @, zwischen denen eine Glei- 
chung der Gestalt 

@, = T'(@) 

besteht, relativ iquivalent genannt werden. 

Kin vollstindiges System relativ iniquivalenter Gréssen erhalt man 
auf folgendem Wege. Hs seien 

S@)— Fare? SO) = Heke, 

zwei beliebige Substitutionen; so ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung, dass S(w) und S,(@) fiir alle Werthe von @ relativ aqui- 
valent sind, durch die Congruenzen 


a:B:y:0=a,: B,: y,: 0, (mod, g) 
ausgedriickt. Es sollen dann S(m) und S,(@) (mod. q) congruente 
*) Die Zahl q wird, wie schon in der Kinleitung erwihnt ist, im letzten 
Theile des Abschnittes als Primzahl vorausgesetzt. 
**) Vgl. wegen dieses und des folgenden Paragraphen: Klein: ,,Ueber die 
Transformation der elliptischen Functionen und die Auflésung der Gleichung fiinften 
Grades.“ Diese Annalen, Bd. XIV, pag. 151 und 152. 
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Substitutionen heissen. Man denke sich nun ein vollstiindiges System 
(mod. g) incongruenter Substitutionen 
S,(@), S,(@), ..., Si, (@) 

aufgestellt, so werden die ,,Dreiecke“ S,(m), S,(@), ..., S,(@) ein 
vollstindiges System relativ iniquivalenter Gréssen bilden. Diese 
Dreiecke kann man auf mannigfaltige Art so wiihlen, dass sie in der 
positiven Halbebene ein einfach zusammenhiingendes Gebiet bilden, 
welches als ,,Fundamentalpolygon“ der Gruppe bezeichnet wird. Da 
von der Begrenzung jedes Dreiecks S(@) nur die eine Hilfte zu dem 
Dreieck gehérig gerechnet wird, so wird auch von der Begrenzung 
des Fundamentalpolygons nur die Hialfte zu demselben gehéren. Jedes 
Begrenzungsstiick dieser Hilfte geht durch eine Transformation 7'(@) 
in ein bestimmtes Stiick der anderen Hiilfte iiber. 


§ 2. 
Die Riemann’sche Flache der q” Stufe. 


Denkt man sich das Fundamentalpolygon aus der positiven Halb- 
ebene herausgenommen und die zusammengehdrigen Rinder desselben 
vereinigt , so entsteht eine geschlossene Flache, welche in Anlehnung an 
die von Herrn K lein eingefiihrte Terminologie als die ,,.Rie mann’ sche 
Fliiche der g' Stufe“‘ bezeichnet werden soll. Ist g = 1 (in welchem 
Falle die Gruppe 7(@) mit der Gesammtheit ailer Substitutionen 
identisch ist), so ist das Geschlecht der Fliche gleich Null. Fiir g > 1 
bestimmt man das Geschlecht p am leichtesten mit Hiilfe des Euler’ schen 
Satzes. Gemiiss ihrer Entstehung triigt niimlich die Fliche eine Ein- 


theilung in 4 Dreiecke, deren Ecken in * Punkten za je q, in + 


Punkten zu je 6 zusammenfallen, Man findet dem entsprechend 
q—6 
=i. = + 1. 

Die Grésse @ als Function des Ortes auf dieser Fliche betrachtet*) 
ist eine unendlich vieldeutige Function. Ist o, ein Werth, welchen 
@ an einer bestimmten Stelle besitzt, so hat man in den zu a, relativ 
iiquivalenten Gréssen alle Werthe, welche @ an dieser Stelle annimmt. 
Umgekehrt gehért zu einem gegebenen Werth von @ eine ganz be- 
stimmte Stelle der Fliche. Betrachtet man ferner alle zu ein und 
demselben Werthe (im gewoéhnlichen Sinne) aquivalente Gréssen, so 
vertheilen sich dieselben im Allgemeinen in 4 Gruppen unter einander 


*) Es ist w, beiliiufig bemerkt, eine 7-Function im Sinne der Klein’schen 
Abhandlung: ,,Neue Beitrige zur Riemann’schen Functionentheorie.“ Diese 
Annalen, Bd. XXI, p. 141 ff. 
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relativ fiquivalenter Gréssen, so dass ihnen 4 Stellen der Fliche ent- 
sprechen. Eine Ausnahme bilden die zu 

@ =%, @, ico 
iquivalenten Gréssen, zu denen beztiglich nur +, ~ + Stellen 
gehoren. 

Eine besondere Beachtung verdienen die letzteren zu rationalen 
Werthen von @ gehérenden, also den auf der Axe der reellen Zahlen 
liegenden Ecken des Fundamentalpolygons entsprechenden Stellen. Zu 
zwei rationalen Werthen gehért dann und nur dann dieselbe Stelle, 


falls die Werthe (mod. qg) congruent sind. Jene = Stellen lassen sich 
also z. B., wenn g eine Primzahl ist, durch die rationalen Werthe 


a angeben, wo w und @ die Werthe 


annehmen und nudie Combination « = 0, @ = 0 ausgeschlossen ist. 


° ° ° . ri) . 
Besitzt @ einen wenig von der rationalen Zahl — — verschiedenen 


Werth, so geht bei einer Umkreisung der Stelle — < die Grésse 
eat+B ';, aots 
yoto ” yot+o +4 
iiber, wo a, 6 irgend zwei ganze, der Bedingung «d — By = 1 unter- 
worfene Zahlen bedeuten. Daraus folgt, dass auf unserer Fliche an 


der Stelle — < die Grésse 





om erie 
e? yo+d 


von der ersten Ordnung unendlich klein wird. An jeder nicht zu jenen 


; Stellen gehérigen Stelle @,, wird offenbar 
@ — @ 
von der ersten Ordnung unendlich klein. 

Da jeder geschlossene auf der Fliche gezeichnete Weg, bei dessen 
Durchlaufung sich @ ungeiindert reproducirt, auf einen Punkt zusam- 
mengezogen werden kann, so folgt der wichtige Satz: 

»dede auf der Fliiche existirende unvereweigte Function ist eine 
eindeutige Function von o.‘ 

Schliesslich bemerke ich, dass die Betrachtung der Riemann’ schen 
Fliche g'* Stufe nur einen Durchgangspunkt bildet. Sie dient nament- 
lich dazu, die Existenz gewisser Functionen von  festzustellen (vgl. den 
folgenden Paragraphen). Allen weiteren Untersuchungen wird dann 
nicht jene Fliche, sondern die @-Halbebene oder das in ihr liegende 
Fundamentalpolygon zu Grunde gelegt. 
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§ 3. 
Ueberall endliche Integrale und #-Functionen der g’” Stufe. 


Aus. dem letzten Satze ergiebt sich, dass nicht nur die zu der 
geschilderten Fliche gehérenden algebraischen Functionen, sondern 
auch die auf ihr existirenden iiberall endlichen Integrale und @-Func- 
tionen, welche ,,von der q‘” Stufe“ genannt werden sollen, eindeutige 
Functionen von @ sind. 

Diese Bemerkung kann sich selbstverstiindlich nur auf den Fall 
beziehen, dass das Geschlecht p der Fliche grésser als Null ist. Es 
moégen deshalb im Folgenden die Werthe 

q=2, 3, 4, 5, 
fiir welche p = 0 wird, ausgeschlossen werden. 
Bedeuten nun 

J,(@), J,(@), -.-, Jp(@) 

p linear unabhiingige Integrale der q'*" Stufe, so bt 
J,(T(@)) =J,(@) + P, (r=—1,2...p), 

wobei die Gréssen P,, P,, ..., Pp ein Periodensystem der Integrale 
bilden. Es ist aber wichtig, dass auch das Umgekelirte gilt: 

»dede eindeutige, tiberall endliche Function von @, welche sich bis 
auf eine additive Constante reproducirt , falls @ durch T(w) ersetet wird, 
ist ein Integral der q'" Stufe.“ 

Hieraus folgt unter Anderem, dass, unter S() eine beliebige 
Substitution verstanden, stets 


J,(S(@)) = ef Ji(@) + Pd, (@) +--+ + ef dp(@) + 
ist, wo 
Qi pangs it 
von @ unabhingige Gréssen bezeichnen. 
In bekannter Weise lassen sich alle diese Relationen aus den- 
jenigen beiden, welche den Substitutionen 


S(@)=o@+1 und S(@)=— 
zugehoren, ableiten. ' 
Es mégen nun die iiberallendlichen Integrale q'* Stufe 
J (@), Jo(@), + + +> Jp(@) 
ein System von Normalintegralen bilden und es werde die zugehdérige 
Function 


(7) 


“3 
7) 


F(Uy, Woy «+ +) Up) 


5[u,] 
bezeichnet. Versteht man dann unter 


zur Abktirzung mit 


Cy) Cay e+ +9 Ep 
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p wilikiirliche Constante, so besitzt die Function 


3[j,-(@) — e, 
die in der Gleichung oi 
: > 2 t(ip(@)— ep) + 
a[j-(7(@)) — e,| = er=1 - O[j-(@) — er] 
ausgesprochene Eigenschaft, wobei die ganzen Zahlen ¢,, ¢,, .. 
und die Constante C, nur von der Substitution 7'(@) abhiingen. 
Es kénnen nun ferner nach Annahme von 2p — 2 Werthen 


io 


@1, @o,++ +) Wap—e2 
die Constanten ¢,, ¢,,...,¢p so bestimmt werden, dass 
8 [j-(@) — jr(Q) — er] = O[j-(Q) — jr(@) + &] 
als Function von @ bez. Q betrachtet nur dann und zwar von der 
ersten Ordnung unendlich klein wird, wenn @ bez. Q relativ fqui- 
valent ist zu 
Q, Wy, Wa, +++) Opa 


bez. 
@, @p, Dptts - ++, Wop—e2. 


Dabei ist die Wahl der Gréssen @,, @,, ..., @2p—2 nicht vollstindig 
willkiirlich; doch kommen die Bedingungen, welchen diese Gréssen 
unterworfen sind, fiir das Folgende nicht in Betracht. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich ohne Miihe der nach- 
stehende Satz: 

» Ist f(@) eine Function von w und findet die Gleichung 

@ = f(a) 
fiir eine im Innern der positiven Halbebene liegende Stelle @ = o, statt, 
so wird die Function 
#[j,(@) —J,(f(@)) — &] 

an dieser Stelle von der ersten Ordnung unendlich klein, wenn /’(@,) —1 
endlich und von Null verschieden ist. Findet dagegen die Gleichung 


a = f(@) fiir einen rationalen Werth, etwa fir a= — “ statt, so 


wird dieselbe Function an der Stelle a= — ‘ von derselben Ord- 
nung wie 
tin aotp — 24 af (@) +8 
e? yor? _ 42 yf (w) +4 
unendlich klein. Hier bezeichnen a und B irgend zwei der Gleichung 
«ad — py=1 
geniigende ganze Zahlen,“ 
Schliesslich mége hier noch folgender Satz, welcher spiiter von 
Wichtigkeit wird, eine Stelle finden: 
»» Besitat die Function F'(m) die Eigenschaft sich bis auf einen von 
a unabhidngigen Factor zu reproduciren, wenn @ durch T(@) ersetat 
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wird, so wird F(@) im Fundamentalpolygon gerade so oft Null wie 
unendlich gross.“ 

Der Beweis ergiebt sich in bekannter Weise aus der Betrachtung 
des um die Begrenzung des Fundameuntalpolygons zu erstreckenden 


Integrales 
aif 4 og F(o)." 





§ 4. 
Transformation n“” Ordnung g” Stufe. 
Es mégen a, b, c, d irgend vier ganze Zahlen bedeuten, welche 
nur der Kinschrankung unterworfen sind, dass 
ad—be=n 
ein positive zu q theilerfremde Zahl sein soll. 
Man kann dann stets ein Repriisentantensystem der Transforma- 
tion n'* Ordnung**) 
f,(@), R,(@), : 
aufstellen, welches den Bedingungen 


‘all arr _ aa+b 
Rk, (o) = R,(o)=--- = ae “ (mod. q), 
geniigt.***) Dabei ist, wie in der Folge stets, unter der Congruenz 
aot+d aa+b 


co+d ~~ ca+d’ 


ee Fy fa.F 
(¢ d =(¢ i) oem: @), 


das Bestehen der Congruenzen 





oder auch 


a:b':¢:d =a:b:ce:d (mod. q) 


verstanden, — Ein solches Reprisentantensystem soll ,,zum Schema 


. ‘) (mod. q) 


gehérend“ genannt werden. Offenbar erhiilt man aus einem derartigen 
Systeme alle itibrigen, indem man R(@) durch 7;(R;(@)) ersetzt. 
Hiernach werden namentlich auch die Gréssen 

R, (T(@)), R,(T(@)), ... 
in irgend einer Reihenfolge den Gréssen 


*) Vgl. wegen der letzten beiden Siitze § 3 der ersten Abhandlung. 
**) Siehe § 4 der ersten Abhandlung. 
***) Klein, Sitzungsberichte der Miinchener Akademie, 6. Dec, 1879, p. 8. 
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R,(@), R,(@),... 


relativ iiquivalent sein. 
Betrachtet man nun die Function 


© (a) = 1 Liv (@) — jr (R,(@)) Kas rl, 


* . ' 
wobei im Falle, dass » ein Quadrat und 


a b\ — (Vn °.) 
= —) (mod. q 
(° i) S Vn ( a) 
ist, der zu @ relativ iiquivalente Repriisentant auszulassen ist, so 
reproducirt sich ®(@) bis auf einen Exponentialfactor, sei es dass @ 
durch T(@) oder das Repriisentantensystem R,(@), R,(@),... durch 
irgend ein anderes zu demselben Schema ‘) (mod. q) gehérendes 
ersetzt werde. Von dieser Eigenschaft der Function ®(@) wird bei 
der Abziihlung ihrer Nullstellen bestiindiger Gebrauch gemacht. 


§ 5. 
Zahl der Nullstellen von (0). 


Es soll untersucht werden, wie oft ®(@) verschwindet, wenn @ 
das Fundameutalpolygon beschreibt. Dabei soll jedoch von denjenigen 
Nullstellen, welche von der Wahl der Griéssen @,, @,,..., @2p-2 ab- 
hiingen, abgesehen werden. Ausserdem seien die (auf der Axe der 
reellen Zahlen liegenden) Ecken des Fundamentalpolygons vorliiufig 
ausgeschlossen. 

Fiir eine Nullstelle @ =, von ®(@) wird  nothwendig einem 
Repriisentanten [;(@) relativ fiquivalent, so dass derselben eine Glei- 
chung der Form 

_ atv a’ b\—/(ab 
(1) Oo = vata? (¢ t) =(§ i) ipead., @) 
entspricht. Umgekehrt kann einer solechen Gleichung eine bestimmte 
(nach § 3 einfach zu ziihlende) Nullstelle von ®(@) zugewiesen werden ; 
niimlich diejenige, welche dem zu ete iiquivalenten Repriisen- 
tanten entspricht. 

Alsdann wird zu zwei verschiedenen Gleichungen 
tp |B a ee 
vata’ 0 ata 
nur dann dieselbe Nullstelle gehéren, wenn (unabhingig von @) 
a’'o +b’ a” o +b” <hr 
Tana und ot d relativ iiquivalent sind. 


a, = 


Dann wiirde 
a, = T'(@,) 


sein. 


Mathematische Annalen. XXV. 12 
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Diese Gleichung ist aber unméglich. Denn es miisste*) 


T = US,U— oder US,U~' oder US,2U0—, 
Pee he ee SS a 
also, da 7 (0 t) (mod. g) ist, auch 


S, oder S, oder S,,? = (5 1) (mod. q), 


sein, was nicht der Fall ist. 
Falls x ein Quadrat ist, und 
>, 


(° ) a (7) (mod. q), 


wiiren noch diejenigen Gleichungen (1) auszuschliessen, fiir welche 
ao+b 
ca+d 
da sie auf a, = 7'(@,) fiihren, gar nicht vorhanden, Es folgt daher: 

»Sieht man ab von den fiir rationale Werthe von w eventuell statt- 
findenden und den von @,, @, ..-, Wxp-2 abhiingigen Nulistellen, so 
verschwindet (a) im L'undamentalpolygon gerade so oft, als Glei- 
chungen 


mit @ relativ iiquivalent ist. Solche Gleichungen sind aber, 


a o+b 
(1) a ce @ +d 

0 
angesetat werden kinnen, wo @, eine Stelle des Fundamentalpolygons 
bezeichnet und a’, b’, c’, & ganze Zahlen bedeuten, welche den Bedingungen 


ad —ve= Nn, (¢ i) os * ") (mod. q) 


unterworfen sind.‘ 


§ 6. 
Fortsetzung. 


Die Zahl der modglichen Ansiitze (1) ist nun durch eine Summe 
von Classenzahlen ausdriickbar.**) 

Man denke sich alle positiven quadratischen Formen der negativen 
Doterminanten — 4n + x?, wo x alle positiven und negativen Zahl- 
werthe erhiilt, die absolut genommen kleiner als 2)/n sind, diese 
Formen in Classen vertheilt und aus jeder Classe ein Individuum 
(P, Q, R) nach Willkiir ausgewihlt. Dann kann man zu jeder Form 
(P, Q, R) ein vollstiindiges System (mod. g) incongruenter Substitu- 
tionen (S) bestimmen, so dass die Ansiitze 

‘ it" S—!(@,) —R 
@, p.s? (@,) + ets 


*) § 1 der ersten Abhandlung. 
**) Vgl. Gierster: I, pag. 29 ff. 
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nur Stellen , des Fundamentalpolygons definiren. In allen so ent- 
stehenden Ansiitzen hat man dann alle Gleichungen (1) vor sich, welche 
der Bedingung geniigen, dass o, im Fundamentalpolygon liegt. 
Dabei ist jedoch jede Gleichung, in welcher @, iquivalent zu i bez. @ 
ist, doppelt bez. dreifach aufgenommen, indem die aus einer Form der 
Classen (P, O, P) bez. (P, P, P) entspringenden Ansiitze zu je zweien 
bez. zu je dreien identisch sind. Es soll deshalb festgesetzt werden, 
dass jede solche Formenclasse > bez. ; Mal zu ziihlen ist. Mit dieser 


Festsetzung koénnen wir sagen: Zu jeder Formenclasse (P, Q, R) ge- 
héren so viele Gleichungen (1), als (mod. q) incongruente Substitu- 
tionen S existiren, welche den Bedingungen 


fea 7 — ; 
2 Rat an FO: © 
> oss S—' = (“ ‘) (mod. q) 


S 


Geniige leisten. 
Es werde zur Abkiirzung 
(A) a= —@t*, y= —R, =P, d= St* 
\ 
y= (* B 
e (; a) 


und es werde von jetet an die Voraussetzung eingefiihrt, dass q eine 
Primzahl sei. Die Bedingungen fiir S lauten ausfiihrlich geschrieben: 


gesetzt; ferner sei 


aa, + Be, = «(aa + yb) 
ya, + 0c, = e(ac + | 





(B) ab, + Bd, = e(Ba-+ db) } (mod. q), 
yb, + dd, = «(Be + dd) 
ad — py=1 
wo é=-+ 1 oder = — 1 ist. Wenn nun 


c, nicht = 0 (mod. q) 


ist, so ergeben sich die Werthe von 6 und @ aus den ersten beiden 
Congruenzen (B), falls « und y bekannt sind. 

Trigt man diese Werthe in die letzten beiden Congruenzen ein 
so reduciren sich dieselben auf 


[a + d, — (a + d)} (aa + by) = : 

[a + a, — (a + @)] (cw + dy) = 0f MED» 
fiir deren Bestehen die folgende 
a, + d, = (a+) (mod, g) 
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nothwendig und hinreichend ist. Substituirt man die Werthe von 6 
und @ ebenso in die Congruenz 


ad — By = 1 (mod. q), 
so geht dieselbe tiber in 
ca* + (d — a) ay — by? = ec, (mod. q). 

Wenn also c, nicht = 0 (mod. qg), sind die Bedingungen (B) 

durch die folgenden ersetzbar: 
a, + d,=e(a+ a) 
(B’) ca*? + (d— a) ay — by’? =e, 
Be, = «(aa + yb) — aa, 
dc, = e(ac + yd) — ya, 

Je nach der Beschaffenheit des Schemas ( ’) sind nun verschie- 

dene Fille zu unterscheiden. Es sei 
—A=(a—d)+ 4be = (a+ d)? —4n, 

so betrachten wir nach der Reihe die folgenden drei Fille: 

I) A nicht = 0 (mod. q), 

Il) A = 0 (mod. q), 

1) b oder ¢ nicht = 0 (mod. q), 
2)b=c=0, also a=d=-+ yn (mod. q). 

Aus den Bedingungen (PB) ist leicht exsichtlich, dass Formen 
(P, Q, R) vom Theiler g nur im Falle II, 2 zuliissige Ansiitze liefern 
kénnen. Desshalb darf in den iibrigen Fillen P= c, als durch qg 
nicht theilbar vorausgesetzt werden; denn in jeder Formenclasse , welche 
q nicht als Theiler besitzt, giebt es Individuen, deren erster Coeffi- 
cient nicht durch q theilbar ist. In den Fallen I und I, 1 kommen 
daher, wie die Bedingungen BD’ zeigen, nur diejenigen Formenclassen 


(P, Q, R) in Betracht, fiir welche 
x = e(a + d) (mod. q) 
ist, und jede liefert so viele zuliissige Ansitze als die Congruenz 
(C) ca* + (d — a) ay — by*? =e P(mod. gq) 
Lisungen besitzt. Die Zahl dieser Liésungen ist aber im Falle I, wie 


(mod, q). 


sich ohne Miihe nachweisen lisst, stets gleich 7 (4 — or. Da- 


her ergiebt sich fiir die Zahl der betrachteten Nullstellen von O(a): 


: [4 _ cz. : > Han — x’), 


wobei die Summation zu erstrecken ist iiber alle Werthe von x, welche 
absolut genommen kleiner als 2//n sind und der Bedingung 


19] 
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x = + (a + d) (mod. qg) 
gentigen. Hier sind auch im Falle a + d= 0 (mod, g) die doppelten 
Vorzeichen beizubehalten, so dass dann jeder Werth x = 0 (mod. q) 
zweimal zu nehmen ist, 
Im Falle II, 1 lasst sich die Congruenz (C) folgendermassen 
schreiben: 


(by _ ss a) = ebP 





(mod. q), 





oder (ca 4 <8») = ecP 


je nachdem b oder ¢ nicht durch gq theilbar ist. 
Lésungen (a, y) existiren offenbar nur dann, wenn das Legendre- 


sche Zeichen - 
ebP ecP 
(>) (oder (*— ) =+1 
ist und zwar giebt es dann q Lésungen. Falls 
q = 3 (mod. 4), 


kann das Vorzeichen ¢ immer und nur auf eine Weise bestimmt werden, 


dass (#7) (oder (#27 )) = + 1 ist. 


Daher ist die Zahl der Nullstellen in diesem Falle 


Fe [han — Hg") 


wo die Summe zu erstrecken ist, tiber alle Werthe von x, welche 





absolut genommen kleiner als 27/n sind und der Bedingung 


x —-+ 2)/n (mod. g) 
geniigen. Dabei riihrt das subtractive Glied unter dem Summenzeichen 
davon her, dass die Formen vom Theiler g auszuschliessen sind; da 
jede Form doppelt so oft aufgenommen ist, als fiir sie Lésungen der 
Congruenz fiir («,y) vorhanden sind, so musste noch der Factor 
5 vor das Summenzeichen gesetzt werden. 


Endlich ist, wie in der Folge stets, 
H(m) = 0, 
wenn m keine ganze Zahl ist. 
Falls nun zweitens 
q = 1 (mod. 4) 





ist, erfordert die Bedingung (*) (oder )) =-+1, dass 


(£) = (%) (caer (3) 
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ist. Fiir die Zahl der Nullstellen ergiebt sich also 
q: >) Hy (4n — 2%) 


q° a H_i(4n ~~ x), 


je nachdem (2) (oder (£)) =-+1 oder —1 ist. Dabei bedeutet 
H.(m) die Zahl der Classen der Determinante — m, welche den 
Charakter (—)- é besitzen, und die Summation ist iiber dieselben 


Werthe von x zu erstrecken, wie in der vorigen Summe. 


Was endlich den Fall II, 2 angeht, so folgt aus den Bedingungen 
(B), dass 


oder 


al re 
P=Q=R=0, «x =e2Yn (mod. q) 
sein muss. Dann sind die Congruenzen (B) fiir jede Substitution 
S 6) erfiillt, so dass die letztere jede der 
Soe 


? 
- 


incongruenten Substitutionen sein kann. Die Zahl der Nullstellen ist 
also in diesem Falle 
a(q@ — 1) 4n — x? 
 Bateng*) 


vo die Summation iiber dieselben Werthe von x zu nehmen ist, wie 
im Falle Il, 1. 
§ 7. 


Zahl der Nullstellen von ®(w), welche in die Ecken des Fundamental- 
polygons fallen*). 


Um die Ordnung des Verschwindens von (a) fiir einen rationalen 


Werth @ = — ’ zu bestimmen, nehme man die Repriisentanten R;() 
von der Form 
«o+B , 
s & vote? | ie 
D ~ Gad; 


an, wo a, B irgend zwei, der Bedingung ad — By = 1 geniigende 
ganze Zahlen bedeuten, A, D, B dieselben Werthe durchlaufen, wie 
in § 4 der ersten Abhandlung und die Substitutionen S der Congruenz 


.o+bd, 
or": = aete (mod. g) entsprechend zu wiihlen sind. 


c,o-+d; ay 





*) Vgl. Gierster I, pag. 45, 
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®(@) verschwindet nun fiir @ = — ‘ nur dann, wenn ein Re- 


prasentant R; (- =) zu —- relativ iquivalent wird. Und zwar ver- 


schwindet (nach pag. 171) der betreffende Factor 
9[j-(@) — j-(Ri()) — oF] 








von ®(@) von der Ordnung 1 oder — je nachdem 
A>D oder A<D 
ist. Setzt man nun @ = — : in R;(@) ein, so lautet der entstehende 
Bruch in reducirter Form: 
a, — by 
a 
¢,0 — dy 
ae 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fir die relative Aequi- 
valenz dieses Bruches mit —+ driickt sich durch die Congruenzen: 
‘ ad—by= Aéd 4 
\ 
(1) cé — dy =— Asy ei ts 
aus, wo ¢ entweder = + 1 oder = — 1 zu nehmen ist. 


Die vorstehenden Congruenzen sind nur dann mit einander ver- 
triglich, wenn die Determinante 


(a — eA) (d — eA) — be =— cA(a+d)+A?+ AD = 0 (mod. q), 
also 
A+ D=e(a-+ ad) (mod. g) 
ist. Da ausserdem 
A-D=n (mod. q), 
so muss sein 


eA= o+esrs (mod. q), 


wobei — A, wie friiher, den Werth 
—A=(a—d)+4be = (a+ dy? —4n 
besitzt. Es sind nun wieder die einzelnen Fille, welche das Schema 
(¢ ’) darbieten kann, zu unterscheiden. 
I. Fall. A ist nicht = 0 (mod. q). 
Besitzt dann das Legendre’sche Zeichen (=*) den Werth — }, 


so wird die Congruenz, welche A erfiillen muss, widersinnig. ®(@) ver- 
schwindet also in keiner Ecke des Fundamentalpolygons. Ist aber 
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(=)-= +1, so gehen die Congruenzen (1), falls A einen Theiler 
von » bezeichnet, fiir welchen 
eA=atd hl 2 (mod. q) 
ist, tiber in 
(a—d+Yy—A)é —2b-y=0 
2c-8+(a—dFy— A)y=0 


° , —1i. * 0) ps 3: 
Dieselben besitzen “—— incongruente Lésungen (— =) fiir die oberen, 


(mod. q). 


wie fiir die unteren Vorzeichen, welche Lésungen ebenso viele Ecken des 
Fundamentalpolygons ergeben, in denen ®(@) verschwindet. Fiir jede 
dieser Ecken entsprechen aber einem zulissigen Theiler A von n 
D oder A Nullstellen, je nachdem A> D oder A < D ist. 

®(@) besitzt also fiir den jetzt betrachteten Fall im Ganzen 

@—» | satya +@—-% Os esa-ty=a 

Nullstellen in den Ecken des Fundamentalpolygons, wenn mit U;, die 
Summe derjenigen Divisoren von n bezeichnet wird, welche kleiner 
als /neund = + k (mod. g) sind, wobei, wenn n ein reines Quadrat 
und /n = + k (mod. qg) ist, noch ; Yn zu jener Summe _hinzuzu- 
nehmen ist. 

II. Fall. A=0, also a+ d=-+2yYn (mod. q). 

1) b oder ¢ ist nicht = 0 (mod. q). 

Dann muss A = e//n (mod. q) sein, und fiir jeden solchen Theiler 


: ; —1. ” 
von  besitzen die Congruenzen (1) -“—— incongruente Lésungen 


—<. Die Zahl der betrachteten Nullstellen von ®(a) ist also jetzt: 
(q — 1)- U,;. 
Ist 2) b=c=0, also a=d=-+Yn (mod. q), 
so muss wieder A == e)/n (mod. q) sein. Ist diese Bedingung erfiillt, 
t) 


so bestehen die Congruenzen (1) fiir jeden Werth von — -: so dass 


®(@) in allen fa ft Ecken des Fundamentalpolygons ver- 


schwindet. Es sind also im Ganzen 
(q? — 1) (Uyz — «) 
Nullstellen der betrachteten Art vorhanden, wo «¢ = rs oder 0 zu 


setzen ist, je nachdem » Quadrat ist oder nicht. Dieses Corrections- 
glied ¢ riihrt davon her, dass, falls m ein Quadrat ist, ein Reprisen- 
tant bei der Bildung von ®(@) auszuschliessen ist (vgl. § 4). 
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§ 8. 
Zusammenstellung. 


Indem ich hier die Resultate der letzten Paragraphen in einer 
leichten (nur formalen) Modification zusammenstelle, schicke ich zu- 
nichst tiber die Bezeichnungen Folgendes voraus, Die Gesammtord- 
nung des Verschwindens der Function 


(0) =[] *[i-(@) — j.(Ri(@)) — a], 


wihrend @ das Fundamentalpolygon durchlauft, soll mit 


6 
bezeichnet werden, wobei von denjenigen Nullstellen abgesehen wird, 
welche von der Wahl der Werthe @,, @, ... @2»-2 abhiingen. Ferner 


mége das auf den Summationsbuchstaben x beziigliche Zeichen 


= 


andeuten, dass iiber alle positiven und negativen Zahlen x summirt 


werden soll, welche absolut genommen, nicht grésser als 2/n und 
= + k (mod. q) sind. Dabei sind auch fiir k = 0 (mod. g) beide Vor- 
zeichen beizubehalten, so dass in diesem Falle jeder Werth x==0(mod.q) 
zwei Mal zu nehmen ist. 
H(m) 
bezeichnet die Zahl der Classen positiver quadratischer Formen der 
Determinante — m, 
Hii(m) bez. H_1(m) 

die Zahl derjenigen Classen, durch welche nur quadratische Reste be- 
ziiglich Nichtreste von gq darstellbar sind. 

Dabei ist jede Classe, deren reducirte Form die Gestalt (P, 0, P) 
bez. (P, P, P) besitzt, '/, bez. '/, Mal zu zihlen; ferner ist 


HO)=— 5, H4s(0) = H4(0) =0 
und, falls m keine ganze Zahl ist, 
zu setzen. Endlich ist unter 
U. 
die Summe derjenigen Divisoren von » zu verstehen, welche kleiner 
als Ym und = + k(mod. yg) sind, wobei zu~-dieser Summe noch 


= Vn hinzuzufiigen ist, falls m ein Quadrat und s Vn=-+k(mod.g) ist*). 


*) Die Bezeichnung ,,U;,‘ ist der Gierster’schen Abhandlung I entnommen, 


Die Zahl o stimmt genau iiberein mit der von Herrn Gierster als ,,linke Seite 
der Classenzahlrelation‘t bezeichneten Zahl, 
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Der Werth von 6 ergiebt sich nun aus folgender Tabelle: 


I. Fall. 
—A=(a— d)+4be =(a+ d)?—4n nicht = 0 (mod. q). 


—A 
) P)-—4 
c= tt! . S Han — x) 
2) (+t 
ee ek ge ee Se —,! 
hod yV- 445044) 
+(q—1)U 


1 y=a-latay 
II. Fall. 
—A=(a— d+ 4be — (a+d)? — 4n = 0 (mod. q). 
1) b oder ¢ nicht = 0 (mod. q). 
( = 4n —- x? 
o— -f > [HGe — #4) — H ( )|+@- 1) Uys, 


2Vn 
wenn g = 3 (mod. 4), 


c= 4g ee “*) + (q—1) Uy, 
2Vn 
wenn g = 1 (mod. 4) und (7) oder (<) = 1, 


= gq + SHi(dn— x) + (q—1) Uy, 
2Vn 
b c 
wenn g = 1(mod. 4) und (;) oder (<) =—l. 
2) b=c=0 (mod. q). 
(q* —1 4n — x? ’ 
cy . > H ( “F “)+ @? 1) Uys +4, 
2Vn 
= = a @ ws 2(p — 1) oder y=) 
zu setzen ist, je nachdem » ein Quadrat ist oder nicht. 
§ 9. 
Der Fall » = 1. 


Da bei der vorstehenden Untersuchung tiber die Zahl » keine 
andere beschriinkende Voraussetzung gemacht worden ist, als dass sie 
durch qg nicht theilbar sei, so darf » = 1 gesetzt werden. Fiir diesen 
Fall reducirt sich ®(@) auf einen einzigen Factor 





is» 
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' .(ao+B 
a [s-(o) a. j( SET 5 )- «|, 


eine beliebige Substitution, welche nicht zur Gruppe 





ao +B 
yo+o 
T(@) gehdrt, bedeutet. Die allgemeinen Formeln fiir 6 geben nun 
folgendes Resultat: 

»Die Zahl der von der Wahl der Werthe w,, @, ... @2y»-2 wnab- 
hiingigen und im Fundamentalpolygon liegenden Nullstellen der Function 


9[i-(@) — (Soto) — «| 





wo 


betrdagt 
wenn a + 6 =-+ 2 (mod. q), 


—s 

& 
“= 

— 


(a —(=>)): wenn a + 6 =-+ 1 (mod. q), 
> (a— (=) wenn «+0 0 (mod. qg) ist. 


In allen iibrigen Fallen ist diese Zahl gleich Null.“ 


\ 


I. Abschnitt. 


Die Classenzahlrelationen der 7" Stufe. 


Die zweite Bestimmungsart der Zahl 6 und mit ihr die Herstellung 
der Classenzahlrelationen der q'** Stufe erfordert ein genaueres Studium 
der iiberall endlichen Integrale der g'*" Stufe. Abgesehen von einigen 
nichtprimzahligen Werthen von q habe ich bislang diese Untersuchung 
der Integrale vollstindig nur fiir den Fall g = 7 durchfiihren kénnen, 
auf welchen sich die weiteren Entwicklungen beschrinken mégen. 


gi. © 
Die iiberallendlichen Integrale der 7" Stufe. 


Die Integrale der 7'" Stufe habe ich auf drei verschiedenen Wegen 
erhalten. Der Kiirze halber will ich hier nur den einen, an bekannte 
Resultate ankniipfenden angeben. 

Herr Klein hat gezeigt, dass die Verhiiltnisse der drei Gréssen*)/ 


*) ,,Ueber gewisse Theilwerthe der 0-Functionen‘‘. Diese Annalen Bd. XVII, 
pag. 569 ff. Die Bezeichnung habe ich in Riicksicht auf die spiiteren Entwick- 
lungen etwas modificirt. 
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16 (142 v-41)+8)* 


s(0)—= i-q' O(4oxlg)—= DS (-lIyg * , 


4 (e@rp144)* 
#,(@)—= i-g' 9,(2@x\q’) = > (- 1)" q me , 
2s (7(2¥41)-+2)? 
a(0) = —i-q' %(ox\g) =— > (-1yq *® 
(wo q=e'*”) dann und nur dann fiir zwei Argumente @ und a’ 
dieselben Werthe annehmen, wenn @ und @’ relativ iiquivalente Gréssen 
sind, die Aequivalenz bezogen auf die Gruppe 7'(@) (mod. 7). 
Zwischen 2, : 2:2, besteht die eine algebraische Beziehung 
f (21> #5 &) = 4,58, + 2,52, + 2,32, = 0. 
Die iiberall endlichen Integrale der 7'°" Stufe sind nun offenbar 
identisch mit den Integralen erster Gattung der Curve 4'*" Ordnung 


f =0*). Es werden daher p= 3 linear unabhiingige Integrale der 
Tes Stufe die folgenden sein: 


Dieitedey Mes 
Ju i of oe His Ply Te Bs 
cy a5 +4 ‘a 
on, 


wobei ¢,, ¢,, ¢, Constante aod von welchen das Integral be- 
kanntlich vollstindig unabhingig ist. 

Setzt man nun den Factor von ¢z, gleich 
so findet man unter Beriicksichtigung der Formeln, welche die Ver- 
anderungen von 2,, 2, 2, angeben, wenn @ durch wo + 1, bez. 








1 . 
— > ersetzt wird, dass 


Be 


dy(o+ 1) dw (@) ay(—- 


4H dies (je £22. 
d(@ + 1) doa ’ Meo 


=—ioy—ia + 


® 


Nun ist, wenn in iiblicher Weise 


Geir 


4, (0 | g) = 3,°(0, a) = > (— 1) (27+ 1) q 5 


gesetzt wird: 
4, (0, o+ 1) = 9, (0, ), 
a, (0, —+) = — io //— io 4; (0, 0). 


*) Die Perioden dieser Integrale hat Herr Poincaré untersucht: Comptes 
Rendus 1883. Die Resultate des Herrn Poincaré lassen sich im Anschluss an 
unsere weiteren Betrachtungen leicht beweisen. 








ol.” 


< 


=] 


S$ 








Ueber Relationen zwischen Classenanzahlen. 185 


Die Function pe 
1 dwy(@ 
fe) = sro te 
bleibt daher ungeiindert, wenn @ durch S(w) ersetzt wird, ist also 
eine einwerthige Function der absoluten Invariante J(@). Nun zeigen 
aber die Entwicklungen der Gréssen ¢,, 2, 2,, 9,'(0|q) nach Potenzen 
von q, dass f(@) fiir keine Stelle des Fundamentaldreiecks unendlich 
gross wird. wn 
Daher ist f(@) eine Constante C, also 


dy(@) = C- &,(0| q)- da. 





Setzen wir 


I, () = — 7 f %*O\9)- 44, fr r= 1,2,4, 


a 


so werden I,(@), I,(@), I,(@) drei linear unabhingige Integrale der 
Tee Stufe bilden. 


§ 2. 
Reihenentwicklungen der Integrale 7‘ Stufe. 


Werden nun statt 2,, 2, 2,, #,/(0|q) die Reihenentwicklungen 
dieser Gréssen nach Potenzett von q eingetragen, so ergeben sich 


folgende Gleichungen 
2m 
I, (@) -> we) ¢ a 
mal 
2m 
I,(@) = 2) q's 
2 


m= 


2m 
I,(o) = a wm) q's 
m=4 
wobei das Zeichen 


mR 
hier, wie in der Folge, andeuten soll, dass die Summation 2u er- 
strecken ist auf alle positiven Zahlen m, welche = x(mod. 7) sind. 


Die zahlentheoretischen Functionen y,(m) sind definirt durch die 
Summen 
1 


v(m) = — > 2 (— Ir" 2a + 1); 
8m = 7(2u + 1? + (72v + 1) + 8); 

v(m) = — >> (— 1)" (Qu + 1); 
8m — 724+ 1)? + (124+ 1) + 4); 

v(m) = +45) (— 1 Qu + 1); 
8m —= T(2u + 2)? + (7(2v + 1) + 2), 
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jede Summe erstreckt iiber alle Lésungen in ganzen positiven oder 
negativen Zahlen uw, v der neben der Summe stehenden Gleichung. 
Die Definition der Functionen ~(m) lisst sich noch sehr vereinfachen. 
Es geniigt, diese Vereinfachung fiir »,(m) durchzufiihren, da bei ~, (m), 
w,(m) sich Alles analog gestaltet. 
Die Gleichung 
8m = oe? + Tr? 
zieht die andere 


4m — (2S + 1(2F*) 
nach sich. Infolge davon kann jeder Lisung der Gleichung 
8m = (7(2v + 1)? + 2)? + 7(2u + 1 
eine solche Lésung der Gleichung 
(1) 4m =a’? + TP? 


zugeordnet werden, in welcher @ Rest von 7 und « + 6 = 2 (mod, 4) 
ist. Und zwar geschieht die Zuordnung durch die Gleichungen 


eo An a+ fp—22u+), 


a . 1 
p= #—” _2; a—4—1 (+h), 





wenn v + w eine gerade Zahl, dagegen durch die Gleichungen 


a=7(7—S—"*)44; a+ fp—=—2(24+1), 
[ign totedt 








a—4—1(—u-1), 


wenn v + w eine ungerade Zahl ist. 
Nun ist 


¥(m) => > Cut )—F> Ce+)), 


v-+u gerade v-+u ungerade 
also 


v(m) => >) (@ +). 


Ist jetzt m ungerade, so erfiillt jede Lésung der Gleichung (1) 
die Bedingung « + 6 = 2 (mod. 4). Es treten also die Lisungen a, B 
und «, — B gleichzeitig auf, so dass 


v(m) = > a 


wird, die Summe erstreckt iiber alle Lésungen der Gleichung (1), in 
welchen « Rest von 7 ist. 
Wenn aber m gerade ist, so kann zuniichst 
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v(m) = > >a — 7 (« + B) 


gesetzt werden, wo die erstere Summe zu nehmen ist tiber alle 
Lésungen der Gleichung (1), fiir welche a Rest von 7 ist, die letztere 
Summe nur iiber diejenigen dieser Lésungen, welche ausserdem deg 
Bedingung « + B = 0 (mod, 4) geniigen. Jeder solchen Lisung kénnen 
wir aber eine Lésung der Gleichung 


2m = a,? + 78,? 


vermége der Formeln 


“= =—% , B, _— =+6 


zuordnen. Ks ist also (a+ B)=4 =(, daher auch fiir 
> Sao, 


einen geraden Werth von m 
v(m) = > 
4 2 


Die analogen Betrachtungen fiir y,(m) und y,(m) ergeben ein 
entsprechendes Resultat, so dass man schliesslich folgende Entwick- 
lungen der Integrale erhiilt: \ 

»lis ist, fiir r= 1,2, 4: 


I, (a) = 2 vo) gt 


wobei die zahlentheoretische Function w(m) definirt ist durch die Gleichung: 


y(m) = $ P 4 a, 


die Summe erstreckt diber alle diejenigen Lisungen in positiven und 
negativen ganzen Zahlen a, B der Gleichung 


4m = a? + 7B, 


in welchen « quadratischer Rest von 7 ist.“*) 


§ 3. 
Verhalten der Integrale bei linearer Transformation von o. 


Aus der urspriinglichen Definition der Integrale ergeben sich 
folgende Relationen: 


(1) L@+)=—rI1,@); (r=1,2,4), 


*) Es ist p(m) = — : n(m), wo n(m) die von Herrn Gierster, II, pag. 203, 
eingefiihrte Function bedeutet. 
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I, (—3)=4-1(@) + B- 1,(o) + C-1,(@) +», 
2) {L(-—)=B-1(@)+C-L@)+4-1L(0)+m, 
I, (——-) = C-1,(@) + 4A-1,(o)+ B-1,() +», 


2iz 
ee 2 5 6 4 3 
me * Aw -—T | fei ans eke ny ae 
, : V—1 V—7' V—1 
gesetzt ist und p,, p,, p, numerische Constanten bedeuten, aus denen 
sich die Perioden der Integrale zusammensetzen, 

Die Formeln (1) und (2) reichen bekanntlich aus, um die Ver- 
iinderung festzustellen, welche die Integrale erleiden, wenn w durch 
S(@) ersetzt wird, wo S(@) irgend eine Substitution bezeichnet. Je- 
doch gelangt man gewoéhnlich bei vorgegebenem S(@) rascher zum 
Ziele durch directe Betrachtungen als durch Zusammensetzung der 
Substitutionen + 1 und — . . 

Beispiele hierzu, welche im folgenden Paragraphen von Wich- 
tigkeit werden, bieten die Fille in welchen 

S(@) = 2 (mod. 7) 
oder 
S(@) = 4@ (mod. 7) 


ist. Wir bezeichnen mit U,(@) eine Substitution der ersten, mit U, (@) 
eine solche der zweiten Art. Die Substitutionen U,(@) und U,(@) 
bilden mit der Identitiit eine in der Gesammtheit der (mod. 7) be- 
trachteten Substitutionen enthaltene Untergruppe, indem 
U,?(@)=U,(@), U,*(@)=U,(@), U, U,(@)=U, U, (@) =o (mod. 7) 
ist. Nun hat man jedenfalls, fiir r= 1, 2, 4: 
I,(U, (@)) = ¢,” I,(@) + ¢,” I,(@) + ¢,” I,(@) + &®, 

wo die Coefficienten ¢ noch unbekannte Zahlwerthe besitzen. 

Wird @ durch @ + 1 ersetzt, so erhilt man, da 


U,(@ + 1) = U,(@) + 2 (mod. 7) 
y” [,(U,(@)) = 74, 1,@) + ye, T,(@) + yte,” I,(@), 


also, da die Integrale linear unabhingig sind: 
I,(U,(@)) = ¢ + In-(@)*), 
wobei, wie in der Folge stets geschehen soll, rein additive Constanten, 


welche eventuell auf den rechten Seiten der Relationen auftreten , ktirze- 
halber fortgelassen sind. 


ist: 


*) Die Indices der Integrale sind stets (mod. 7) zu reduciren. 
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Wird nun @ durch U,(@) ersetzt, so ergiebt sich 
I,(U,(@)) = ¢y + Car Iur(@). 


Setzt man endlich — : statt @ und beriicksichtigt die Congruenz 


U, (— —) = Uta} (mod. 7), 
"so folgt (fiir r = 1): 
A¢, I, (@)+ Be, I,(@)+ Ce,- I, (@)=c¢,¢, (CI, (@)+AI,(@)+ BI,(@)), 
also 
Cy gy Oy yy Oe PQ 
oder 
>= =e, = 1. 


Die gesuchten Relationen lauten also: 
I,(U, (@)) = I;,(@) 


1,(U,(0)) = Tote) f N24 


‘\ 


§ 4. 
Transformation n‘* Ordnung der Integrale. 


Es mégen die ®(n) Ausdriicke 


R,(@), R,(@), . 


(¢ @) (moa, 7) 


gehérendes Repriisentantensystem der Transformation n'e* Ordnung 
bilden. Betrachtet man dann die Function 


ein zu dem Schema 


i= D(n) 
v() = 2 L(Ri@)), 


so besitzt dieselbe die Kigenschaft, sich bis auf ejne additive Constante 
zu reproduciren, wenn @ durch 7'() ersetzt wird; tiberdiess ist w(@) 
eine iiberall endliche Function von @, folglich (nach pag. 170) ein 
Integral erster Gattung. 
Daher miissen Gleichungen folgender Gestalt bestehen: 
#= Din) 
QD L(Ri(@)) = 4 1, (@) + 4 1,(@) + #7 1,(); 
i (r= 1,2, 4), 


Mathematische Annalen. XXV. 13 
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wobei wieder von eventuell rechter Hand noch hinzutretenden additiven 
Constanten abgesehen wird*). 

Zu jedem Schema (¢ ‘) (mod. 7) wird ein solches System von 
Gleichungen (1) gehéren; man bemerke aber. dass alle diese Gleichungs- 
systeme aus einem derselben dadurch erhalten werden kénnen, dass 
man in diesem @ durch §S,(@), S,(@)... ersetzt, wo S,, S,.. 
passend gewiihlte Substitutionen bedeuten. Man kann sich desshalb ' 
darauf beschriinken, die weitere Betrachtung an ein specielles Schema, 


sagen wir das Schema 
0) 
(5 t) (mod, 7) 


anzukniipfen. Es mégen also nun die Repriisentanten R;(@) zu diesem 
Schema gehéren, so dass 

R;(@) = no (mod. 7) 
ist. Wird @ durch @ + 1 ersetzt, so erhilt die linke Seite der Glei- 
chung (1) den Factor y’", wihrend zu den einzelnen Termen der 
rechten Seite die Factoren y, y*, y* beziiglich hinzutreten. Ist daher 
n Nichtrest von 7, so muss 

4, = x7) = %,(") = 0 


sein, und die Gleichungen (1) lauten einfach 
(1a) > L(R(@)=0, (=1,2, 4). 


Ist dagegen » Rest von 7, so ergiebt sich nur das Verschwinden 
*¥von zwei Grédssen x, so dass in diesem Falle 


>) L(Ri(o)) = %Ine(@), (r= 1,2, 4) 
folgt. Wird in irgend einer dieser Gleichungen statt @ U,(@) gesetzt, 
wo wie im vorigen Paragraphen die Substitution 
U, (@) = 2 (mod. 7) 
ist, so folgt unter Beriicksichtigung der Congruenz 
n U, too) = U,(n@) (mod. 7) 


und unter Benutzung der Resultate des vorigen Paragraphen: 
> 1, ,,(R;(@)) oa as %, 12, (). 
Folglich ist 


4, = 4%, — Hy — 4%, 


*) Die entsprechendeu Schliisse gelten fiir beliebige Stufe. Die Aufstellung 
der Classenzahlrelationen beliebiger Stufe bietet, wenn die Constanten x bekannt 
sind, keinerlei principielle Schwierigkeit mehr. 
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so dass es sich nur noch um die Bestimmung einer einzigen Constanten 
x handelt. Zwecks dieser Bestimmung moégen die Repriisentanten 


R;(@) gleich 
»¥(/A@a+7B 
8(**5"") 


angenommen werden, wo A, D, B dieselben, Werthe wie friiher (§ 4 
der ersten Abhandlung) durchlaufen, und die Substitution S, gemiiss 
der Congruenz R,;(@) =n (mod, 7), der Bedingung 

S(@) — D*. @ (mod. 7) 


geniigen muss. Bei Einfiihrung der Reprisentanten wird 


1 (Ri(o)) = DT, es )+ > e-( a 
+ Ql A5™); 


wobei die Summen rechter Hand zu erstrecken sind auf alle diejenigen 
Repriisentanten, fiir welche die Zahl D beziiglich die Bedingung 


D?=1, D=2, D*? = 4 (mod. 7) 


erfiillt, Werden jetzt die Reihenentwicklungen der Integrale eingesetzt, 
so ergiebt sich nach leichter Zwischenrechnung: 
2m 


YL RO)= > a", 


a n.r 


4, (m) => -y (=F) 


ist, die Summe erstreckt iiber alle gemeinsamen Divisoren 0 von m 
und n. 


Dieselbe Entwicklung muss’aber auch x . J,,(@) liefern; also ist 
x-w(m) = x(m). 
Kiir m = 1 wird ~(m) = 1, x(m) = v(m), so dass sich schliesslich 
x = w(n) 


ergiebt.*) Man hat also die Relationen: 


wobei 


*) Beiliiufig ergiebt sich fiir die Function w das Resultat: 


(n) = Y(m) = 2 ov (""), 


wo m und » zwei beliebige Zahlen, 3 ihre gemeinsamen Divisoren bedeuten, 
Insbesondere ist 


wy (m : n) ™ w(m) P p(n), 
wenn m und » theilerfremde Zahlen sind. 


13* 





\W 


\ 


192 A. Hurwirz. 


> L(Ri(o)) = ¥(0) - Lr), 
welche auch in der Form: 
(1b) > i (Bi(o)) = ¥(m) - L,((S(@)) 
geschrieben werden kénnen, wo S(m) irgend eine der Bedingung 
S(@) = n@ (mod. 7) 

geniigende Substitution bedeutet. 

Geht man jetzt von dem speciellen Repriisentantensystem zu einem 
beliebigen anderen iiber, so erhilt man aus (la) und (1b) folgendes 


Endresultat: 
» Dilden R,(@), R,(@),... ein eu dem Schema 


a b 
(¢ a) (mod. 7) 
gehirendes Repriisentantensystem der Transformation n” Ordnung, so ist 
>) 1(Bi(a)) = 0 (r = 1, 2, 4) 
oder 


> 1-(Ri(o)) = ¥ (n) 1-(S(@)) — (@ = 1,2, 4), 


je nachdem n quadratischer Nichtrest oder Rest von 7 ist. Im letzteren 


Falle bedeutet S(w) irgend eine der Bedingung 
S(o) = sot (mod. 7) 
gentigende Substitution.“ 

Die erhaltenen Relationen werden iibrigens, wie ich wiederhole, 
eventuell erst dadurch vollstiindig correct, dass auf der rechten Seite 
jeder Gleichung noch eine additive von @ unabhiingige Grésse hinzu- 
gesetzt wird. Aus der Form der Relationen ergiebt sich, dass die- 
selben bestehen bleiben, wenn an Stelle der Integrale J,(@) irgend 
welche andere Integrale 7" Stufe gesetzt werden. 


§ 7. 
Die Classenzahlrelationen der 7" Stufe. 


Es mége 
i= D(n) 
(0,0) — |] Lio) — i-(R(@) — a] 
t=1 
Oy ae (TP eee El) 
¥(e', 0) = folie’ — j,(S(@)) — c,| , wenn ” Rest von 7, 
1 , wenn » Nichtrest von 7 


*) Die Function geht fiir @ =o in die Function ®(w) des ersten Ab- 
schnittes tiber. 
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gesetzt und das Product beider Functionen mit 

¥(@', @) = O(@’, @) . ¥(a’, @) 
bezeichnet werden. Dabei haben die benutzten Zeichen fiir die 7'° Stufe 
dieselbe Bedeutung, wie im ersten Abschnitt dieser Abhandlung fiir 
die g‘* Stufe. Wird ferner, unter @,’, @, bestimmte Werthe (mit 
positiv-imaginiren Bestandtheilen) verstanden, 

f ae y (@’, o) 

Fe, * ~— %P(@q, @) - H(w', wo) 
gesetzt, so erhilt man unter Benutzung der im vorigen Paragraphen 
abgeleiteten Relationen, folgende Gleichungen: 


(1) F(T(@’), a) = F(a’, @), 
(2) F(a’, T(@)) aaa emdulo') + maja(m') ma ja(o') : F(a, on) 


Hier bezeichnen m,, m,, m, ganze Zahlen, Z'(@), wie friiher, 
irgend eine der Identitaét (mod. 7) congruente Substitution. 

Es mégen nun die Gréssen w' und w auf der Riemann’ schen 
Fliche der 7'** Stufe gedeutet werden, so folgt aus der Gleichung 
(1) dass F'(w’, w) als Function der Stelle ow’ der Fliche einwerthig 
und folglich da sie nur fiir eine endliche Zahl von Stellen Null und 
unendlich wird, eine zu der Fliache gehérige algebraische Function ist. 
Dasselbe gilt selbstverstiindlich fiir den Quotienten 





F(o, Te) | 
F(a’, w) 
Folglich muss in der Gleichung (2) 
m, = m, = m, = 0 
sein und F'(@', w) ist also auch als Function der Stelle @ eine alge- 
braische Function auf der Fliche.*) 
Es sei nun erstens 
S(@) nicht = @ (mod, 7), 


also das Schema (s a)» zu welchem die Repriisentanten R,;(@) ge- 


héren, von ("" rx) (mod. 7) verschieden. Dann wird die Function 
Vn 
F(a, @) 
da sie eine algebraische Function der Fliche 7' Stufe ist, auf dieser, 
oder was dasselbe ist, Wenn @ das Fundamentalpolygon beschreibt, 
gerade so oft Null wie unendlich. Es ist folglich: 


*) Die Gleichung F(a, o) = 0 stellt die Modulareorrespondenz 7'* Stufe 
des n*® Transformationsgrades vollstiindig dar, Vgl. meine Arbeit: ,,Zur ‘Theorie 
der Modulargleichungen“ Géttinger Nachrichten 1883. 





194 A. Hurwitz, 


(1) 6 —k.y(n) =2. O(n) — 2y(n), 
wobei (nm) = zu setzen ist, wenn » Nichtrest (mod. 7) ist, und 
wobei & die Zahl der Nullstellen der Function 


9[j-(@) — j-(S(@)) — or] 
bedeutet. o hat dieselbe Bedeutung, wie in § 8 des ersten Abschnittes ; 
nur ist dort q iiberall — 7 zu setzen. 
Ist zweitens S(@) =o (mod. 7), handelt es sich also um das 


Schema a 
( 0 ) (mod. 7), 


0 yn 
so betrachte man 
F(a’, ©) . 9[j.(@’) — j-(@) — Jv" 

fiir wo’ = w; dabei ist 

é=—1 oder ¢«=0, 
je nachdem » ein Quadrat ist oder nicht. Die entstehende Function 
von @ mdge einen Augenblick mit F'(@) bezeichnet werden. Da 
[j,(@) — j,(@) — ¢,] sich bis auf einen constanten Factor reproducirt, 
wenn @ und @ simultan durch 7(@) und T(@’) ersetzt werden, so 
ist auch 

F(T(@)) =«¢. F(o), 
wo ¢ eine Constante bedeutet. Hieraus folgt aber nach pag. 171—172 
(§ 3 Schluss), dass /’'(@) ebenso oft Null wie unendlich wird, wenn @ 
das Fundamentalpolygon beschreibt. Es ist daher in dem jetzt be- 
trachteten Falle: 
(2) 6=2.0(n) —6y(n)+ 7, 
wo 
n=4=—2(p—1) oder »=0 

zu nehmen ist, je nachdem » ein Quadrat ist oder nicht. 

Der Zahlenfactor 6 riihrt davon her, dass jede der beiden Func- 
tionen @[j,(@,) — j-(@) — ¢,] und #[j-(@) — j,(@,)) —e¢,-], welehe im 
Nenner von /'(m) auftreten, an p= 3 Stellen unendlich klein von 
der ersten Ordnung wird. 


§ 6. 


Fortsetzung und Schluss. 


Es eriibrigt noch in die Formeln (1) und (2) des vorigen Para- 
graphen die Werthe von 6 und k aus § 8 und 9 des ersten Abschnittes 
einzutragen, um die Classenzahlrelationen der 7" Stufe explicite vor 
sich zu haben. Ist erstens n Nichtrest von 7, so kommt nur der 
Fall I des § 8 in Betracht. Man unterscheidet dann weiter mit Herrn 
Gierster am zweckmiissigsten die einzelnen Fiille je nachdem 
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a+d=0 +Y—n, +2V¥—n, +4Y—n (mod. 7) 
ist. Die Formel (1) des vorigen Paragraphen ergiebt, diesen Fiillen 
entsprechend , folgende Relationen: 


m quadratischer Nichtrest von 7. 


3» >) H(4n — x) = 20(n) — 120, —, 
0 


bo 


-DH4n— x)= o(n), 


y— 
3 -SH4n — #*) = 3¥(n) — O(n) + 6U/-;, 
2V—n 


2. > H(4n — x2) = O(n). 
4V¥—n 
Bei der Aufstellung der dritten Formel ist von der Gleichung 


2 (Oya + Uy + Vaya) = OM) — ¥@) 


Gebrauch gemacht, wo W(n), wie in der ersten Abhandlung, den 





Ueberschuss derjenigen Divisgren von , welche grosser als //n, tiber 
diejenigen, welche kleiner als //n sind bedeutet. 

Ist zweitens » Rest von 7, so unterscheide man wieder die Fille 

a+d=0, +Y¥n, +2yYn, +4Yn(mod.7). 
Nach § 9 des ersten Abschnittes ist diesen Fallen entsprechend 
k=4, 2, 3,0 

zu setzen. Es ergeben sich folgende fiinf Relationen, von welchen die 
erste die ausfiihrlich geschriebene Formel (2) des vorigen Paragraphen ist: 


nm quadratischer Rest von 7. 





84 PL, (#=*) = 0(n) ~ 24Uy-—3y(n), 

2V¥n2 

7 P [H(4n — 22) — H(A"; *)) =40(n) — 12Uy-+2y(n), 

2 > H(4n — x*) = O(n) + y(n), 

5 

3- > H(4n — x’) = 3-¥(n) — O(n) + 6 Uyz, 
Va 

2. >) H(4n — x?) = O(n) — y(n). 
4Vn 
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Bei Aufstellung der vierten Relation ist die Gleichung 
2 (Uyz + Usya t+ Usya) = O(n) — ¥(n) 
zu Hilfe genommen. 


Ein Vergleich der obigen mit den Gierster’schen Formeln ergiebt 
vollstindige Uebereinstimmung, wenn man erstens die Gleichung 


b(n) = — 5 9(n) 


beachtet und zweitens in Riicksicht zieht, dass die von mir gebrauchten 
Summen immer doppelt so gross sind wie die entsprechenden von 
Herrn Gierster eingefihrten. 


Kénigsberg i. Pr., Ende Juli 1884. 
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Ueber das Umkehrproblem der elliptischen Integrale. 
Von 


M. TicHOMANDRITZKY in Charkow. 


2. Note. 


In meinem Aufsatze ,,iiber das Umkehrproblem der elliptischen 
Integrale“‘, Math. Ann, Bd. XXII, 8. 450, habe ich gezeigt, wie man 
vom Additionstheoreme der elliptischen Integrale 2. Gattung ausgehend 
von selbst zur O-Function oder dem Al(u) von Weierstrass kommt, 
In einem spiter russisch von mir geschriebenen Aufsatze iiber das- 
selbe Problem (Mittheilungen und Protocolle des Math. Vereins an 
der Universitit zu Charkow, J. 1883, Nr. 1) habe ich die Bemerkung 
hinzugefiigt, dass derselbe Weg iiberhaupt zu allen ,,fonctions inter- 
médiaires“ von Briot und Bouquet (Théorie des fonctions elliptiques, 
2 éd., p. 236) fiihrt; in einem andern (daselbst J. 1883, Nr. II) habe 
ich dieses Verfahren von der canonischen Form des Polynoms unter 
dem Quadratwurzelzeichen unabhiingig gemacht, indem ich die Rech- 
nung von der elementaren Ableitung des Additionstheorems fiir die 
Integrale der beiden ersten Gattungen bis zur Einfiihrung der all- 
gemeiusten © fiir die allgemeinste Form eines Polynoms 3'" Grades 
unter dem Quadratwurzelzeichen durchgefiihrt habe. Spiiter aber 
habe ich bemerkt, dass man auch direct von den Integralen zur 
©-Function durch eine elementare Rechnung gelangen kann, ohne 
das Additionstheorem zum Ausgangspunkte zu nehmen und iiberhaupt 
irgend etwas ausser der Monodromie der oberen Grenze des Integrals 
1. Gattung, als Function seines Werthes betrachtet, zu kennen (wodurch 
sich ja die Periodicitit der Integrale von selbst ergiebt). Indem ich 
hier nachstehend dies nachweise, setze ich voraus, dass das Polynom 
unter dem Quadratwurzelzeichen in die canonische Form von W eier- 
strass gebracht sei, wodurch wir zugleich in den Besitz eines ein- 
fachen Uebergangs vom elliptischen Integrale zur o-Function ge- 


langen, die unter den ,,fonctions intermédiaires“ besonders ausge- 
zeichnet ist. : 
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1. Wir definiren also x als Function von uw durch die Gleichung 
dx + 

— V42° — Jo% — 9s 

nebst der Bedingung, dass x = oo fiir «=O wird. Indem wir das 


Quadrat dieser Gleichung durch (x — a)’ dividiren, dann die rechte 
Seite nach dem Taylor’schen Lehrsatze entwickeln, erhalten wir: 


1 ( d log (x — a) R' («) R’ (a) R’'(a) 
( du y=-< ep v (a — a) +2 ties &—-% 


-wo zur Abkiirzung 42° — g,x — g, = 4R(x) gesetzt ist. 
Differentiirt man diese Gleichung und dividirt dann durch 
d log (2 — a) , : ‘ : 
— , 80 ergiebt sich folgende: 
@ log Va — a R(«) R' (a) R’” (a) 
hs — see om ; — 
du (@—ay reagent 3 





Dieselbe nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn wir fiir die bis jetzt 
willkiirlich gebliebene Grésse « eine Wurzel der Gleichung R(x) = 0 
nehmen, also etwa «=e; setzen, wenn R(x)=(«%—e,) (w—e,) (w1—e,) 
ist. Dann werden wir haben 


@ log Vz — e, R'(¢;) R” (a) 
~~ dut ~ om ey + T2373 @ — 4), 
ae 
oder, da eh fn 1 ist: 
' d log Va — e; R’(e;) 
(1) du 9A (0 a F e; / ( 16 (x “ss ei))y 


wo b eine willkiirliche Constante bedeutet. 
2. Das erste Glied rechter Seite liisst sich auf dieselbe Form wie 
das zweite bringen durch die Substitution: 
R’(e;) 
z—e,? 


(2) y¥-a4= 


die uns von Wichtigkeit fiir die Theorie der elliptischen Functioven 
zu sein scheint. Durch dieselbe werden den Werthen oo, ¢;, &, ¢ von « 
beziehungsweise die Werthe ¢;, oo, ¢, ¢ vou y zugeordnet. Zugleich 





ird. d dy a oe da ist 
wird, da 2VRw) 2VRi @ 18 
ta ae 
3 . J vi Tee 
@) J 2VR(y) 2V Rix) 
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| 2 
* dy * dy 
— = = ——————— =e O-— v 
JS av) = Jaks J are : 
e y 


Jam7" 
2V Rly) 


Da 


wenn 


und 


gesetzt wird, so verwandelt sich diese Gleichung in folgende: 
a,—v =u. 
Setzt man jetzt: 


x= p(u), 
und also: 


y = p(v) = p(@ — u), 
so giebt die Substitutionsformel (2) folgende Relation zwischen den 


Werthen der Function p(w) fiir Werthe des Argumentes, die sich zu 
@; erginzen: 


(4) p(a, — u) — e = —*-_. 


Ist irgendwie*) die Eindeutigkeit der Function p(w) bewiesen, so 
folgt sogleich aus dieser Gleichung die Periodicitiit dieser Function. 
Beriicksichtigt man niimlich, dass p(w) gerade ist, was sofort aus 
der Definitionsgleichung (3) folgt, und setzt u—+ @; statt uw, so er- 
halt man: 
B(%) 
P(t) — & = p(u-+ a) — ¢; 


und durch Wiederholung: 
p(u + @;) — e&= jt <. 
woraus sogleich folgt, dass 


(5) p(u + 20) = p(w) 


ist. 





*) z. B. in der Weise von Briot und Bouquet ,,Theorie des fonctions 
doublement periodiques et en particulier des fonctions elliptiques,“ 
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3. Driickt man jetzt in der Gleichung (1) alles durch u aus, so 
nimmt sie folgende Gestalt an: 


@ lo ‘u) — p(a, 
6) = _. - SE p(u— a) — (e—p(u)), 





wo b+e—c gesetzt ist. Integriren wir sie von u—@, an, 80 
erhalten wir: 


1} p(u) — p(a, : y 
bebe... = P(@i) - f (c — p(w — a)) du aa ik — p(u)) du, 
Oy Wy 


oder: 


d log = — P(%) = fo — p(u)) du — | (¢ — p(u)) du; 
setzt man hier: 
fe — p(u))du= Z(u) + C, 
so kommt: . 
d log Yp(u) — P(a) 
du 


(7) = Z(u—a,) — Z(u)— [2 (@x — @;) — Z(@x) |. 


Nun erhalten wir aus der Periodicitiit der Function p(u), dass: 


c — p(u+ a) = ¢ — p(u — a); 
indem wir diese Gleichung von u, beginnend integriren, finden wir: 


fe — p(w + @)) du =| ( — p(u — @,)) du 


oder: 
u+o; ere 
J (¢ — p(u)) du = J (c — p(u)) du, 
Ue; to on; 


woraus folgt, dass die Differenz: 
Z(u + a) — Z(u — a) = Z(uy, + @) — Z(t, — a) 

von wu unabhingig ist; wir setzen: 
(8) Z(u + a) — Z(u — a) = 2y;. 
Diese Gleichung zeigt, dass die Function Z(«) die Periodicitit zweiter 
Art (nach Hermite) besitzt und dass 2; der Modul der Periodi- 
citit ist. 

Setzt man in (8) « =O und beriicksichtigt, dass Z(u) ungerade, 
da ihre Derivirte ¢ — p(u) gerade ist, so hat man: 


(9) ni = Z(a). 
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Setzt man in derselben Gleichung wu = @,, so erhilt man: 
Z(@, + a) — Z(@, — a) = 2y;. 
Aber in derselben Weise erhilt man auch: 
Z(@; + @,) — Z(@; — @x) = 2 nx; 


aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Subtraction und Division 
durch 2: 


(10) Z(@, — @) = Nx — 1. 


Wegen (9) und (10) nimmt jetzt die Gleichung (7) folgende Ge- 
stalt an: 


ay SS AED. Wc — a). 


4. Integriren wir diese Gleichung noch einmal zwischen den- 
selben Grenzen, so erhalten wir: 


log eo ro — 7 = [2 — 0) du — {200 du + nj(u— ox), 


oder: 


(12) tog / 2 y: ik = fa du — fr du + :(u — @,), 


ow; 





und wenn wir vom Logarithmus zur Zahl iibergehen: 


u—W; 





I Z\(u)du 
(13) Vy? Wp) ee ete) 
; p(@,) -— - p( (o) fi 
Z(u) du 
e°* 


Es liegt nahe fiir die neue Transcendente, die hier erscheint, 
eine besondere Bezeichnung einzufiihren; thun wir dies, indem wir 
% 
J2 Wau 
e” 


14 _ Olu) 
% Q(t) 


setzen, so nimmt die letzte Gleichung folgende Gestalt an: 


yee — p(@) O(u — a,)- et Oe) -O(@,) - 


P(@)—P(@%) OH) Oy — @) 











Hieraus aber erhalt man, wenn man noch 
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VP (@,)—P(@) 


4 iM, 


=C 
O(a, — a,)e 
© (x) 
zur Abkiirzung setzt: 


renee orcas ‘ O(u = «;) eli" 
Vp(u) — p(@i) ” C ca aa O(u) ? 
und solcher Ausdriicke giebt es drei. 

5. Aus der Definitionsgleichung (14) der O(w) zieht man auf 
bekannte Weise fiir dieselbe folgendes: 1) sie ist eine eindeutige 
Function von «; 2) sie ist fiir endliche Werthe von wu immer endlich; 
3) fiir «=O gleich Null; und 4) besitzt sie die Periodicitait dritter 
Art, was durch die Gleichung 
(16) O(u + 2a) = — &¥("t) E(w) 
ausgedriickt wird. Setzt man ¢ =O, so erhilt man eine Function, 
die sich nur um einen constanten (d. h. von « unabhingigen) Factor, 
von der ¢-Function unterscheidet; setzt man y; = 0, was fiir ¢ den 





Werth ae giebt, wenn 4; zur Function Z(u) = — f'p(u)du+C ge- 


i 
hért, so erhilt man eine Function, die in derselben Weise mit der 
Jacobi’schen 9-Function zusammenhingt. 

Die allgemeineren Functionen O(w), die wir finden, sind die von 
Briot und Bouquet als ,,fonctions intermédiaires“ benannten, insofern 
ja letztere eben durch die Gleichungen (16) charakterisirt sind, von 
denen nur zwei von einander unabhingig sind. 


Leipzig, 29. Juli 1884. 
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Ueber einige Bildungsgesetze in der Theorie der Theilung und 
der Transformation der elliptischen Functionen. 


Von 


Von G. Morera in Novara. 


Die vorliegende Note steht in engem Zusammenhange mit der 
Abhandlung des Herrn Prof. Klein: ,Ueber die Auflésung gewisser 
Gleichungen vom siebenten und achten Grade“, welche im 15'" Bande 
der Annalen erschienen ist. 

Nach den dort*) geschilderten allgemeinen Principien wird die 
Reduction eines algebraischeu Problems auf ein anderes, einfacherer 
Natur, durch die Bildung gewisser Systeme von neuen Variabeln 
geleistet, deren charakteristische Eigenschaft ist, bei den Vertauschungen 
der Galois’schen Gruppe der vorgelegten Gleichung sich linear homo- 
gen in geschlossener Gruppe zu transformiren. 

In derselben Abhandlung ist ein F'undamentalsatz gegeben, um 
solche Systeme aus ihren charakteristischen Eigenschaften wirklich 
herzustellen (§ 1). 

In der nachstehenden Note werden die Bildungsgesetze fiir einige 
Systeme gegeben, welche bei der n-Theilung und der Transformation 
n* Ordnung der elliptischen Functionen eine wichtige Rolle spielen. 
Hierbei wird nur der Fall » = eine wngerade Primzahl betrachtet. 

Diese Bildungsgesetze sind freilich zum Theil bekannt, aber ihre 
grosse Wichtigkeit fiir gewisse algebraische Untersuchungen (wie z. B. 
bei der Theorie der Gleichung vom fiinften Grade) lasst mir wiinschens- 
werth scheinen, sie vollstindig darzulegen. Uebrigens wolle man ins- 
besondere die Arbeit vergleichen, welche Herr Kronecker in den 


*) Vgl. die §§ 2 und 3 der angegebenen Abhandlung, oder auch: Vor- 
lesungen iiber das Ikosaeder etc, (Leipzig 1884), p. 125 ff. 
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Sitzungsberichten der Berliner Akademie von 1879 verdffentlicht hat 
(p. 220 ff. Ueber die Classe der Gleichungen, von denen die Theilung 
der elliptischen Functionen abhiingt.) 


§ 1. 

Es seien ®,,,, wo a und b die Zahlen 0, 1, 2, 3,...,% —1 mit 
Ausschluss der Combination a= b = 0 durchlaufen diirfen, die »?—1 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung, deren Galois’sche Gruppe 
- durch die linearen Substitutionen 


|a, 6b; ae + by, aB + bd | (mod. n) 
definirt ist, worin «, B, y, 0 ganze Zahlen bezeichnen, die der einzigen 
Bedingung: 
ad — By = 1 (mod. n) 
unterworfen sind. 


Dies ist die bekannte Monodromiegruppe der speciellen Theilungs- 
gleichung fiir eine ungerade elliptische Function. 
Wir werden die eben hingeschriebene Substitution als eime Opera- 
§ 2 


tion S 6) bezeichnen. 


Solcher Operationen giebt es bekanntlich n(n? — 1)*). 

Wenn es sich um elliptische Functionen handelt, d. h. wenn die 
®,,, Modulformen sind, so kommt die genannte Operation darauf hinaus, 
statt der urspriinglichen Perioden @,, @, die neuen aa,+ pa,, ya,+da, 
(ad — By =1) einzufiihren. 

Was die Zusammensetzung dieser Operationen anbelangt, gilt die 
einfache Regel: 

(<8) (<8) (se + Br ab + 88), 
y 9) \y 6 ya + dy yb +90 

Die Operationen unserer Gruppe kénnen alle aus den zwei folgen- 

den erzeugt werden: 


= 1 1 mp — (0 —1 ° 
S= (4 1)° T=(; 0) 3 


aber um eine einfache Darstellung der ganuzen Gruppe zu gewinnen, 
ist es zweckmissig die dritte erzeugende Operation einzufiihren: 


g O 
v=(¢ :) (mod. »), 


wo g eine Primitivwurzel von  bedeutet. 


*) Unter m ist, wie schon gesagt, immer eine wngerade Primzahl zu ver- 
stehen. 








sil 
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§ 2. 
Die Operation U hat offenbar die Periode »—1 und ihre Potenzen 
sind, von der Reihenfolge abgesehen: 


a 0 . 
v.= (9 1) (mod. ») 


(a=1,2,3,...,n—1). 
Unsere gesammte Gruppe umfasst, wie bekannt, die Operationen: 


k kk 


k 
a — —- el 
a 2s a 
FU,= <a FUT = 1 K 
a a a 
‘igi 1,32,...0— a 
a=1,2,3,....n—1) 
So ist unsere Gruppe durch drei Operationen: S, 7, U vollstaindig 
erzeugt. ‘s 


Die Operation U, ist natiirlich ihrerseits durch die Grund- 
operationen S und 7’ darstellbar. 
Man hat zunichst: 


Oy ON- GY 
—A4+U4r+ratiy) 147040). 
=( r++’) 1+ 70" ) 


Um diesen Ausdruck mit U, zur Uebereinstimmung zu bringen, braucht 
man nur 


l= — ce ) , t=— F v= aa (mod. ») 
zu setzen. Es ist aber 
11)=828, 


also: 
_ a(a— 1) 


Uu.=s ™ .(8TS) 


a—1 
-S" (ST Sy}, 
wo l” eine noch unbestimmte Zahl bedeutet. 
Indem man beachtet, dass 
(ST Sf=TSs-<-T-! 
und fiir 7” : + @ annimmt, bekommt man: 
Mathematische Annalen, XXV. 14 
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1 
U.—S°.T .8 *.7.8°.T 
1 
=—S .T .8* .7.S .T 
Ich stelle noch folgende Formeln zusammen, die man leicht beweist: 
U,.T=T.U,; 
x 
k 
$.U,=0,.8"; 
k 


T.S.U,=U,.T.8*; 


i 


1 
k— = 
F.0,.7T.&.Tm8 *.U,.7.8'; 
; 
T? = U1; 
1 1 





OP Pad * 8 P.8*. 
k 


§ 3. 

Vermége der vorausgeschickten Formeln erkennt man leicht die 
Richtigkeit folgenden Theorems: 

Will man aus einem gegebenen O-Systeme die allgemeinsten  bilden, 
so kann man folgendermassen verfahren. Man bildet irgend welche 
rationale Function G der gegebenen Elemente, welche bei den Operationen 
der Gruppe S*(k = 0, 1,2,...,%— 1) und nur bei diesen unverdndert 
bleibt. Dann hat man: 

%,,=(G)U,; Mu—(G)O0,TS. 
i T 
Fiir die Elemente ®,, haben wir die wohl bekannte Eintheilung in 


n-+ 1 Reihen: 





Do, g) %o,4, Do, g) . «Do, on—-2; (co); 
My,0; 9,,0, 5, ++ Dyn-2 9; (9); 
Dy, yr, ®,,55 Dy,9° ¥, ++. Dyn-2, gn-2y5 (v); 

\ Dep, o(n—1)y Dy, gin—1) Dy», 4° (n—1) «+ Dns, g®—? (n—1)5 (n—1), 


wo g eine Primitivwurzel von mn bezeichnet. Nun hat diesbeziiglich 
die Gruppe [ bekanatlich folgende Kigenschaften: 








ve} 


dr 
cy 
dr 
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adi 
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1) Die Reihen (oo), (0), (1), ..., (w — 1) werden unter einander 
vertauscht, wie die Wurzeln der Modulargleichung bei ihrer Mono- 
dromiegruppe. 

2) Die Elemente jeder Reihe werden gleichzeitig unter einander 
cyklisch vertauscht. , 

Hieraus fliesst ohne Weiteres das Theorem: 

Will man mit einem O-Systeme ein System von n + 1 Variabeln: 
C,, Cy, Cy... Cas aufbauen, welche den Vertauschungen der Mono- 
dromiegruppe der Modulargleichung unterworfen sein sollen, so braucht 
man nur eine metacyklische Function M zu bilden, d. h. eine Function, 
die bei den Vertauschungen der Gruppe 

St. U, (k=0,1,2...n—1; 1=1,2...n—1) 
und nur bei diesen unverdndert bleibt. Man hat dann: 


C,—M, 0C,=(M)T,..,C,=(M)T-S*.... 


§ 4. 

Wir werden jetzt Systeme von Variabeln untersuchen, welche 
nicht mehr bloss unter einander vertauscht werden, sondern lineare 
homogene Substitutionen erfahren, 

Dabei wollen wir folgende Bemerkung voranschicken. 

Wenn man bei einer linear homogenen Substitutionsgruppe unter 
p Variabeln, p particulére unter einander unabhiingige Systeme der 
gewiinschten Kigenschaft gefunden hat, dann kénnen alle anderen 
durch diese linear homogen mit invarianten Coefficienten zusammen- 
gesetet werden*),. 

Also ist die Frage immer als geliést zu betrachten, wenn einmal 
diese besonderen Systeme wirklich aufgebaut sind. 

Wir betrachten zuniichst eine Substitutionsgruppe bei n + 1 
Variabeln 

Ds: Bey BA.) Bow 


die man folgendermassen definirt hat: 


(D.) S= Du+t3 (u=oo, 0, 1,...%— 1), 


(D.) T= Dy; (D,) T= (~ j) Das (D) T= (;) Ds; 


Q@—=1,2,8,...,.0— 1), 





a 
DyUe= (4) Da - 


*) Man sehe auch Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder etc., pag. 227 ff. 
14* 
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Diese Operationsgruppe ist mit der Gruppe [ holoedrisch isomorph, 


wenn (= =—1, d.h. wenn: n=— 1 (mod.4). Wenn dagegen: 
n = -+ 1 (mod. 4), so ist der Isomorphismus hemiedrisch, d. h. die 
n(n? — 1) 





Operationen der Gruppe sind nur in der Zahl 3 vorhanden. 


Fiir das Bildungsgesetz dieser Variabeln giebt der erwihnte Funda- 
mentalsatz die folgende Regel: 


Man bilde mit den ® eine halbmetacyclische Function H, d. h. 
eine Function, die bloss bei den Substitutionen der Gruppe S,Ue(wo R 
alle quadratischen Reste (mod. n) und k die Zahlen 0,1,2...n—1 
durchléuft) ungedndert bleibt, und es sei H’ der aus H erhaltene Werth, 
wenn auf H eine Operation Uy (wo N einen Nichtrest bezeichnet) an- 
gewandt wird. Dann hat man: 

D, = H — H’, 
D, = (H — H’7) TS*. 

Wenn man die Function H insbesondere aus den Elementen der 
Reihe (co) in der oben angefiihrten Eintheilung der Variabeln ® zu- 
sammensetzt, so hat man folgendes Bildungsgesetz, welches schon 
von Hrn. Kronecker in den Berliner Monatsberichten aus dem 
Jahre 1879 (1. ¢.) gegeben worden ist: 

Man bilde aus jeder Reihe eine cyklische Function der Elemente, 
deren erste Indices Reste sind, nimlich von den Elementen: 

Do, 92, Pog, Dog, -.- Dos fiir-die Reihe (co); 
und den Elementen: 
Dy, »¥, Og, 79) Dy, cee ® jn-3 gy fiir die Reihe (v). 


Wir nennen diese Functionen bez. S,, und S,. Man bilde ferner 
fiir jede Reihe dieselben Functionen mit den Elementen, deren Indices 
Nichtreste sind, nimlich mit den Elementen: 


Dog, Pog, Pog, --- Dor? fiir die Reihe (co); 
und den EKlementen 
Door, Vegr, Pygv, --+ Dgn-2, n—2 fiir die Reihe (v); 
wir nennen dieselben bez. S/, S,’. Dann hat man: 
D, =8, — 83; 
D, =8, — Sy. 


Hat man ein besonderes D-System gefunden, so sind alle Anderen, 
wie Hr. Kronecker bemerkt, durch die Formeln: 
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D,=4D,+4,D,3+---+4,D2; 
D, = AD, + 4, Dé 4.---+4, De, 
dargestellt, wo 4, 4,,..., 4, invariante Coefficienten sind. Die geraden 


Potenzen der Variabeln D sind offenbar Variabeln C; man vergl. den 
Schlusssatz des vorigen Paragraphen. 


al § 5. 
Bei “tt Variabeln . 
Ay, Ay, A,.., Ant 
2 
hat man eine Substitutionsgruppe, welche immer holoedrisch isomorph 
mit der Gruppe der D ist*). Diese Gruppe ist folgendermassen 
definirt : 


(Ai) S = 0 Ai; (Ai) Vom (§) Ajeai 





(4=0,1,2... >) 


v 


(A,) 7. (%) ‘ (ey Vn =A, +A, +-+-+ Ana 


(Aq) 7. (7) A 7), Vn =2A,+ (9% + 9%) A,+(9- +9") Ay} + 


— —1 
oe Plead 


oki , +e : , oe (a= 1,2-.."=+*), 








wo: 
2ni 


eme* ™) 
und |a@A| in der Formel fiir U, den absolut kleinsten Rest bedeutet, 
den -++ aA modulo » besitzt. 
Vermége des Klein’schen Fundamentalsatzes erhilt man leicht 
fiir das Bildungsgesetz der A aus den D folgende Ausdficke: 


*) Diese A sind die sogenannten Jacobi’schen Theilgréssen. Vergl. Klein, 
Mathemat, Ann, Bd, XV, 8. 276. 
**) Man erkennt leicht, dass die Ausdriicke 


(2): fr, Vn. Ay, 


n—-1 
2 


a 
Ay + >) eh" 4g, (k= 0,1.2...n—1), 
a=! 


sich wie die D verhalten. 
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n—1 


A, = * ») Cr) -yn-D, +> D,; 


k=0 
Ag= 2 > g-@*D,. 


Durch diese Formeln ist die Frage nach der Bildung des A-Systems 
volistiindig gelést. Fir n = 5 stimmen dieselben mit einem bekannten 
Resultate yon Hrn. Brioschi iiberein (Atti dell’ Istituto Lombardo, 
II, 1858).” 

§ 6. 

In der wiederholt angefiihrten Abhandlung im XV. Bande dieser 

Annalen hat Prof. Klein erkannt, dass allgemein bei "— 


,— Variabeln 
exe Bases oe 


n—1 

-— 

eine Substitutionsgruppe existirt, welche, falls n = 1 (mod. 4) mit der 
Gruppe T holoedrisch, falls n = — 1 (mod. 4) mit T hemiedrisch isomorph 
ist, d. h. im letzteren Falle nur 2. Operationen enthilt. Diese 
Gruppe ist, unserer gewohnlichen Erzeugungsweise gemiiss, folgender- 
massen definirt: 


( (By) S = 0” Ba; 
(Ba) U, = Y (“) Aes} 
* Cr) - 
i (n) W* 7. n- (Ba) T= (9 — 9-**) B, + (o'@—9-**) B, + --- 


n—l n—l1 
2 3 ¢ —2 2 a@ 
i(¢ —¥*§ ee 


i 








22i 
wog=e"  , und y, entweder +1 oder —1 bedeutet, jenachdem der 
Modulo » genommene kleinste Rest von «a positiv oder negativ ist. 
Bei der Bildung dieser Variabeln B mittelst des Fundamental- 
satzes gebrauchen wir zuniichst eine willkiirliche Function @ der ® 
und irgend eine (vg) der zu den B contragredienten Variabeln*). 
Wir bekommen so: 


n-()Ser[msv Gi) msv 
CH) wet ot ot 


y: (n) “* pa 2 a (1) Aha. [q-208t — 92081] (p) StU, TS*, 


*) Siehe Annalen XV, 1. c. 
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wo 6 die Zahlen 1,2,3... so bedeuten soll. Tragen wir 
nun in diese Ausdriicke fiir m hinterher die ® selbst ein, so erhilt 
man nach einigen Reductionen mittelst der Gauss’schen Summen 


folgendes Resultat: 


n—1 
- —1 
Be — (2) Se | Sone -tF ents]; 
=0 


° n—1 
wo 6 die Werthe 1,2,3...—;— annehmen kann. 


Die allgemeinsten B sind dann: 
o=n—1 
>) (o 
B. — ho BR, 
o=1 
wo die 4 bei den Substitutionen von [ unverinderliche Functionen 
bezeichnen. 
Diese lineare Zusammensetzung wird natiirlich iiberfliissig, wenn 
man unter den ® von vorneherein die allgemeinsten nach § 3 auf- 
gebauten ® verstehen will. Wenn die ® die Theilwerthe einer un- 


n 
schwinden die so gebildeten PB natiirlich identisch; aber dies kann 
sofort vermieden werden, indem man die ® durch irgend eine gerade 
Potenz derselben ersetzt*). 


geraden elliptischen Function sind, und ( ) ist = — 1, so ver- 


Leipzig, den 3. August 1884. 


*) Die Vertauschungsgruppe der geraden Potenzen der ® ist in diesem Falle 
holoedrisch isomorph mit der B- Gruppe. 

















Ueber verwandte s-Functionen. 
Von 


Erwin Papreritz in Leipzig. 


Durch die Riemann’sche Abhandlung: ,,Beitriige zur Theorie 
der durch die Gauss’sche Reihe F(a, B, y, x) darstellbaren Func- 
tionen “‘*) ist in die Analysis eine Transcendente — die P-Function — 
eingefiihrt worden, deren wesentliche Kigenschaften eben jene der F- 
Function sind, mit dem Unterschiede nur, dass sie in der P-Function 
von den gewissermassen nur zufilligen Besonderheiten befreit erscheinen, 
welche die hypergeometrische Reihe selbst auszeichnen. Gerade hier- 
durch erweist sich die neue Function als geeignet, um fiir das Studium all- 
gemeinerer hypergeometrischer Functionen als Ausgangspunkt zu dienen. 
Fiir gewisse Untersuchungen ist es weiterhin zweckmiissig, nicht die 
P-¥ unction selbst, sondern den Quotienten s zweier linear unabhiingiger 
Zweige derselben zu betrachten, wie dies insbesondere in der grund- 
legenden Arbeit des Herrn H. A. Schwarz: ,,Ueber diejenigen Fille, 
in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische 
Function ihres vierten Elementes darstellt‘‘**) geschieht. Der ein- 
gefiihrte Quotient ist es, der im Anschlusse an die Bezeichnungsweise 
des Herrn Schwarz als s-Function benannt wird, und auf ihn soll 
sich die gegenwiirtige Mittheilung beziehen, deren Zweck es ist, die 
Darstellungen von Riemann und Schwarz in einem gewissen Punkte 
zu erganzen. 

In der Theorie der hypergeometrischen Functionen ist eine Classe 
von Beziehungen von Wichtigkeit, welche zuerst bei Gauss***) als 
,,Relationen zwischen verwandten Functionen“ (relationes inter func- 
tiones contiguas) auftreten. Bei der Einfiihrung der s-Function wird 


daher die Frage aufgeworfen werden: Wie iibertriigt sich der Begriff 


der Verwandtschaft von der hypergeometrischen Function auf die s-Func- 


*) Abh. d. K. Ges, d. Wiss. z. Gittingen, 7. Bd. 1857, u. Ges. Werke, p. 62. 
**) Crelle’s Journal, Bd. 75. 
a-6 


***) Disquisitiones generales circa seriem infivitam 1+ ; 





a-+.-.-, Ges. 


Y 
Werke, Bad, III. 
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tion und welcherlei Beziehungen bestehen zwischen verwandten s-Func- 
tionen? Die Antwort soll im Folgenden gegeben werden; zu diesem 
Ende aber erscheint es noéthig, einige allgemeinere Bemerkungen 
voraufzuschicken. 


1. 


Ks seien a, b, ¢ beliebige complexe Constanten, ferner a, a’, B, p’, 
y,y reelle Zahlen, von denen vorausgesetzt wird, dass keine der 
Differenzen « — a’, B — Bp’, y — y’ eine ganze Zahl, die Summe aller 
aber: a+e°+ 6+ /'+y+7'=—1 sei. Die mit den genannten 
Gréssen gebildete aligemeine Riemann’ sche P- Function. 


a b-e 
Pia Bp y @ 
B y 


ist die Lésung einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung von 
der Form: 


(1) GY 4p. Mt g-y=0. 


Diese Differentialgleichung ist von Riemann selbst und meines Wissens 
auch sonst nicht explicite angegeben worden; ich theile daher hier die 
fertige Gleichung mit, ohne auf ihre Ableitung einzugehen, zu welcher 
man die Methode in dem nachgelassenen Fragmente Riemann’s: 

,, Zwei allgemeine Sitze iiber lineare Differentialgleichungen mit alge- 
braiechen Coefficienten “ und den Zusiitzen hierzu von Hrn. Weber*) 
entwickelt findet. Sie stellt sich in die folgende symmetrische Form: 





ay 1—a—a' = 3 1—y-y _ dy 

dz +( z—a +75 Py z—e “de 
- dae (a — ¢) 6B’ (b—c) (b—a) 
(2) + ego ae 


+ vy’ ( fe—~s)(e~ 2). y a 


Speciell fiir a = 0, b oo, c= 1 geht sie tiber in die nachstehende 
wee ee 


(1a) 4 —e(1—2) (e+e I) + B46 412} - 
+ {aa —(ae'+ Bp’ —yy')2+ Bp 2) -y =0.*) 


*) Riemann’s Ges, Werke, p. 357. 
**) Beiliufig mag bemerkt werden, dass aus der Differentialgleichung (2) 


(3) 


durch einen bestimmten Grenziibergang, niimlich fiir a—=—1, b= =. 8 +1, 
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Durch Vertauschung der Werthe a, B,y, a’, B, y’ mit den Werthen 
0, a, 0, 1—y, B, y —a— 6 geht endlich hieraus die Differential- 
gleichung der Gauss’schen Reihe F (a, B, y, 2) hervor. 

Sind y, und y, irgend zwei linearunabhingige particulire Lésungen 
der Differentialgleichung (2), so bildet der Quotient 


4 § = 

(4) % 

die allgemeinste s-Function mit den ,, Verzweigungswerthen“ z= a, b, c 
und den ,,zugehdrigen Exponenten’ 4=a —a, w=—f' —B, v=y' —y. 
Diese geniigt ihrerseits einer Differentialgleichung 3. Ordnung von 
bekannter Form: 

(5) [s F =r(z), 


oder ausfiihrlich geschrieben : 


ds fi &es\2 
(6) a . si dz Fat 1 4 1—?  (a—b)(a—c) 
ds 2 ds —G—aa—beno} 2 s—a 
dz dz 
1—n (b—c)(b—a) i—»v (e—a)(c—b) 
a eee ee eee 


Die wechselseitige Beziehung der beiden Differentialgleichungen 
spricht sich dann weiterhin darin aus, dass nach dem von Abel 
herriihrenden Satze : 


dy, dy, 4, _ .—Jrds 
eau ee -* 





umgekehrt geschlossen werden darf: Ist s eine particulire Lésung von 
(5) oder (6), so bilden die beiden Functionen 


a=a =y=y=—0, B=—n, pf =n+1 und lim ¢=0, die Differentialglei- 
chung der Kugelfunctionen: 

2p oe » » 

d fh 7) 22 : dil n (n-+ 1) , 

dz i— # dz 1— 2 

wa 1 ’ * ’ . 
und ebenso fiir a= e, oe » C=0,a>7,a =—yv, B=ta, § =— tao, 
1 


y= = (14Vi— 4a), y=yzi—Vi- 4o*) und lime=0, lma=o die 


Differentialgleichung der Bessel’ schen Functionen: 


ad 1 dd v 
Tats ae tl —p)-J=0 





abgeleitet werden kann. Die Kenntniss der letzteren Ableitung verdanke ich 
einer Mittheilung des Herrn Olbricht. Vermége derselben stellt sich die 
Bessel’sche Function als Grenzfall der P-Function dar, wobei zwei singuliire 
Punkte in einen zusammengeriickt sind, der alsdann fiir die Function J(z) eine 
wesentlich singuliire Stelle bildet. 
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x foas 
(7) i G oS, = S°%) 
dz 
in denen C eine Constante bezeichnet, particulire Lisungen jeder 
Differentialgleichung von der Form (1), fiir welche die Relation 


1 d 
\ 2q— i pt— <r) 


besteht. Diese letztere Voraussetzung ist aber insbesondere fiir unsere 
Differentialgleichung (2) erfiillt. 

Vermége der gekennzeichneten Zuordnung beider Differential- 
gleichungen zu einander, iibertragen sich nun die Kigenschaften der 
P-Function ohne Weiteres auf die s-Function und umgekehrt. 

Fiir den vorliegenden Zweck mag es geniigen, Folgendes hervor- 
zuheben : 

1. Die s-Function ist nur bei =a, b, ¢ verzweigt. 

2. Jeder Functionszweig stellt sich als lineargebrochene Function 
jedes anderen Zweiges s' dar: 


sa 18 +4 
i C38 + 
mit constanten Coefficienten ¢;. 

3. Den zu den Verzweigungswerthen ¢=—a, b, ¢ gehdrigen 
»»4undamentalsystemen“*) der Différentialgleichung (2): P*, P’, Pé, Pe, 
Py, PY entsprechen die ,, /undamentalwerthe “ 
wl pé pY 


Ss, = y= pe » = pr. 


pe ? 
der s-Function, welche nach Multiplication mit (¢— a), (2 — b), 
resp. (¢ — c)” in der Umgebung von za, b, c¢ eindeutig, endlich 
und von Null verschieden bleiben. 

4. Alle s-Functionen sind durch lineare Substitution der Verinder- 
lichen z auf die eine s-Function mit den singuliiren Punkten 20, oo, 1 
reducibel, welche Herr Schwarz untersucht und durch s(d, w, v, 2) 
bezeichnet hat. 


2. 


Beschreibt der Punkt z in der Ebene der complexen Zahlen einen 
geschlossenen Weg, welcher keinen der Verzweigungspunkte z = a, 
b, ¢ umgiebt, so kehrt nach Durchlaufung desselben die Variable s 
zum Anfangswerthe zuriick. Umkreist dagegen z einen der Ver- 
zweigungswerthe, so geht s in eine lineare Function 


*) Wegen der Terminologie vgl. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen mit verinderlichen Coefficienten, Crelles Journ. Bd. 66. 
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YP M,s + + Mm, 
“M,s + UM, 
seines Anfangswerthes iiber. Die betreffende lineare Substitution mag 
abkiirzend durch 
¢ = (M) (s) 
bezeichnet werden. Alsdann ist durch Angabe der linearen Substitu- 
tionen (A), (B), (C), welche der einmaligen Umkreisung der Punkte 
z=a, b,c in bestimmtem, etwa positivem Sinne entsprechen, dei 
Verlauf der s-Function allenthalben bestimmt. 
Zwischen den Substitutionen (A), (J), (C) finden hierbei noth- 
wendig gewisse Bedingungen statt, welche es zuniichst aufzustellen gilt. 
Umkreist z nacheinander die Punkte c, b, a in positivem Sinne, 
so ist der durchlaufene Weg einer einfachen Umkreisung des Punktes 
# =o in negativem Sinne fiquivalent, und da s(z) in der Umgebung 
dieses Punktes eindeutig vorausgesetzt wird, so wird s zum Ausgangs- 
werthe zuriickkehren. Die Substitutionen (C), (B), (A) nacheinander 
angewandt miissen also zur Identitit surtickfthren , was durch die 
symbolische Gleichung 


’ 0 
(1) (C) (B) (A) = (4 oy 
ausgedriickt wird. 

Die Fundamentalwerthe s,, s,, s. gehen ihrer Definition zufolge 
bei einem positiven Umlaufe von z im =a, b,c resp. iiber in: ~ 
Sa: e— sini, S.€ uni ‘. e~2y ai. 

Bezeichnet man diese speciellen linearen Substitutionen durch (A), 
(B), (C’), setzt iiberdies: 
(2) Sa = (b) (86) = (€) (Se) 
und denkt sich die Substitutionen (A), (B), (C) auf den Fundamen- 
talwerth s, angewandt, so ergiebt sich: 

(A)= (A), 
(3) (B) = (v) (B) O)>, 

(C) = (e) (C’) (e)*’. 


Aus der Fundamentalrelation (1) fliessen dann drei Bedingungen fiir 


die acht Coefficienten in (b) und (c). 
Aus der mit (1) aiquivalenten Relation 


(C) = (A) (B)* 


hat man unmittelbar: 


—2yni 2u nt 
Cy € “8 + be. 8, + Dy ania 
ane : . a 


ce 2"! og +t ey by PH** .g, + dy 


oder: 








A) 
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(b, ¢, - eAtu—ry)ai __ bye, . e(— 2+ —9) 20) SoS, 

+ (bie, - eAtut+y) ai __ bye, ‘ e(—4+H+9)21) S 

+. (by ¢, - e@—mM—») ai __ bye, . e(—4—H—9) x2) So 

=f (b,¢, . et—utry) ai _ b,c, - e—4—n+eai) an 0. 
Andererseits hat man infolge der Relationen (2) die Gleichung: 

(b, Cg — 03 C1) 86 Se + (B,C, — b3 Cy) 84 + (b,¢,—b, 4) Se 
+ (b2¢,—b,e,) = 0. 

Durch Vergleichung gelangt man zu folgenden drei Bedingungen: 


bycy - Ate — MRE by c, - 2H») ai 





bye, — bg cy 


bye, - et@tety) mi Ds Cp « ef -At+et+y) ai 





iC, — dye 
(4) (A—u—yv) ni (—A—u—) ni 
bees € wt + —bycy-e a 
oe bycs — bycy a! 


bee, . et@—e+y) xi re Dy Ce ; bo 4—ety) ai 


a bees — Dye 





Diese bestimmen drei von den acht Coefficienten b,, b,, ... , 43 die 
iibrigen bleiben willkiirlich. Da indess lediglich die Verhiiltnisse 
b,:b,:b,:b, und ¢,:¢,:¢,:¢, in Frage kommen, so sind jene 
restirenden fiinf Coefficienten drei willkiirlichen Constanten fquivalent. 
In der That bemerkt man leicht, dass die drei Fundamentalwerthe 
Sa, $s, S> nur bis auf constante Factoren bestimmt sind, sobald die 
Function s gegeben ist. 

Die Form der Bedingungen (4) gestattet eine bemerkenswerthe 
Folgerung, welche sogleich zu benutzen sein wird, um die verwandten 
s-Functionen zu definiren. Die Gleichungen (4) bleiben nimlich un- 
geiindert, wenn die Gréssen 4, uw, vy in A+1, w+ m, v + ni iiber- 
gehen, wo 1, m, » irgendwelche reelle ganze Zahlen bezeichnen, deren 
Summe einer geraden Zahl 2k gleich ist. Denn in diesem Falle iindern 
sich auch alle die oben auftretenden Aggregate 


(A+u—v), (—A+u—2), ..., (—A—U +) 
um gerade ganze Zahlen. Fiir die Functionen 
s(4, w, v, 2) und s(A+l, w+m, v-+n, 2), 
lL+m+n=2k 
kénnen daher die Substitutionen (b) und (c) gleich angenommen wer- 


den, da die Gleichheit der fiinf willkiirlichen Gréssen ); und ¢ die 
der drei bestimmten nach sich zieht. 
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3. 
Man betrachte zwei s-Functionen s und s, mit den niimlichen 


Verzweigungswerthen und den zugehérigen Exponenten 
4,u,v und 4+/1, utm, v+n. 
Um den Uebergang zu den zugeordneten P-Functionen zu gewinnen, 
setzen wir einmal: 
e Sees (s — a)*t** .(¢—vft?. (g—ey""| 
sodann: 
gFa* (s — q)*tetertar— . (g pf th recta , (e—ey ttt 
und hierbei: 
A=a’ — a, u=p — B, voy —y, 
L=—av—a, m= $/— Bp, n=y— 1, 
ate +pB+Ph+7+7=—1, 
a+ a +B, +8 +4 +7) = 0. 


Dann vermitteln die Formeln (7) des § 1 den Uebergang zu den 
beiden P-Functionen 


(1) 


abe a b c 
Pla Bye) md Plata B+R, y+n & 
a p y a + a,” B+ B,’ y+ 


Aus den angeschriebenen Relationen (1) folgt durch Combination: 


f2%+8+%)= U+m-+n), 

(2a) + By +71) = — C+ m+n). 
Sind daher die Gréssen 1, m, m ganze (positive oder negative) 
reelle Zahlen von gerader Summe, so lassen sich auch die Gréssen 
a,, @', By, By’, ¥1, ¥; als ganze Zahlen wihlen, und zwar noch auf 
mannichfache Weise. Dies vorausgesetzt werden aber die Functionen 
P und P, als verwandte P-Functionen bezeichnet; es mégen daher 
auch die Functionen s und s, unter der Bedingung, dass 1, m, n 
ganze Zahlen von gerader Summe 

lL+m+n=2k 

darstellen, als verwandte s-Functionen bezeichnet werden. 

Betrachtet man einerseits eine Function s(A, u,v, 2), welche die 
Halbebene z auf ein gewisses Kreisbogendreieck der s-Ebene mit den 
Winkeln Az, ux, va abbildet*), andererseits eine solche Function s,, 
welche die Abbildung der Halbebene z auf irgend ein anderes von den 
nimlichen drei Kreisen begrenztes Dreieck der s- Ebene mit den Winkeln 


(2) 


*) Man vergl. Schwarz, a. a. O. p. 311, 
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Ax, ux, v'x vermittelt, so ist bei passender Wahl der Vorzeichen*) 
das System der Winkelzahlen 
Vu, 
immer einem der vier Systeme 
a, M ; <4 
A, w-—l, v—1; 
4 —1, e , v—1; 
A—1, wp—l, v 
nach dem Modul 2 congruent. Dies besagt aber: die simmtlichen 
Functionen s(4’, w, v’, 2) stehen zu s(A, w, v, 2) also auch zu ein- 
ander in der Beziehung der Verwandtschaft. Umgekehrt erkennt man 
leicht, dass durch dieselben die Gesammtheit aller mit s(4, w, v, 2) 
verwandten s-Functionen erschépft wird. 


Bezeichnen jezt wieder s, und s; zwei verwandte s-Functionen 
mit den Exponenten 


A, pm, und 4+ 1, u+m, v+n, 
l+m+n= 2k, 
und resp. S,%, Sa°, Si°, “Sf s?, s°, die zugehérigen Fundamentalwerthe, 
so ist ersichtlich, dass die Verhiiltnisse 


a b c 
Sh 8, 8h 
—) —, 
3? g? sf 


in der Umgebung der Stellen ¢ = a, b, ¢ eindeutig bleiben. 

Gestiitzt auf diese Bemerkung und den friiher schon hervor- 
gehobenen Umstand, dass fiir verwandte s-Functionen die linearen 
Substitutionen (b) und (ce), welche den Uebergang von den zum Punkte 
z= a gehérigen Fundamentalwerthen zu den zu 2 = b und z= €c ge- 
hérigen vermitteln, gleichlautend angenommen werden diirfen, kann 
leicht gezeigt werden, dass zwischen irgend vier verwandten s-Func- 
tionen eine einfache Relation stattfindet. : 

Hs seien s,, 8), 83, 8, vier verwandte s-Functionen, deren singu- 
lire Punkte der Einfachheit halber bei =O, oo, 1 angenommen 
werden modgen. Man betrachte das Doppelverhiiliniss der Funda- 
mentalwerthe 


(3) D(st) = 4. He 
Sy — &% Bier. 


Aus der Gleichheit der Substitutionen (6) und (ce) folgt: 
(4) D(s*) = D(s*) = D(s°). 





*) Die Vorzeichen der Exponenten 4,4,» in s(4,u,,#8) kénnen will- 
kiirlich festgesetzt: werden, da die Differentialgleichung nur 2°, u*, »? enthilt, 
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Da ferner D(s*) nur von den Verhiltnissen s,* : s,* : s,*: s,* abhingt, 
so ist dieser Ausdruck in der Umgebung von z = a eindeutig, ebenso 
aber bei = 6, ¢ und folglich in der ganzen Ebene. Gelingt es daher 
zu zeigen, dass er nur fiir eine endliche Anzahl von Werthen und 
zwar von endlicher Ordnung unendlich wird, so ist die Existenz einer 
Relation von der Form: 


(5) D(s*) = R(e) 
erwiesen, wo R(z) eine rationale Function von 2 bezeichnet. 

Um diesen Nachweis zu erbringen, greift man am einfachsten 
auf die Beziehungen zur P-Function zuriick. Man bezeichne durch 
die Symbole P;, wo i= 1, 2,3,4, verwandte P-Functionen mit den 
Exponenten «;, B;, ..., yi, ferner durch aj, Bix, yix von den Gréssen 

a+oa, und o+a;, 
B:+ By und f+ Bi, 
vitye und +H 
diejenigen Gréssen jedes Paares, welche um eine positive ganze Zahl 
liz, mix, Mx kleiner sind, als die anderen «;:, Bj;, viz. Alsdann 
schreibe man D(s*) in der Form: 
Dw 2_* oP — POPS Pye PY — Py PM 
PP PS ane P,* t dh P,* P,” cls. P,* Pr” 
und beachte, dass, wie Riemann zeigt*), der Ausdruck 
(Pi Pg — Psi Pf) . 2~%k. (1 — ey 


eine ganze Function in z vom Grade 


— (ain + Bi + vx) = + (lie + miz + nix — 1) 
darstellt. Dann zeigt sich, dass die Function 


D(s%)- (1 — 2)™, 


in welcher 
. My = yy +P Ogg — Oya — May, 
(6) tn panes 
M, = 14 + Y32 — Yi2 — Ve 
zu setzen ist, der Quotient zweier ganzen Functionen von z ist, deren 
Grade resp. durch die ganzen Zahlen: 


a= 5 (Le + leg  My2  Mgy + Me + M4) — 2, 
nn, = > (Lig H Ug Mpg HH Mgq + My + Myo) — 2 


gegeben sind. Die Exponenten m, und m, sind aber bei unseren 
Voraussetzungen ebenfalls ganze Zahlen 


(7) 


*) a. a. O. § 6. Ges. W. p. 73. 
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Mithin ist nicht nur die Evistenz einer Relation 


a mM. _— —Ne . Pm 2) = 

(8) D(s*) =2™- (1 — 2) On, = R(z) 
erwiesen, sondern es ist auch nach dem Gesagten in jedem Falle der 
‘Grad der beiden ganzen Functionen, welche Zahler und Nenner von 
R(z) abgeben, leicht festzustellen, Zur wirklichen Berechnung von 
R(z) aber hat man stets das Mittel der Substitution hypergeometrischer 
Reihen in dem Ausdruck D(s*), worauf man durch eine Coefficienten- 
vergleichung die unbestimmt hingeschriebenen Coefficienten von g,, und 
Pm, auswerthen kann. 

Die als gegeben zu betrachtenden verwandten s-Functionen s; 
hingen mit den Fundamentalwerthen s;* durch Relationen von der 
Form zusammen: 


Asi +B, 


aie y ip.’ 
7,8; + D; 


i=—1,2,3,4; 


substituirt man die Auflésungen derselben nach s* in die Gleichung 
(8), so geht eine Relation von der Form 


a asisetdstestd a’ ss td'sy to's ta” 
) @3y+b's,tes+d  a’’ss+0''s,+c¢"s3+a” 
Im) 


= ¢Z r- (1 — 2) Me. 2.8) 
hervor, mit constanten Coefficienten a, b,..., d”. Man kann daher 
sagen : 

Zwischen je vier verwandten s- Functionen findet eine quadrilineare 
Relation mit ganzen Functionen von z als Coefficienten statt. 

Kine entsprechende Relation zwischen s-Functionen hoherer Ord- 
nung (mit einer grésseren Anzahl von Verzweigungspunkten) wird 
immer stattfinden, sobald sich verwandte Functionen in solcher Weise 
definiren lassen, dass fiir dieselben die Gruppe der Substitutionen, 
welche ihre Verzweigung bestimmen, oder mit anderen Worten die 
Gesammtheit der zwischen den Periodicitdtssubstitutionen statifindenden 
Fundamentalrelationen identisch ausfillt. 


Leipzig, Juni 1884. 
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Ueber eindeutige Functionen mit mehreren, nicht vertausch- 
baren Perioden. III. 


Von 


Orro RAUSENBERGER in Frankfurt a. M. 


Die von mir in den gleichnamigen Abhandlungen im 20. und 21. 
Bande der Annalen behandelten Periodicitiitsgruppen wurden alle in 
der Art erzeugt, dass die Periode y = x-+ 1 mit einer zweiten, die 


. . a . . , 
sich auf die Form y = — res reduciren liess, zusammengestellt 


wurden. fiir reelle a und b wurde die Untersuchung vollstiindig er- 
ledigt, complexe Gruppen dagegen kamen — einige leicht als unzuliissig 
erweisbare Fille abgerechnet — nur insoweit zur Behandlung, als sie 
aus den reellen Gruppen durch Variation der Parameter ins Complexe 
abgeleitet werden konnten. “Bei weiteren complexen Gruppen fthren 
die angewandten Methoden auf Schwierigkeiten, weshalb ich diesen 
Theil der Untersuchung, der iibrigens kaum zu positiven Resultaten 
fiihren diirfte, vorliufig beiseite lassen will. Im Folgenden soll der 
zweite Hauptfall, die Gruppe 


y =p, |p| <<); y= (2) = tS 
in Angriff genommen und zunichst fiir reelle Coefficienten durchgefiihrt 
werden. Die reellen Gruppen des ersten Hauptfalles werden uns hier 
in neuer Form wieder begegnen, sowie wir auch zu den unendlichen 
Gruppen gefiihrt werden, die aus der Zusammenstellung zweier ellip- 
tischer Perioden hervorgehen; die Aufsuchung der letzteren in dieser 
Form ist zweckmiissiger, wie die Transformation der einen Periode zu 
2ni 
y=e™ x, da hierdurch complexe Gréssen, welche die Formeln un- 
gemein eonplicion, in die Rechnung gebracht werden. 
Trotz der mannichfachen Arbeiten iiber Transformationsgruppen, 
welche die Herren Klein, Poincaré und Dyck in der letzten Zeit 
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verdffentlichten und die mehr von geometrischen Gesichtspunkten aus- 
gehen, fehlt es doch immer noch an einer ins Detail gehenden und 
wirklich durehgefiihrten Behandlung der héheren periodischen Func- 
tionen, und ich darf daher hoffen, dass die folgenden specielleren 
Untersuchungen zur Klarstellung und zum Ausbau dieser Theorie nicht 
iiberfliissig sind. 


$ 1. 


Reduction des Problems. 
1. Bei 
ax+b 


y= per, |p\< ls y—g,(z)= cated 





darf vorausgesetzt werden, dass a, ¢ und d siimmtlich von Null ver- 
schieden sind. c =O ist nach Friiherem unmédglich; gleichzeitiges 
Verschwinden von a und d oder b und ¢ fiihrt auf ebenfalls friiher 
behandelte Fille. Ist nur a = 0, also 


Keo ° rk 
ca+d 


so folgt 
‘ wn oe — bp" -_ 
PA t)= ep"ata’ 
woraus fiir unendlich wachsende negative n 
, b 
¥,(%) = 
wird ; 
, \ cx+d : d 
v,9)(0) = HFS ma 44 


ist aber in Verbindung mit y = pz unméglich. 
Beachten wir, dass im allgemeinen 
dx —b 
9-1(2) = ze 
ist, so folgt hieraus auch die Unzulissigkeit von d = 0. 


2. Setzen wir Ay statt y, Aw statt 2, so bleibt y = px ungeindert, 
wahrend aus y = (2) 


me ax + . 
Y= cla+ad 
wird. Wahlen wir 
a yom a 
=> 


so folgt 


be b 
ax + = w+ 
euler TS Sanskprin a 
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oder nach Aenderung der Bezeichnung 


i aes zZz—a § 
vee 
Weiter schreiben wir hierfiir 
a—b 
y= 1— ee a 


und wenn wir nochmals die Bezeichnung iindern, erhalten wir die 
Normalform der Gruppe: 


(1) y=pr, y= 9, (2) =1——_*.. 
a ist die Determinante von 9, (2). 
3. Es ist 
9 = ) — : 
(2) p—1(z) = b — _— 


und nach vorgenommener Reduction im obigen Sinne 


Ss. 
‘ b? 
(3) y=1—-—* | 
* a 
4. Da wir ,(x) durch ae 
—k 
wit — = 
Y, (p* x) 2 —bp*’ 


ersetzen diirfen und k immer so gewahlt werden kann, dass 
Ip| < |bp-*| <1 
ist , so diirfen wir ) innerhalb der Grenzen 


Ipl << |b} <1 


voraussetzen. Da aber g,(%) auch durch seine Umkehrung ersetzt 


werden kann, in der ; an die Stelle von b tritt, so diirfen wir sogar 
1 | 
p’ \<|bj<1 


annehmen; denn ist 
} 2] 


p| <|b| < |p"), 
so ist 
1 
ss 1 
p *1<|5|<Irl, 


also 


1 


p\<|2) <1. 











si 
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§ 2. 
Herleitung nothwendiger Bedingungen fiir reelle Gruppen. 
1. Unter der Annahme, dass p reell und positiv, a und b reell 
sind, untersuchen wir nunmehr, wann 


a 
z2—b 





P(x) = 1 — 


eine elliptische, parabolische oder hyperbolische Periode ist. Aus 
friiheren Formeln (Band XX, pag. 189) folgt: 
@, (x) ist elliptisch, wenn 4a > (1 — b)*, 
parabolisch, wenn 4a = (1 — b)*, 
hyperbolisch, wenn 4a < (1 — 6)? 
ist. 
2. Ausser der Beschaffenheit von g,(a) ist diejenige der Perioden 
9, (p* x) fir die Zulassigkeit und den Charakter der Gruppe wesent- 
lich; man erhalt die Kriterien, wenn man in den letzten Formeln a 
und b durch ap—* und bp ersetzt. Man findet: 


9, (p* x) ist elliptisch, wenn 4a > p*(1 — bp-*)?, 
parabolisch, wenn 4a = p*(1 — bp-*)?, 
hyperbolisch, wenn 4a < p*(1 — bp-*)? 
ist. 
3. Ist bei k >0O ,(p* x) hyperbolisch, so ist es auch p,(p-*x); ist 
9,(p-*x) hyperbolisch, so ist das Gleiche mit p(p*t'x) der Fall. 
Beweis: Da b? <1, also 


b?(p-* — p*) <p * — pt 


oder 
p+ bp < p* + b?p* 
oder 
pt — 2b + b’p < p-* — 2b + bp 
oder 


p(l — bp*? <p“*(1 — bp? 
ist, so folgt aus 
4a < p*(1 — bp)? 
auch 
4a<p-*(1 — bp*)?. 
Ferner folgen aus b?p—! <1 die Ungleichheiten 
p a. peri bp (p* - pr), 
pa + D2pt <p + b2p-k-t, 
pa*(1 — pr by? < pit4'(1 — p-*' by? 


u. Ss. W. 








EEE 
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Geben wir k der Reihe nach die Werthe 
k=0,1, —1, 2, —2, 3, —3,..., 


so kann ,(p* x) nicht elliptisch (resp. parabolisch) sein, wenn es fiir 
das in der Reihe vorhergehende k nicht elliptisch (resp. parabolisch) war ; 
auf eine parabolische Periode kann in der Reihe, wie ebenfalls leicht 
zu sehen, keine elliptische folgen. 
Hieraus ergiebt sich eine erste Unterscheidung von Hauptfillen. 
4. Erster Hauptfall: Kein g, (p* x) ist elliptisch oder parabolisch ; 
die einzige Bedingung hierfiir ist 
(1) 4a<(1 —))?. 


Bei negativem a trifft dies immer zu. 
5. Zweiter Hauptfall: (x) ist elliptisch oder parabolisch; die 
iibrigen @,(p* x) sind hyperbolisch; alsdann muss 


(2) 4a>(1 — by, 

(3) 4a < p(l — p~'b)? 

sein. Damit die elliptische Periode rational sei, setzen wir (nach 
Band XX, pag. 188) 

(4) of — 1% > ire SP sl ele *s. 


a 


Ware der linksstehende Ausdruck = cos =, so kénnte man durch 
Iteration von g,(x) zu einem ,'(x) mit k = 1 gelangen. 


Aus (4) wird weiter 


(1 a b)? = 2a (1 +. cos ==) = 4a cos? =; 
also, wenn fir /a der positive Werth gewahlt wird, 
(5) 1— b—2 cos = Va. 
Mithin ist 
_(i— bf 
4cos? = 
(6) 9, (4) = 1 —-—__; el eee : ae Se 
«— (1 2 cos bal Va) 
m 


Ist gm, (z) parabolisch, so wird m = oo, also 


(7) 9; (x) = 
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6. Dritter Hauptfall: »,(x) und (x) sind elliptisch oder para- 
bolisch, die tibrigen ,(p*x) hyperbolisch, sodass die Ungleichheiten 


(8) 4a> (1 — Dd)’, 
(9) 4a>p(1— bp)’, 
(10) 4a < p-*(1 — bp) 


statthaben. Zu (4) kommt dann die weitere Gleichung (dass cos = 
an Stelle von cos = auszuschliessen ist, zeigt schon die folgende 
geometrische Darstellung) 


(11) (1 — bp-t)? = 4 cos? = pa. 


Da |b| p-! > 1 ist, so miissen beim Wurzelausziehen aus (11) zwei 
Fille unterschieden werden. 
a) b > 0; dann ist 


1 
(12) bp-! — 1 = 2 cos =p * Va; 
aus (5) und (12) bereehnen wir 
ee da 
(13) fa= i ae 


st cos = + cos — 
(14) b == a -y 
fa v4 7 
er = + cos 
4. a 
worin p* und p ® positiv zu nehmen sind, — Aus der Ungleichheit 


1 
b>p’” wird 
1 


1 
g 1 S60 m z nm 
coe — -{- — — COS — » cos — 
I m — 5 = & I n 


oder 
7 7 
cos — > cos —, 
n m 
d. h. 
(15) n> mM. 


b) b <0; dann ist 
1 
es 


(16) = bp" -{- 1 = 2 cos =p 


Va, 
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also 
~ ee 

(17) Va Pe: Met. ot eee : 

2(p 9 oe fee Z} 

: 

cos — — p” cos 
(18) PR, RL cain. Bi m 

Pe a ee cos 

m 


1 
(19) p’ cos — > cos = 
statthat. 
Fiir m =n haben wir im Falle a) 
Yanmar 
(20) ; 2 cos = 
. 
b= p’, 
im Falle b) 
yeu +t pt 
uw” ? 
(21) 2 cos -— 
1 
b =p? 


m =n = 2 ist unmdglich; dagegen liefert m—2, das nur. im Falle 
a) zulissig ist, 


iz _ vt! 
(22) 2 cos — 
n a 
Lona, 


Eine parabolische Periode giebt nichts Bemerkenswerthes; zwei da- 
gegen geben fiir a) ‘ 


Yau 1—pt ‘ail plies 


(23) apt ? 


1 


b=p’ 








fii 


a im ae a be eo 2 Gee anon en ae a ae Oe 
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fiir b) 


you tip, TAee 


(24) pt 


1 


? 


—bas yp’. 


Die Untersuchung weiterer p(p*x) mag vorliufig unterbleiben; es 
wird in der Folge néthig, die Behandlung positiver und negativer b 
bei positiven a vollstiindig zu trennen, da die entsprechenden Gruppen 
und deren geometrische Darstellungen wesentliche Verschiedenheiten 
aufweisen. 


§ 3. 
Gruppen mit positivem a und positivem bd. 


1. Das weitere Studium der bis jetzt wenigstens nicht als un- 
mdglich erkannten Gruppen hiingt wieder mit der Construction einer 
geeigneten Gebietseintheilung der Ebene der complexen Zahlen zusam- 
men, die wir zunichst fiir positive a@ und 6 vornehmen. Der Periode 
y =px werden bei den Begrenzungen der Periodicitiitsparcellen Kreise 
auftreten, die den Nullpunkt einschliessen — wir werden denselben 
auch als deren Mittelpunkt annehmen diirfen; im letzteren Falle sind 
ihre Radien cp*, worin ¢ noch geeignet gewahlt werden kann. Der 
Periode y = q,(z) halber fiihren wir ganz analog wie Band XXI, 
pag. 62 einen primiaren und einen secundiren Fundamentalkreis ein; 
der secundire Kreis soll durch y = g, (x) in den primiiren transformirt 
werden, wiahrend durch diese Periode ein innerhalb, resp. ausserhalb 
des secundiren Kreises gelegener Punkt in einen ausserhalb, resp. 
innerhalb des primiiren gelegenen tibergefiihrt wird, oder auch das 
umgekehrte Verhiiltniss statthat. Ist g, (x) elliptisch, so sollen sich 
beide Fundamentalkreise in denjenigen Punkten schneiden, die durch 
@, (x) in sich selbst transformirt werden; ist gp, (p x) ebenfalls elliptisch, 
so wird die Abbildung des secundiren Kreises mittelst y= p-'a, die 
durch gy, (p2) in den primiren Kreis iibergefiihrt wird, mit dem letzteren 
die Punkte gemeinsam haben, die durch g,(p2) in sich selbst trans- 
formirt werden. Bei parabolischen Perioden gehen die Schnittpunkte 
paarweise in einen Beriihrungspunkt iiber. Der primire Kreis enthilt 
demnach im dritten Hauptfalle 4 festbestimmte Punkte, die eventuell 
theilweise zusammenfallen , und ist daher nebst dem secundiren Kreise 
vollkommen bestimmt. Berechnen wir nach diesen Angaben Radius 
und Lage dieser Kreise, so werden sich dann die gefundenen Be- 
ziehungen ohne Weiteres auf die beiden andern Hauptfille iibertragen 
lassen. 

2. Die 4 Punkte, durch die der primaire Kreis hindurchgeht (dessen 
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Mittelpunkt offenbar in der Axe der reellen Zahlen liegt), sind nach 
dem Vorhergehenden die Wurzeln der beiden Gleichungen 





a 
Kore %—b 
und 
eee. Ae 
—— pt — b’ 
also 
1+b+iVia—(i — bP 
(1) 2, eer 
und 
6 b +i Viap — (b—1 2 
(2) t= 2tPs ee py 


Bezeichnen wir den Radius des primiren Kreises mit r, den Abstand 
seines Centrums vom Nullpunkte mit d, den Abstand der Punkte z, 
und z, von der Abscissenaxe mit § und §, den Abstand ihrer Pro- 
jectionen auf diese von dem Centrum des Kreises mit 4, und y,, so 
haben wir 


s Vaa— (i—d?? Viap — (b—p)? 
(3) ,— t= ee 

i+b b 
(4) m= d— +: =. k= =i? — d; 
ferner 
(5) r= 9, + §,? = 9,” + §&,’, 
woraus 

&,? — &,? = (m + m2) (4) — Ne) 
oder 
mere 

™ "Me "1+ Ne 

folgt. Setzen wir hierin 
. b 
(6) m+ = 9, (l—P), 
so wird daraus 
2» (é.2 — é.2 

(7) h — Bo Re 


bi—p) ’ 
und die Zusammenstellung von (6) und ¢7) liefert 


_ gp P — §,*) b 
(8) . . ‘semaie bi —p) . + 4p (1—p), 
was mit (3) und (4) zusammen 
Veet) _)/@ | 
(9) pa MV ete 
b 
(10) a ott =f$+1 


giebt, Ausdriicke, die nur von dem Quotienten ; abhangen. 




















Eindeutige periodische Functionen. 231 


3. Die Punkte, in denen der primiire Kreis die Axe der reellen 
Zahlen schneidet, sind 
a+b Va(a+b) . 
oth 4 Taleo 
wendet man die Transformationen y = m_;(x) auf dieselben an, so 
findet man die Schnittpunkte 


a+b+/Va(a+b) 
des secundiiren Kreises mit dieser Axe; Radius und Centraldistanz (vom 
Nullpunkte) dieses Kreises sind daher 


(11) r= YVa(a+b) und d=a+b. 


Construirt man noch die Abbildungen dieser beiden Kreise mittelst 
y = p*x, so erhalt man eine fortlaufende Reihe von Kreisen, deren 


1 
Radien und Centraldistanzen sich verhalten wie = beachte p* <b< 1) 
ece p? Dam p £ 1 i 1 1 eee 
? b ? ? b ? ? b ? bp ’ p ? 
4. Die Bedingung dafiir, dass sich der durch (9), (10) und (11) 
bestimmte primiire und secundire Kreis schneiden, beriihren oder nicht 
schneiden, ist durch die Ungleichheiten 


a+b+yaa+b) Zst Bh Sen 
gegeben, die man leicht in 
4aZ (1 —b)? 


transformirt. Die 3 Fille treten also ein, jenachdem q,(z) elliptisch, 
parabolisch oder hyperbolisch ist. 

Zwischen dem primiiren Kreise und der Abbildung des secundiren 
durch y = p— findet Schneiden, Beriihren oder Nichtschneiden statt, 
jenachdem 

a+b 4 Vath > ats Vato, 
b b < P P 
oder 


4a S p(l — bp)? 


ist, d. h. je nachdem g,(p2) elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch 
ist. Hieraus geht hervor, dass (9), (10) und (11) nicht bloss in dem 
dritten Hauptfalle, sondern allgemein zur Bestimmung der beiden 
Fundamentalkreise dienen kénnen. 

5. Die Bedingung, unter der die Fundamentalkreise ihre Ab- 
bildungen durch y = px schneiden oder beriihren, ist 


p(a+b) + pVa(a+b) >a+ b — Val(a+ b) 
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oder 
(1+ p) Va(a+b) > (1— p) (a+ 6), 

aus der durch Quadriren und Vereinfachen 

(12) 4ap > b(1—p)’ 

oder 

1 1 
(13) 1> cos? ~ + cos? = a (» v4 p*) cos = cos = 
1 1 


hervorgeht. Da » *+ ?* > 2 ist, so ist umsomehr 


1 a \2 
=, — — 
i (cos + cos =.) 
oder 


bid = 
(14) 1> cos—-+ cos —, 


was nur fiir m = 2 mdglich ist. In diesem Falle ist der primire Kreis 
mit dem secundiiren identisch. Die neuen Schnittpunkte fallen mit 
den Punkten #, zusammen. 

Dass dieser Fundamentalkreis mit seiner Abbildung durch y = p?z 
keinen Punkt gemeinsam hat, ist aus der Unmdglichkeit der Un- 
gleichung (vgl. § 2, (22)) 


p? (a+b) + p?Vala+b) >a +b — Va(a+bd) 


oder 
dap > b(1 — p’)? 
oder 
m4 

p> (1+ p)? cos? = 
oder 

O>1+p?+ pcos =* 
ersichtlich. 


Weiter geht aus dieser Untersuchung hervor, dass, m = 2 aus- 
genommen, die Periode g,(p-'z) nicht elliptisch oder parabolisch sein 
kann, da dies das Schneiden oder Beriihren des primiiren Kreises mit 
der Abbildung des secundiren durch y = pa erfordern wiirde, was 
aber ohne ein Schneiden des primiiren Kreises mit seiner Abbildung 
durch y = px nicht méglich ist. 

6. Um einen Ausgangsraum (zuniichst fiir den dritten Hauptfall) 
vollstindig abzugrenzen, miissen wir ein Kreissystem hinzufiigen, 
welches den Nullpunkt zum Mittelpunkte hat und dessen Glieder durch 
y = p*x in einander tibergehen. Je zwei benachbarte Kreise des Systems 
umgrenzen in der That mit der fiusseren Grenze des durch die Funda- 
mentalkreise nebst ihren Abbildungen durch y = p*x erzeugten Com- 
plexes zusammen einen Ausgangsraum; doch muss hervorgehoben 
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werden, dass ohne weitere Festsetzung die Kreise des Systems keines- 
wegs in ihrem Gesammtumfange als Parcellengrenzen dienen kénnen, 
sondern dass nur einzelne Theile derselben zur Verwendung kommen. 
Um ein wirklich organisch zusammenhingendes Begrenzungssystem 
herzustellen, beschreibt man vom Nullpunkte aus Kreise durch die 
Punkte p*x, und p*x,; je zwei nebeneinander und ausserhalb des 
Fundamentalkreissystems liegende Ringstiicke (z. B. in nebenstehender 
Figur die Gebiete I und Il) liefern dann zusammengenommen einen 
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Ausgangsraum, dessen Abbildungen die gesammte Ebene bedecken. 
Nach (1) und (2) berechnet man fiir die Radien der Kreise, die durch 
x, und #, gehen, 


1 
(15) eo, =Va+b, @, =P *Ya+b. 
Dieselben halbiren in 2, und 2, die Winkel ee und 2%. , welche hier 


durch das Fundamentalkreissystem gebildet werden. Bezeichnet man 
nimlich beispielsweise den Winkel, welchen der Kreis mit dem Radius 
0, mit dem secundiiren Fundamentalkreise bildet, durch «, so berechnet 
man aus dem Dreiecke 0, a + b, a, (vgl. § 2 (5)) 
(a+b)? —a+b+a (a+b) — 2(a+b) Ya cos a 
oder 
on ee tS) nice: 
2Va m 

Bei der angewandten Zerlegung des Ausgangsraumes in zwei Theile 
kénnen alle vorkommenden Kreise in ihrem ganzen Umfange als 


Grenzlinien benutzt werden. 
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7. Man iiberzeugt sich nun leicht, dass der aus I und II (in der letzten 
Figur) zusammengesetzte Ausgangsraum durch die Perioden y=pz, 
y=p-'x, ~,(x), p, (px) und pq, (x) (letztere durch Transformation 
aus @,(px) hervorgegangen) in Parcellen transformirt wird, die sich 
theils an die Grenzlinien des Ausgangsraumes anlegen, theils um die 
Punkte z,, 2,, px, gruppiren, ohne dass eine Ueberdeckung stattfindet; 
die genauere Beschreibung dieser Verhiiltnisse bei ganz analogen Gruppen 
iiberhebt uns der Aufgabe, noch weiter auf diesen Gegenstand ein- 
zugehen. 

Die Gesammtgruppe enthilt zwei Gattungen von elliptischen (oder 
parabolischen) Perioden, die nach m- und n-facher Iteration zum Aus- 
gangswerthe zuriickfiihren, wihrend alle iibrigen Perioden hyperbolisch 
sind. Auch aus den Elementarperioden g,(#) und g,(p2) lisst sich 
die Gesammtgruppe erzeugen, die im Falle vorkommender parabolischer 
Perioden mit friiher beschriebenen identisch wird. Die Punkte der 
Axe der reellen Zahlen, auf der simmtliche nothwendigen wesentlichen 
Unstetigkeitspunkte liegen, werden durch die Gruppe wieder in reelle 
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Punkte transformirt. Die durch die Abscissenaxe getrennten Halb- 
ebenen correspondiren durch Periodicitiét nicht miteinander, wenn schon 
auf der negativen Seite der Axe keine nothwendige Stetigkeitsunter- 
brechung vorhanden ist. 

Der bemerkenswerthe Specialfall m— 2, bei dem der primire 
und secundire Fundamentalkreis zusammenfallen , ist durch vorstehende 
Figur dargestellt. 
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7. Die Gebietseintheilung fiir den ersten und zweiten Hauptfall 
geht aus der beschriebenen dadurch hervor, dass sich die Kreise nur 
theilweise oder gar nicht schneiden; die Gréssenbestimmungen bleiben 
dieselben, wie in (9), (10), (11) und (15). Bei der vollstindigen 
Analogie mit friiheren Gruppen ist eine besondere Darstellung iiberfliissig. 

Beim zweiten Hauptfalle tritt nur eine Gattung von elliptischen 
oder parabolischen Perioden auf, wihrend im ersten alle Perioden 
hyperbolisch sind. 

Der weit merkwiirdigere and mannichfaltigere Fall b < 0, ferner 
der Fall a < 0, sowie die auf eigenthiimliche Schwierigkeiten fithren- 
den verwandten complexen Gruppen mdgen einer spiiteren Darstellung 
vorbehalten bleiben. 


Frankfurt a. M., im Juli 1884. 





Ueber Flaichen 2. Grades, welche zu sich selbst polar sind. 


Von 


Rupotr Srurm in Minster i./W. 


1. Wenn eine Fliche 2. Grades YX? in Bezug auf eine andere B* 
zu sich selbst polar ist, so beriihren sich beide liings eines Kegelschnitts*). 

In der That, es sei P ein Punkt der Schnitteurve beider Flichen, 
p die Tangente an diese Curve in ihm, p’ die (reciproke) Polare von 
p nach $*; so muss dieselbe %? ebenfalls in P beriihren, und weil 
A? nach B* zu sich selbst polar ist, muss p’ auch YA? tangiren, also 
in P. Die beiden Filachen haben demnach in P zwei Tangenten, 
mithin auch die Beriihrungsebene gemein. 

Es sei B die Ebene des Beriihrungskegelschnittes und B ihr Pol, 
der Scheitel des gemeinsamen Tangentialkegels. 

Ein Strahl b durch B treffe die beiden Flichen in A,, A,; B,, B,. 
Die Tangentialebene von %?, welche zu A, nach B? polar ist, muss 
durch die Polare von 6 nach B? gehen; diese ist aber auch Polare 
von b nach A? und demnach der Schnitt der Tangentialebene von A? 
in A, mit B; folglich ist jene Tangentialebene die in A, beriihrende. 
Also jeder Punkt von Y%{? und der Beriihrungspunkt der zu ihm nach 
%? polaren Tangentialebene liegen mit B in gerader Linie; und jede 
Tangentialebene von %? und die in ihrem Pole nach %? beriihrende 
Ebene schneiden sich auf £. 

Jeder Strahl durch B schneidet %? und %? in vier harmonischen 
Punkten; von jedem Strahl in # gehen an sie vier harmonische Be- 
riihrungsebenen. 

Ferner ergiebt sich, dass auch 8* zu sich selbst polar ist in Bezug 
auf A. 

2. Die Punkte A,, A, und B,, B, sind harmonisch zu B und 
(6, 8); also bilden B,, B, das gemeinsame Paar der beiden Invo- 
lutionen, welche B und (b, 6), bez. A,, A, zu Doppelpunkten haben. 


*) Vergl. eine Bemerkung in der Note des Herrn Tarry (Nouv. Ann. Ser. IIL, 


Bd. Ill, 8S. 270), durch welche ich zu der folgenden Untersuchung angeregt 
worden bin. 
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Folglich sind B,, B, reell, wenn A,, A, imaginiir sind, und wenn 
A,, A, reell sind, so greifen sie und B, (b, 6) in einander tiber, 
also sind B,, B, imaginir. 

Von den beiden Schnittpunktenpaaren jedes Strahls durch B mit 
A?, B? ist stets eins, aber nur eins reell. 

Ist also Y{? reell und schneidet § sie reell, so treffen nur die 
Strahlen durch B, welche %? imaginir schneiden, %? reell; sodass die 
beiden Flichen reell sind und auf verschiedenen Seiten des gemein- 
samen Tangentialkegels liegen. 

Schneidet 8 die 2? imaginiir und also jeder Strahl durch B die A? 
reell, so ist B* imaginiir, und ist %? imaginar (mit reellem Polar- 
system), so ist %* reell. 

3. Es sei %? eine feste Fliiche eines Biischels sich lings eines 
Kegelschnitts beriihrender Flichen 2. Grades; so befindet sich die zu 
jeder andern Fliche ©? desselben in Bezug auf Y%? polare D? im 
Biischel, weil die oo? gemeinsamen Polartetraeder von A? und ©? auch 
zu D* gehéren. Durch diese Paare ©?, D* entsteht im Biischel eine 
Involution; Doppelelemente derselben (sind die in Bezug auf sich selbst 
zu sich selbst polare Fliiche %? und die Fliche $?, die zu sich selbst 
nach %? polar ist odef nach welcher YA? zu sich selbst polar ist*). 

4. Fiir die gegebene Fliche UX liefert somit jede Ebene B (und 
ihy Pol B) einen Biischel sie lings des Schnittes von B beriihrender 
Fliichen und darin stets eine Fliche 8*, in Bezug auf welche XA? zu 
sich selbst polar ist oder welche in Bezug auf X? zu sich selbst polar 
ist; digselbe ist reell, wenn 2? imaginar ist (mit reellem Polarsystem) 
oder wenn A? reell ist und von # reell geschnitten wird; hingegen 
imaginir (mit reellem Polarsysteme), wenn A? reell ist, aber von 6 
imaginir geschnitten wird. 

Das System der Fliichen 2. Grades, in Bezug auf welche eine ge- 
gebene Fliiche X? zu sich selbst polar ist oder, was nach Obigem das- 
selbe ist, welche nach YX? zu sich selbst polar sind, ist dreifach 
unendlich. 

Zwei solche Systeme haben im Allgemeinen keine Fliiche gemein. 
5. Sei B, ein beliebiger Punkt, 6, seine Polarebene nach ?, 
ferner B* eine durch B, gehende und also auch £, tangirende Fliiche 


*) Bezogen anf eins der genaunten Polartetraeder ist die Gleichung einer 
Fliche des Biischels: 
Lan? + agate + asx,* + aye? = 0; 
ihre Polar‘iiche in Bezug auf die Fliiche 4) des Biischels ist: 


4,2 
ptr H agats? + gy? + aye? = 0; 


also ist jede der beiden Fliichen 14) und — 4) in Bezug auf die andere zu sich 
selbst polar. 


Mathematische Annalen. XXV. 
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dieses Systems, welche sich vermittelst der Ebene 6 und ihres Pols B 
ergeben habe; B, der zweite Schnitt von BB, mit B*, der auf £, 
liegen muss; B und (BB,, 8) sind auch harmonisch zu B, und 
B, =(BB,, B,) und zu den Schnitten von BB, mit A; folglich 
liegen jene auf der Fliche %,*, die zu sich selbst nach YX? polar ist 
und vermittelst 6, und B, sich ergiebt, und 6 ist deren Tangential- 
ebene in (BB,, B). 

Ist demnach ein Punkt B, gegeben und B, seine Polarebene nach X*, 


so ist die nach X? zu sich selbst polare Fliche B,*, welche sich bei B, 


und B, ergiebt, der Ort der Punkte B und die Enveloppe der Ebenen 8, . 


bei denen sich die nach A? zu sich selbst polaren Flichen 8? (oder die 
Fliichen 8*, nach denen X* zu sich selbst polar ist), welche durch B, 
gehen und deshalb B, tangiren oder B, tangiren und deshalb durch B, 
gehen. 

6. Aus der in Nr. 1 gefundenen Lage eines Punktes A, von A? 
und des Beriihrungspunktes der ihm nach %* polaren Tangentialebene 
ergiebt sich, dass die F'liche UX? auch zu sich selbst collinear ist (mit 
B als Centrum und £ als Ebene der Collineation) und zwar so, dass 
je die genannten Punkte, so wie auch die ihnen zugehdrigen Be- 
riihrungsebenen sich entsprechen. Und umgekehrt, hat man YA? ver- 
mittelst eines Punktes B und seiner Polarebene B zu sich selbst (per- 
spectiv-involutorisch) collinear gemacht, so ist sie auch zu sich selbst 
polar und zwar sind je ein Punkt der Fiche und die Tangentialebene 
des ihm in der Collineation entsprechenden Punktes polar; die Basis- 
fliche der Polaritat ist eine gewisse von den Flichen, welche 2 lings 
des Schnittes von # beriihren. 

7. Zwei Tangenten von %?, welche nach einer $? zu einander 
polar sind, beriihren in Punkten A,, A,, welche mit B in gerader 
Linie liegen, wahrend die zugehérigen Tangentialebenen a@,, a, sich 
auf 6 schneiden. Die Ebenen, welche sie mit b = BA, A, verbinden, 
sind conjugirt in Bezug auf A? und B*. Zu jeder der beiden Geraden 
von %?, die durch A, gehen, ist die durch A, gehende aus der andern 
Schaar polar; so dass je die zwei Geraden von A’, deren Verbindungs- 
ebene durch B geht (oder deren Schnittpunkt auf £ liegt), zugleich 
polar und entsprechend in der Collineation sind. 

8. Es seien b,, b, zwei Polaren in Bezug auf %*, B? eine zu sich 
selbst nach %? polare Fliche, welche 6, und deshalb auch 6b, tangirt. 
Sie sei construirt vermittelst B und 6. Die Gerade b aus B, welche 
b,, b, trifft, geht nach Nr. 7 durch die beiden Beriihrungspunkte 
B,, B, von b,, b,. Demnach sind diese Punkte, in denen sie b,, b, 
schneidet, harmonisch zu B und (8, 8). 

Construirt man folglich auf allen Strahlen b der Congruenz, 
deren Leitlinien b,, b, sind, die Doppelpunkte der Involution, die 
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durch diese Schnitte B,, B, mit b,, b, und durch die Schnitte A,, A, 
mit 2? constituirt wird, so erhilt man die Punkte B, vermittelst deren 
sich die Flichen 8? ergeben, welche b, (und b,) tangiren; die duale 
Construction fiihrt zu den zugehdrigen Ebenen #. Lassen wir einen 
Punkt sich auf einer Geraden ¢ bewegen, so bilden die von ihm aus- 
gehenden Geraden b die eine Schaar des Hyperboloids [cb,b,] und der 
jenem Punkte zugeordnete vierte harmonische Punkt in Bezug auf die 
Schnitte mit b,, b, durchliuft eine Gerade ¢ aus der Leitschaar. Der 
vierte harmonische Punkt aber in Bezug auf die Schnitte mit 2? er- 
zeugt eine cubische Raumcurve auf [¢b,b,]; sie entsteht durch 3 pro- 
jective Ebenenbiischel, von denen zwei diejenigen sind, welche die 
Regelschaar von [cb,b,] erzeugen, wihrend der dritte der Biischel der 
Polarebenen der Punkte von ¢ nach %? ist. Diese Curve trifft die 
Axen der beiden ersten Biischel zweimal, mithin auch die zu derselben 
Schaar gehdrige c. Demnach giebt es zwei Punkte auf c, von denen 
jeder auf der von ihm ausgehenden Geraden b den niiwlichen vierten 
harmonischen in Bezug auf die Schnitte mit b,, b, und in Bezug auf 
diejenigen mit A? hat; also ist die oben erwihnte Fliche der Punkte B 
von der 2. Ordnung und die der zugehérigen Ebenen 6 von der 
2. Classe. Dies sind “in diesem Falle nicht identische Flichen; denn 
fielen sie in eine Fliiche zusammen, so wiire diese zu sich selbst polar 
nach %{? und hatte in jedem Punkte B, den sie mit YA? gemein hat, 
auch die nimliche Tangentialebene wie A*. Auf dem Strahle b aus 
B nach 6;, b, fallt dann aber der eine Doppelpunkt B mit einem der 
Punkte A,, A, zusammen; d. h. diese vereinigen sich und b tangirt X?; 
der andere Doppelpunkt ist der vierte harmonische von B in Bezug 
auf die Schnitte mit b,, b,, die fiir einen beliebigen gemeinsamen 
Punkt beider Flichen beide von B verschieden sind; also beriihrt b 
nicht die jetzige Fliche. ° 

Die Punkte B, vermittelst deren die Flichen 8* sich ergeben, welche 
nach der gegebenen Fiche X* zu sich selbst polar sind und eine ge- 
gebene Gerade b, (wnd deren Polare b, nach X*) tangiren, erzeugen eine 
Fliche 2. Grades B*, die in diesem Falle nicht zu den Flichen 8* ge- 
hirt; die zugehirigen Ebenen B umhiillen thre (von ihr verschiedene) 
Polarfliche nach X. 

Die Flichen B? sind vierfach unendlich. 

9. Beide Flichen beriihren einander und die Fliache {{? in den 
4 Punkten, wo diese von den beiden Geraden 6,, b, getroffen wird, 
und es haben also alle drei Flichen die 4 Geraden gemein, welche 
diese 4 Punkte verbinden. In der That, ist B der eine Schnitt von 
b, mit 22, so liegen die Geraden b in der Ebene von ihm nach 6,, 
welche, weil b, zu b, polar ist nach %?, in B diese Flaiche YA? be- 
riihrt; demnach fallen auf jeder von ihnen in B die beiden Punkte 
16* 
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A,, A, und der Schnitt mit 6, zusammen, also vereinigen sich auch 
die beiden Doppelpunkte der Involution in B; d. h. die Gerade b 
tangirt in B auch die Fliche B* und, wie die Polarisirung ergiebt, 
auch die Polarfliiche. 

Da die vier Schnitte nicht in dieselbe Ebene fallen, so sieht man 
nochmals, dass B? sich nicht mit Y? lings eines Kegelschnitts beriihrt. 

10. Weil sich aber doch als Ort der Punkte B, die zu Flichen 
%? fiihren, welche die Gerade b, tangiren, auch eine Fliche 2. Ord- 
nung ergeben hat, so haben wir, dies mit dem Resultate von Nr. 5 
combinirend , folgende interessante Eigenschaft des dreifach unendlichen 
in sich dualen Systems von Fliichen $*, welche nach YX? zu sich selbst 
polar sind (oder nach denen YX? zu sich selbst polar ist). 

Welches auch die Zerlegung von 3 in 3 Summanden h, i, k | ist, 
das System hat stets 8 Flichen, welche durch h gegebene Punkte gehen, 
é gegebene Geraden und k gegebene Ebenen beriihren. Oder alle 10 
dreifachen Charakteristiken 


ue, uv, wre, wv’, uve, wg’, v*, v9, VQ", 9° 
dieses Systems sind 8. — 
Die Besprechung der analogen Siitze iiber zu sich selbst polare 
Kegelschnitte erscheint unnothig. 


Miinster i/W., Anfang August 1884. 


| Weitere Untersuchungen haben mir gezeigt, dass noch auf dine andere 
Weise zu einer gegebenen Fiiiche 2. Grades sich andere Fliichen 2. Grades er- 
geben, in Bezug auf welche sie zu sich selbst polar ist. Wiederum ist dann 
auch jede dieser Flichen zu sich selbst polar in Bezug auf die gegebene; -das 
System derselben ist sogar vierfach unendlich: durch jedes der windschiefen Vier- 
seite auf der gegebenen Fliiche geht eine von diesen Flichen. In dem Falle, 
dass die beiden Flichen %? und $* sich in einem solchen Vierseite durchschneiden, 
wird der Beweis in Nr. 1 illusorisch. Ich behalte mir eine weitere Veriffent- 
lichung hieriiber vor. 


Neujahr 1885. ] 











er ee, ee ed 


- — 











Ueber den Inhalt von Punktmengen. 
Von 


Axet Harnacx in Dresden. 





Die allgemeine Definition, welche ich fiir discrete Punktmengen 
innerhalb eines geschlossenen linearen Intervalles gegeben habe, will 
ich im folgenden durch eine Reihe von Erliuterungen und Lehrsitzen 
entwickeln. Diese Siitze ergiinzen theils die Theoreme, welche Herr 
G. Cantor inzwischen tiber den gleichen Gegenstand auf Grund einer 
etwas anderen Definition veréffentlicht hat (Math. Ann. Bd. 21 und 23), 
theils fallen sie mit diesen zusammen. Ich formulire dieselben fiir 
Punktmengen innerfalb des linearen Continuums der geradlinigen 
Strecke, sie gelten aber auch nebst ihren Beweisen innerhalb hodherer 
ebener Mannigfaltigkeiten, wenn die Definition entsprechend erweitert 
wird. Auf die Méglichkeit und die Art dieser Erweiterung, die zu- 
nichst in der Theorie der Doppelintegrale nothwendig wird, habe ich 
schon in meiner Schrift: Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung, Leipzig 1881* hingewiesen. 

Eine Punktmenge innerhalb eines linearen Intervalles von endlicher 
Linge heisst discret (vom Inhalt Null), wenn sich simmtliche Punkte 
in eine endliche Anzahl von Intervallen einschliessen lassen, deren 
Summe s beliebig klein gemacht werden kann, mag dabei auch die 
Anzahl der Intervalle tiber jede Grenze hinaus wachsen. Letzteres tritt 
immer ein, wenn man es mit einer unendlichen Menge von Punkten 
zu thun hat. 

Um fiir eine im Intervall von der Linge / gegebene Menge iiber- 
haupt den Inhalt, d. h. die Grenze ihrer Intervallsumme zu bestimmen, 
kann man folgendermassen vorgehen. Ist die Punktmenge nicht tiberall 
dicht im ganzen Interval! (hierbei wiirde die Grosse / selbst die Grenze 


sein), so fixire man zuniichst eine Linge, etwa —, und construire die 


Intervalle, welche gleich oder grésser sind als =, und keinen Punkt 


der Menge in ihrem Innern enthalten. Ist solch ein Intervall vorhan- 
den, und hat man dasselbe fixirt, so scheide man aus den tibrigen 
Theilen des Intervalles 7 diejenigen aus, welche gleich oder grésser 
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sind als =, und keinen Punkt der Menge in ihrem Innern enthalten. 

Man erkennt allgemein: es giebt immer nur eine endliche Anzahl von 
: ~ . l , 

Intervallen, welche gleich oder grésser sind als — und keinen Punkt 


der gegebenen Menge in ihrem Innern enthalten, wobei  irgend eine 
ganze positive Zahl ist. Die Gesammtliinge der auf diese Weise aus- 


: , a . i : 
geschiedenen Intervalle, welche gleich oder grésser sind als =? Sel 


gleich N; so liegen die Punkte der Menge (abgesehen von der end- 
lichen Anzahl derer, die etwa mit den Endpunkten zweier an einan- 
der stossender, ausgeschiedener Intervalle zusammenfallen , und isolirte 
Punkte sind), im Innern oder an den Grenzen einer endlichen Anzahl] 
von Intervallen, deren Gesammtlinge 1 — N ist. Sie kénnen: also 
auch in eine endliche Anzahl von Intervallen eingeschlossen werden, 
deren Gesammtlinge von 1— WN beliebig wenig abweicht. Man braucht 
nimlich bloss die herausgehobenen Intervalle beliebig wenig zu ver- 
kleinern, da es sich hierbei immer nur um eine endliche Anzahl von 
Intervallen handelt. Der Grenzwerth der Differenz 1 — N fiir n = 00 
ist die gesuchte Intervallgrenze. Die Punktmenge ist folglich eine 
discrete, falls lim N = 1 ist. 

Dieselbe Methode kann bei der Inhaltsbestimmung innerhalb be- 
grenzter ebener Mannigfaltigkeiten héherer Dimension, die man durch 
ein sphirisches Gebilde vom Radius / vollstindig umschlossen hat, be- 
folgt werden, indem man successive sphiirische Gebilde ausscheidet, 


deren Radius gleich oder grésser ist als 4, und welche keinen Punkt 


der gegebenen Menge in ihrem Innern enthalten. 

Aus der Zusammensetzung mehrerer discreter Mengen in endlicher 
Anzahl folgt immer wieder eine discrete Menge. Dagegen gilt der 
Satz nicht mehr ohne weiteres, sobald man eine unendliche Reihe von 
discreten Mengen hat; wie schon das Beispiel der arithmetisch ratio- 
nalen Zahlenreihe zwischen 0 und 1 lehrt, die aus den Mengen 

9° < 9 \ 
P,.=(), B=G. 7) B=G, =) B=G gos se 
zusammengesetzt werden kann. 

Um Missverstiindnisse zu vermeiden, bemerke ich hier gelegentlich, 
dass in gewissem Sinne jede ,abzihlbare* Punktmenge die Eigenschaft 
hat, dass sich simmtliche Punkte in Intervalle einschliessen lassen, 
deren Summe beliebig klein ist. So kann man z. B. alle rationalen 
Zahlen zwischen 0 und 1, trotzdem dass sie auf der Strecke iiberall 
dicht liegen, mit Intervallen umschliessen, deren Summe beliebig klein 
ist. Denn hat man eine abzihlbare Punktmenge a,, a,, @3,..., Gn;-- 
so umschliesse man die Punkte beziiglich mit Intervallen von der 
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Liinge &, &, &,..., &,... und wihle diese Gréssen derart, dass 
&+&+8&+---+e,-+--- kleiner wird als eine beliebig kleine 
Grésse 0. Fiihrt man diesen Process z. B. bei den oben genannten 
rationalen Zahlen aus, und betrachtet man dabei von jedem Intervalle 
é immer nur die Strecken, welche nicht schon in vorhergehende Inter- 
valle hineinfallen , so gelangt man schliesslich zu einer Bedeckung der 
Linge von 0 bis 1 mit einer unendlichen Reihe von auseinander 
liegenden Intervallen, deren Summe kleiner ist als 6. Die Punkte, 
welche nicht von diesen Intervallen tiberdeckt werden, liegen zwar in 
keinem Intervalle iiberall dicht, bilden aber eine Punktmenge, deren 
Inhalt grésser ist als 1 — 6. (Math. Annal. Bd. 19, pag. 239.) 

Es liegt die Frage nahe: Wenn eine Punktmenge / durch eine 
unendliche Reihe von Intervallen ¢,, &,..., &:,... eimgeschlossen ist, 
die ganz aus einander liegen (héchstens in ihren Endpunkten zusam- 
menstossen), und deren Summe s < / ist, unter welchen Bedingungen 
kann man dann folgern, dass sie auch in eine endliche Anzahl von 
Intervallen eingeschlossen werden kann, deren Summe beliebig wenig 
von s abweicht? Zweierlei ist dazu erforderlich, Hebt man aus dem 
Intervall 7 die Interyalle (¢) heraus, so muss eine abzihlbare Reihe 
von Intervallen ,, 4.,---+, %n,-+--+ nachbleiben, und die Summe der- 
selben muss / — s sein. Wenn niimlich dieses der Fall ist, so kann 
man umgekehrt eine beliebig grosse, aber endliche Anzahl von Inter- 
vallen » heratsheben, deren Summe gleich 1 — s — 0 ist, und alsdann 
sind die Punkte der urspriinglichen Menge im eine endliche Anzahl 
von Intervallen eingeschlossen, deren Summe s-+ 0 betrigt. Damit 
aber die Summe y, + 97,-+ 7; +--- gleich 1 — s werde, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass die Grenzpunkte der Endpunkte der 
Intervalle » ihrerseits eine discrete Menge bilden; denn nur wenn dieses 
der Fall ist, erhailt man, nachdem man diese Grenzpunkte mit Inter- 
vallen von der Gesammtliinge ¢ umschlossen hat, in den tibrigen 
Theilen des Intervalles 7 eine endliche Anzahl von Intervallen ¢, deren 
Lingensumme beliebig wenig von s abweicht, etwa gleich s—4, ist, und 
ausserdem eine endliche Anzahl von Intervallen 7, deren Gesammtlinge 
I—s—(d—8@,) wird. Bilden dagegen jene Grenzpunkte ein System 
mit dem Inhalt s,, so ist 

m+ % +3 +++ = l—s—s,, 
und es wird demnach der Inhalt der urspriinglichen Menge gleich s+-s,, 
trotzdem dass sie in eine unendliche Reihe von Intervallen mit der 
Gesammtlinge~s einschliessbar ist. 

Man kann daher den Satz auch so fassen: hat man eine Punkt- 
menge durch eine unendliche Reihe von Intervallen eingeschlossen, 
deren Gesammtlinge s ist, und bildet die Ableitung des Systemes der 
Endpunkte dieser Intervalle eine Menge, deren Inhalt s, ist, so kann 
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man die urspriingliche Menge in eine endliche Anzahl von Intervallen 
einschliessen, deren Summe beliebig wenig von s + s, abweicht.*) 

Wir kénnen nun folgende Siitze auf Grund der einfachen, anfangs 
gegebenen Definition beweisen. 

1. Ist die Ableitung einer Punktmenge P discret, so ist P gleich- 
falls discret. 

Die Punkte der Ableitung P’ umschliesse man mit Intervallen, 
deren Summe der Voraussetzung nach beliebig klein ist; ausserhalb 
dieser Intervalle kann nur noch eine endliche Anzahl von Punkten der 
Menge FP liegen. 

2. Jede Punktmenge der ersten Gattung und nter Art ist discret. 

Der Satz, den ich schon friiher (,,Elemente“ pag. 261) bewiesen 
habe, ergiebt sich am einfachsten durch Induction. Nimmt man an, 
dass er fiir eine Menge n — lter Art bereits bewiesen ist, und ist P 
eine Menge der nten Art, so ist die Ableitung P’ eine Menge 
n — lter Art. Da nun diese discret ist, so folgt nach dem vorigen 
Satze, dass auch P discret sein muss. 

Mit Hiilfe der weiteren von Herrn Cantor gegebenen Begriffe 
lassen sich nun diese Siitze ausdehnen,**) 


*) Bemerkenswerth ist also folgendes Paradoxon: Hebt man aus einem be- 
grenzten (linearen, ebenen, oder riiumlichen u. s. w.) Gebiete von bestimmter 
Griésse @ eine unendliche Anzahl von Theilgebieten a,, a,, a;,... heraus, deren 
Summe 6b kleiner als a ist, und bleiben auf diese Weise noch unendlich viele 
Theilgebiete nach, so ist die Summe dieser nachbleibenden Gebiete zwar niemals 
grésser als a — b, sie kann jedoch kleiner sein. 

**) Indem ich hier die neuen von Herrn Cantor eingefiihrten Bezeichnungen 
verschiedener Classen der unendlichen Zahlen benutze, michte ich mir die Be- 
merkung erlauben, dass ich der allgemeinen Unterscheidung desselben zwischen 
dem ,,Uneigentlich-Unendlichen“ und dem ,,Eigentlich-Unendlichen“ nicht zuzu- 
stimmen vermag (Math. Ann. Bd. XXI). Zum Begriff des Unendlichen gelangen 
wir auf zwei verschiedenen Wegen: erstens durch die unbegrenzte Addition 
(Multiplication) von Grissen (Einheiten oder absoluten Zahlen), zweitens durch den 
unbegrenzt fortsetzbaren Process der Theilung einer Grésse, der zu der Erkennt- 
niss fiihrt, dass jede Grésse als aus unendlich vielen Theilen bestehend aufgefasst 
werden kann. In beiden Fillen bezeichnet es das Wachsthum einer Griésse tiber 
jede denkbare Grenze. \n diesem Sinne ist der Raum, sowie die Zeit fiir unsere 
Vorstellung unendlich, und nichts anderes liegt auch unserem Urtheile zu Grunde, 
wenn wir in der Functionentheorie von dem Verhalten der Function im Unend- 
lichen, oder von dem unendlich klein oder gross Werden des Zihlers und Nenners 
in einem Quotienten sprechen. Ist sonach jeder unendliche Process fiir sich be- 
trachtet unvollendbar, so vermégen wir doch einen Abschluss desselben zu voll- 
ziehen hinsichtlich.des Resultates, zu welchem er fiihrt. Gerade die zweite Art 
der Entstehung des Unendlichen giebt zu solcher Festsetzung besonders Anlass, 
wenn wir umgekehrt die Zusammensetzung einer endlichen Grésse aus unendlich 
vielen Theilen ins Auge fassen. Die Summation der Glieder einer convergenten 
unendlichen Reihe z. B. ist ein unvollendbarer Process, aber die Grésse, zu welcher 
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3. Jede Punktmenge , fiir welche P'™) discret ist, ist selbst discret. 

Denn schliesst man die Punkte der Menge P™ in Intervalle ein, 
deren Summe beliebig klein ist, so kann ausserhalb dieser Intervalle 
nur solch ein Theil P, von Punkten der Menge P liegen, fiir welchen 
P,™ =0 ist, welcher also eine Menge der ersten Gattung bildet. 
Mithin ist dieser nachbleibende Theil ebenfalls discret, und folglich 
auch die Gesammtheit der Menge P. 


Es sei nun «@ irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse, und es 
er fihrt, kann angebbar sein. Indem wir mit dieser Griésse weiter operiren, ihr 
z. B. neue Summanden hinzufiigen, ergiebt sich uns die Méglichkeit von einer 
bestimmten Fortsetzung des unendlichen Processes zu reden, oder den Begriff der 
unendlich vielen Summanden als einen in sich abgeschlossenen zu behandeln. 
Das nimliche thun wir, wenn wir von der Gesammtheit aller rationalen Zahlen 
in einem Intervalle sprechen. Dadurch gewinnen wir die Erkenntniss, dass auch 
bei einer unendlichen Menge von Dingen noch von Gréssenunterschieden die Rede 
sein kann, und bei weiterer Forschung kommt der Begriff der Anzahl, welcher 
bei einer unendlichen Menge von der Art der Anordnung ihrer Elemente abhingig 
ist, sowie der Begriff der Méchtigkeit zur Geltung, durch welchen die Menge 
ganz unabhingig von ihrer Anordnung charakterisirt ist. Durch die Anwendbar- 
keit dieser Attribute wird aber der urspriingliche Begriff des Unendlichen keines- 
wegs modificirt. Die durch unbegrenzte Addition einer Einheit entstehende Grisse 
ist, mégen wir sie uns vollendet oder nicht vollendet denken, eine Grésse, die 
von der ersten Michtigkeit ist, der unendliche Raum und die unendliche Zeit 
bestehen ebenso aus einer abziihlbaren Menge von Theilen, wihrend sie eine 
Menge von der zweiten Michtigkeit werden, wenn wir im Raume die Ebenen 
oder die Punkte, welche er enthilt, und in der Zeit die einzelnen Zeitmomente 
betrachten. Ein Abschluss des Unendlichen tritt dabei ein, sobald wir diese 
Elemente in ihrer Gesammtheit erfassen. 

Ich brauche wohl kaum erst hinzuzufiigen, dass ich mit diesen Gegenbe- 
merkungen keineswegs die Bedeutsamkeit der neuen Begriffsbildung beeintrichtigen 
michte. Ich halte es vielmehr fiir iiberaus wichtig, dass durch Herrn Cantor 
der Michtigkeitsbegriff in die Lehre des Unendlichen eingefiihrt ist, und das Er- 
gebniss, dass es in unserer Anschauung nur zwei Classen desselben giebt, die abzahl- 
bare Reihe, und die Menge der Punkte im stetigen Continuum (unabhiingig von 
seiner Dimension) ist eine merkwiirdige und werthvolle Bereicherung unserer 
Erkenntniss. Mir kam es nur darauf an, zu betonen, dass das Unendliche, welches 
in den Processen der Analysis auftritt, meines Erachtens durchaus das niimliche 
ist, wie es in den Begriffen hier gebraucht wird. Diese Begriffe sind aber da- 
durch von besonderem Werthe, dass sie uns deutlich lehren, wie es in den aller- 
meisten Fillen nothwendig ist, das Unendliche als etwas abgeschlossenes zu be- 
trachten, so dass man nicht damit ausreicht, nur bei dem Unbegrenzten dieser 
Gréssenbegriffe stehen zu bleiben. Im wesentlichen bildet diese Frage schon den 
Gegenstand fortgesetzter Erérterungen zwischen Leibniz und Joh. Bernoulli 
(Commercium epistolicum, Juli 1698 bis Februar 1699), wobei letzterer die Noth- 
wendigkeit vertritt, das unendliche als abgeschlossene Gréssen zu fixiren. Seine 
Ausdrucksweise: es existire das Unendlich grosse und das unendlich kleine, ist 
freilich kaum zuliissig. Denn es beginnen dann und erst dann die inneren Wider- 
spriiche, wenn man versucht, diesen Grenzbegriffen eine fiir sich bestehende 
Realitit in unserem Denken oder in der Aussenwelt zuzuerkennen, 
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sei bekannt, dass P‘ discret ist; es soll bewiesen werden, dass dann 
auch P discret sein muss. Nehmen wir an, der Satz sei bewiesen fiir 
jede Zahl a <a. Die Punkte der Menge P™ lassen sich der Voraus- 
setzung nach in Intervalle einschliessen, deren Anzahl endlich, und 
deren Summe beliebig klein ist. Ausserhalb dieser Intervalle kann 
nur solch ein Theil P, von P liegen, fiir welchen P,@ = 0 ist. Ist 
nun « eine zur zweiten Zahlenclasse gehérige Zahl der ersten Art, so 
dass eine ihr nichst kleinere Zahl « — 1 vorhanden ist, so erkennt 
man, dass P,‘*—" aus einzelnen Punkten besteht, also discret ist, und 
folglich ist P, discret. Ist aber « eine Zahl der zweiten Art, so giebt 
es stets eine kleinere zur ersten oder zweiten Zahlenclasse gehdrige 
Zahl « <a, so dass auch fiir diese P,“) = 0; daraus folgt wiederum, 
dass P, discret ist. Sonach ist der Satz bewiesen: 

4. Jede Punktmenge P, fiir welche P“) discret ist, wobei a ent- 
weder eine der ersten oder eine der zweiten Zahlenclasse angehirige Zahl 
bedeutet, ist selbst discret. 

Hieraus folgt ohne ‘weiteres der Satz: 

5. dJede reductibele Punktmenge ist eine discrete. 

Bei einer Punktmenge P, deren erste Ableitung P“ eine héhere 
Miachtigkeit als die erste hat, lisst sich P“) immer in eine perfecte 
Menge S und eine Menge von der ersten Michtigkeit R zerlegen. 
S hat die Eigenschaft, dass eine kleinste Zahl @ existirt, so dass 
Pe) =S ist. Von der Zerlegung 

PO=R+S8=R+ PO 
ausgehend, erhilt man nun einen iiberaus einfachen Beweis des all- 
gemeinen Cantor’schen Satzes: 

6. Der Inhalt der Punktmenge P stimmt immer iiberein mit dem 
Inhalt der Punktmenge P. 

Da der Inhalt von P und P™ derselbe ist, so braucht der Satz nur 
fiir P®*bewiesen zu werden. Hat man die Punkte der Menge P') 
in eine endliche Anzahl von Intervallen eingeschlossen, deren Summe 
beliebig wenig von dem Grenzwerthe abweicht, so umfassen diese 
Intervalle entweder auch simmtliche Punkte der Menge R, oder es 
liegt R ganz oder theilweise ausserhalb derselben. Im ersteren Falle 
ist die Behauptung ohne weiteres einleuchtend, in anderem kann man 
leicht einsehen, dass die ausserhalb der construirten Intervalle gelegene 
Punktmenge FR, die vollstindige Ableitung eines Bestandtheiles von P 
sein muss. Weil nimlich in der unmittelbaren Nahe der Punkte R, 
von R kein Punkt der Menge P sich befindet, so muss Ff, fiir sich 
allein die Ableitung aller derjenigen Punkte von P bilden, die nicht 
in den anfangs construirten Intervallen liegen. Hierans folgt, dass R, 
_ eine reductibele Menge, und weiter nach Satz 5, dass es discret ist. 
Der Process, durch welchen oben die Inhaltsbestimmung fiir jede 
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_ Punktmenge innerhalb einer linearen Strecke / definirt wurde, und 
zwar ohne Benutzung des Integrales, ist ein vollkommen eindeutiger, 
indem successive die Strecken ausgeschieden werden, welche gleich oder 
grosser sind als £, und welche keinen Punkt der Menge in ihrem 
Innern enthalten. Man wird indessen die Frage aufwerfen, welche 
zuerst von Herrn Stolz (Math. Annalen Bd. 23) gestellt und beant- 
wortet wurde, ob irgend eine andere Definition des Processes bei der 
niimlichen Punktmenge auch immer zu derselben Grenze des Inhaltes 
fiihrt. Diese Frage ist insbesondere fiir den Inhalt von Punktmengen 
innerhalb ebener Mannigfaltigkeiten héherer Dimension nicht tiberfltissig, 
da bei diesen auch schon der Process des Aushebens von sphirischen 


Gebilden mit dem Radius gleich oder grésser als + auf verschiedene 
Weisen ausgefiihrt werden kann. 

Wir betrachten zunichst wiederum die lineare Strecke von der 
Lange 1, innerhalb welcher eine Punktmenge definirt ist. Um den 
Inhalt der letzteren zu bestimmen, verfahren wir nun allgemein so, 
dass wir nach irgend welchem Gesetz Theilintervalle ausscheiden, welche 
von endlicher Grésse sind, und keinen Punkt der Menge in ihrem 
Innern oder an ihren Enden enthalten, Dabei miissen wir jedoch an 
der Regel festhalten, dass wir jedes Intervall, welches wir durch eine 
friihere Theilung erhalten haben, und in dem Punkte der Menge liegen, 
ohne iiberall dicht daselbst zu sein, weiter in Theile zerlegen, von 
denen jeder kleiner ist als eine bestimmte Grésse 0, und dass wir 
alsdann bei der Bestimmung der Summe, welche zu dieser neuen 
Theilung gehért, alle diejenigen Intervalle weglassen, welche keinen 
Punkt der Menge in ihrem Innern oder an ihren Grenzen enthalten. 
Daraus folgt dann, dass jedes Intervall, in welchem die Punkte der 
Menge nicht iiberall dicht sind, in Theile zerlegt wird, welche Punkte 
der Menge enthalten, und deren Langen schliesslich kleiner werden als 
jede endliche Grésse. Zwei Intervalle, die an einander stossen, kénnen 
dabei immer als eines betrachtet werden. Jeder Process dieser Art 
fiihrt zu einer Reihe von Intervallsummen: s,s’, $”,..., von denen 
keine grésser ist als die vorhergende: die Reihe hat daher eine be- 
stimmte Grenze 6. 

Es seien nun zwei verschiedene Processe gegeben: s, s’, 8”,... 
und ¢, ¢, ¢’,... der Grenzwerth des ersten sei 6, der des zweiten sei 
t. Es soll bewiesen werden, dass 6 =r ist. Man betrachte ein Glied 
s in der ersten- Reihe, welches so gewihlt ist, dass 

s=o+0, 
wobei 6 kleiner ist als eine beliebig klein fixirte Grosse ¢; und ebenso 


ein Glied ¢, fiir welches ° 
it=—rt+d, 
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wobei 0 ebenfalls kleiner ist als «. Die Summe s besteht aus einer 
endlichen Anzahl von Intervallen mit endlicher Linge, desgleichen die 
Summe # Denkt man sich zuerst die Intervalle der Summe s con- 
struirt, und bestimmt man alsdann die Intervalle der Summe ¢, so 
liegen diese letateren entweder ganz innerhalb der Intervalle s, und 
dann ist ¢<s, oder es fallen gewisse Bestandtheile von ¢ ausserhalb 
der Intervalle s. Alle diese Bestandtheile enthalten aber keinen Punkt 
der gegebenen Menge, und kommen daher bei Fortsetzung des Pro- 
cesses ¢ immer mehr zum Wegfall. Denn jedes Intervall, welches 
einen Endpunkt von s iiberschreitet, wird schliesslich in seiner Grosse 
beliebig klein. Hieraus kénunen wir schliessen, dass in der Reihe der 
Gréssen ¢ sicherlich ein Glied ¢, vorkommen muss, bei welchem alle 
Theile, die iiber s hinausreichen, einen Beitrag zur Summe ¢, liefern, 
welcher kleiner ist als die beliebig kleine Grésse ¢, und da die Theile 
von t,, welche nicht ausserhalb der Intervalle s liegen, gleich oder 
kleiner sind als s, so ist 
tt <s+te, 

Wenn nun die Theile von ¢,, welche in den Intervallen der Summe 
s liegen, diese Intervalle nicht vollstindig ausfiillen, so werden bei 
Fortsetzung des Processes s die Liicken, in denen kein Punkt der 
Menge P liegt, immer mehr in Wegfall kommen, und es wird in der 
Reihe s ein Glied s, geben, bei welchem alle Bestandtheile, welche 
ausserhalb der Intervalle ¢, sich befinden, eine Summe liefern, welche 
kleiner ist als ¢. Demnach wird 


Si < t+ é. 
Also besteht die Ungleichung 
S—ée<t<sfe 
oder, weil s, und s kleiner sind als s + é¢, 
6—e<t-<6+22, 
woraus folgt, dass die Grenze t von ¢ gleich o sein muss. 

Dieselbe Methode gilt auch fiir ebene Mannigfaltigkeiten hohéPer 
Dimension; nur fiir die zweidimensionale Ebene will ich den Beweis 
noch ausfiihren. In einem begrenzten Theile der Ebene, welchen wir 
uns mit einem Kreise vom Radius 7? ums¢hlossen denken, sei eine 
Punktmenge definirt. Der ebene Inhalt derselben wird bestimmt, in- 
dem wir das Innere des Kreises durch irgend welche Curven in Theil- 
gebiete zerlegen, von denen jedes einen durch die gewdhnliche In- 
tegrationsmethode berechenbaren Inhalt hat, der kleiner ist als eine 
Grésse @, die schliesslich beliebig klein wird, und in denen auch 
die Entfernung zweier im Innern odere an den Grenzen gelegenen 
Punkte ein Maximum hat, welches kleiner ist als eine vorgegebene 
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Grésse, die schliesslich beliebig klein wird. Von solch einem Gebiet 
sagen wir, dass es in allen seinen linearen Dimensionen beliebig klein 
wird. Wir scheiden die Theilgebiete aus, in derem Innern oder an 
deren Grenzen kein Punkt der gegebenen Menge liegt. Alsdann 
theilen wir jedes der nachbleibenden Gebiete in Theile mit bestimmtem 
Inhalt, deren jeder kleiner ist als 6° << 6, und scheiden wiederum die 
Gebiete aus, welche keinen Punkt der Menge in ihrem Innern oder 
an den Grenzen enthalten. Jeder Process dieser Art lisst ein Gebiet 
von endlichem Inhalt s, s’, s”,... nach, und diese Reihe convergirt, 
da ihre Glieder nicht zunehmen, und nicht kleiner werden als Null, 
nach einer bestimmten Grenze. Charakteristisch fiir den Process ist 
also auch hier, dass ein Theilgebiet, in welchem die Punkte der 
Menge nicht iiberall dicht sind, immer in weitere Gebiete zerlegt wird, 
deren lineare Dimensionen schliesslich kleiner werden als jede end- 
liche Grosse. 

Vergleicht man nun wiederum zwei geometrisch verschiedene Pro- 
cesse, von denen der eine die Grenze o, der andere die Grenze r hat, 
so kann man wie vorhin beweisen, dass 6 gleich t sein muss.. Denn 
hat man eine bestimmte Gebietseintheilune mit der Summe s con- 
struirt, und betrachtet man nun gleichzeitig die Gebiete mit der 
Summe ¢, so liegen die letzteren entweder ganz innerhalb der ersteren, 
oder sie kénnen die Gebiete von s tiberschreiten. Die ausserhalb von 
s gelegenen Bestandtheile von ¢ enthalten aber keinen Punkt der 
Menge, weder in ihrem Innern noch an ihren Grenzen. Wird also 
das Gebiet ¢ in immer kleinere Theile zerlegt, so muss sich eine Ge- 
bietseintheilung ¢, finden lassen, bei welcher alle die Theile, welche 
iiber ein Gebiet s hinausragen, in Summa kleiner werden alseine be- 
liebig kleine Grésse «. Denn die Begrenzungen von s, welche von 
Gebieten der Summe ¢ iiberschritten werden, kénnen wir uns von 
Flachen umschlossen denken, deren Inhalt in Summa kleiner ist als «, 
und deren Grenzen eine von Null verschiedene Entfernung von den 
Grenzen von s haben. Dazu ist nur erforderlich, dass jedes Gebiet, 
wi@ wir vorausgesetzt haben, einen Inhalt im gewdhnlichen Sinn der 
Integralrechnung besitzt. Bei Fortsetzung des Processes ¢ miissen 
nun alle Gebiete, welche tiber die Begrenzung von s hinausragen, 
schliesslich ganz in die Flichen « hineinfallen, weil alle Gebiete, in 
denen die Punkte der gegebenen Menge nicht iiberall dicht sind, in 
ihren Dimensionen kleiner werden als jede endliche Grésse. Es ist also 


t <s+te. 


Nun kann man umgekehrt auf Grund derselben Ueberlegung beweisen, 
dass in der Reihe s ein Glied s, vorkommen muss, so dass 


S& <t +6 
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wird, und aus den beiden Ungleichungen folgt wie friiher, dass 
=t ist. 

Im Vorstehenden ist zugleich die allgemeine Definition und 
Methode der Inhaltsbestimmung jedes geschlossenen, continuirlichen, 
ebenen Gebietes enthalten, sobald nur die zum Innern des Gebietes 
gehérigen Punkte, so wie die Grenzpunkte desselben eindeutig definirt 
sind. Die in’ der Integralrechnung iiblichen Definitionen, vermittelst 
der Zerlegung der ebenen Fiche in parallele Streifen, oder des ebenen 
Raumes in prismatische Kérper, umfassen nur die Fille, in denen die 
Begrenzung eindeutig auf eine Gerade oder eine Ebene projicirt wer- 
den kann, und lassen sich dann weiter nur auf solche ausdehnen, in 
denen die Punkte der Begrenzung den Inhalt Null haben. 

Bestimmt man z. B. auf der Abscissenaxe im Intervall von 0 bis 
1 eine discrete Punktmenge, und construirt man in den Punkten der- 
selben die rechtwinkligen Ordinaten von der Liinge 1, so haben simmt- 
liche Punkte dieser Ordinaten den ebenen Inhalt Null; wird dagegen 
auf der Abscissenaxe eine Punktmenge mit der Intervallgrenze 1 an- 
genommen, so entsteht auf die gleiche Weise eine Punktmenge mit 
dem ebenen Inhalt 7. Wenn nun insbesondere die Punktmenge auf 
der Abscissenaxe derart gewahlt wird, dass sie.in keinem Intervall 
iiberall dicht ist, so bekommt das ebene Gebiet mit bestimmtem In- 
halt die Eigenthiimlichkeit, dass jeder Punkt desselben zugleich der 
Begrenzung des Gebietes angehért. Es kann hier also von inneren 
Punkten im Gegensatz zu Rand- oder Grenzpunkten gar nicht mehr 
die Rede sein, die Begrenzung hat vielmehr selbst schon einen bestimm- 
ten, von Null verschiedenen Flaicheninhalt.*) 


August 1884. 


*) Als Nachtrag zu meinen Arbeiten in den vorigen beiden Banden dieser 
Annalen méchte ich noch bemerken, dass die Unterscheidung des vor- und riick- 
wirts gebildeten Differentialquotienten zwar schon in dem Bonnet’schen Be- 
weise des Mittelwerthsatzes der Differentialrechnung eine wichtige Rolle spielt, 
in principieller Weise aber wohl zuerst von Herrn Thomae (Einleitung in*die 
Theorie der bestimmten Integrale) durchgefiihrt worden ist. Derselbe hat auch 
bereits die allgemeine Definition des mittleren Differentialquotienten gegeben. 
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Berechnung der Menge von Primzahlen, welche innerhalb der 
ersten Milliarde natiirlicher Zahlen vorkommen. 


Von 


Metssex in Kiel. 


Die folgende Berechnung bildet die Fortsetzung der im II. Bde, 
pag. 636 und III. Bde. pag. 523 gegenwirtiger Zeitschrift ausgefiihrten 
Berechnungen von Primzahlenmengen. Behalten die daselbst ge- 
brauchten Zeichen ihre Bedeutung, so ergiebt sich fiir 


m== 1 000000 000 
ntu= gY¥m= 3401 


n = gj/m= 168 
u = $233 


- 


3401 
p(m) = (m, 168) + 5 767 839 —> 9 (=) 


169 


I) Berechnung von (m, 168). 


60 220 381 
(58823529, 6)—= 11 282 835 (14925373, 18) = 1 963 655 
(52631578, 7)— 9 501 332 (14084507, 19)= 1 825 279 
(43478260, 8)—= 7 435 827 
(34482758, 9)—= 5 640970 (13698630, 20)—= 1 750 220 
(12658227, 21)—= 1.595 164 
(32258064, 10) = 5 095 069 (12048192; 22) 1 499 128 
(27027027, 11)—= 4 131 144 (11235955, 23) —= . 1 381 338 
(24390243, 12)—= 3 627 361 (10309278, 24)—= 1 253 380 
(23255813, 13)—= 3 374 294 (9900990, 25)—= 1 191 537 
(21276595, 14)—= 3 O15 293 (9708737, 26)—= 1 157 070 
(18867924, 15)—= 2 616 983 (9345794, 27)—= 1 103 283 
(16949152, 16)— 2 306 412 (9174311, 28)—= 1 073 186 
(16393442, 17)— 2 192 861 (8849557, 29)—= 1 026 045 


> = 60 220 381 >) = 77 039 666 
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© (7874015, 
(7633587, 
(7299270, 
(7194244, 
(6711409, 
(6622516, 
(6369426, 
(6134969, 
(5988023, 
(5780346, 


& (5586592, 
(5524861, 
(5235602, 
(5181347, 
(5076142, 
(5025125, 
(4739336, 
(4484304, 
(4405286, 
(4366812, 


¢ (4291845, 
(4184100, 
(4149377, 


(3984068, . 5: 


(3891050, 
(3802281, 
(3717472, 
(3690036, 
(3610108, 
(3558718, 


30) = 
31) == 
32) = 
33) = 
34) = 
35) = 
36) = 
37) = 
38) = 
39) = 


40) = 
41) =— 
42)=— 
43) = 
44) = 
45) = 
46) = 
47) = 
48) = 
49) = 


50) = 


77 039 
905 
871 
826 
809 
749 
735 
702 
672 
652 


626 


602 
592 
557 
549 
535 
527 
494 
465 
454 
448 


438 
425 
420 
401 
390 
379 
369 
365 
355 
349 
93 715 


Metsseu, 

666 

328 © (3533568, 
079 (3412969, 
895 (3257328, 
332 (8215434, 
910 (3194888, 
214 (3154574, 
687 (3021148, 
706 (2967359, 
714 (2881844, 
428 (2865329, 
043 ) (2832861, 
O91 (2785515, 
985 (2724795, 
262 (2680965, 
249 (2638522, 
101 (2610966, 
393 (2570694, 
366 (2518891, 
908 (2493765, 
777 (2444987, 
943 ® (2386634, 
858 2375296, 
348 (2320185, 
600 (2309468, 
386 (2277904, 
713 (2257336, 
568 (2227171, 
236 (2188183, 
706 (2169197, 
098 (2159827, 
590 


93 715 





590 


60)= 345 


61) = 331 
62) = 315 
63) = 309 
64) = 306 
65) = 301 
66) = 287 
67) = 281 
68) = 272 
69) = 269 
70) = 265 
71) = 260 
72) = 253 
73) = 248 
74) = 243 
7d) = 240 
76) = 235 
1) = 229 
78) = 226 
79) = 221 
80) = 215 
81) = 213 
82) = 208 
83) = 206 
84) = 203 
85) = 200 
86) = 197 
87) = 193 
88) = 190 
89) = 189 


178 
916 
308 
980 
759 
644 
582 
332 
114 
561 


508 
049 
408 
382 
542 
140 
563 
952 
875 
630 


549 
832 
161 
558 
068 
575 
301 
167 
920 


541 


>, = 101 180 


685 














685 
325 
012 
461 
505 
126 
253 
765 
376 
311 
B44 


214 
009 
006 
064 
187 
295 
471 
695 
954 
173 


492 
856 
692 
979 
173 
880 
225 
179 
781 
427 
915 


101 180 
(2141327, 90)—= 187 325 
(2087682, 91)—= 182 
(2053388, 92)— 178 
(2036659, 93)—= 176 
(2004008, 94) = 173 
(1988071, 95) = 171 
(1964636, 96)— 168 
(1919385, 97)— 164 
(1912045, 98)—= 168 
(1848428, 99)— 157 
(1828153, 100)—= 155 
(1795332, 101) = 152 
(1776198, 102)— 150 
(1757469, 103)—= 148 
(1751313, 104)—= 147 
(1733102, 105)—= 145 
(1703577, 106)—= «142 
(1686340, 107)—= 140 
(1669449, 108)—= 138 
(1663893, 109)—=  —«138 
(1647446, 110) = 136 
(1631321, 111)— 134 
(1620745, 112) = 133 
(1615508, 113)— «132 
(1584786, 114)  —-130 
(1560062, 115)—= 127 
(1555209, 116)—= «127 
(1545595, 117) = 126 
(1531393, 118)—= 124 
(1517450, 119) 128 
>) = 105 658 
Mathematische Annalen, XXV, 
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105 658 915 
(1512859, 120) = ‘122 825 


(1485884, 121) = 120 375 
(1477104, 122) = 119 449 
(1464128, 123) = 118 193 
(1447178, 124) = 116 615 
(1426533, 125) = 114 737 
(1410437, 126) = 113 267 
(1390820, 127) = 111 517 
(1375515, 128) = 110 109 
(1364256, 129) = 109 053 
(1353179, 130) = 108 015 
(1345895, 131) = 107 296 
(1331557, 132) = 105 997 
(1321003, 133) = 105 007 
(1314060, 134) = 104 332 
(1300390, 135) = 103 125 
(1293661, 136) = 102 470 
(1270648, 137) = 100 544 
(1254705, 138) = 99 157 
(1236093, 139) = 97 593 
(1233045, 140) = 97 270 
(1218026, 141) = 96 019 
(1215066, 142) = 95 690 
(1209189, 143) = 95 125 
(1206272, 144) = 94 826 
(1191895, 145) = 93 659 
(1172332, 146) = 92 064 
(1166861, 147) = 91 586 
(1164144, 148) — 91 304 
(1158748, 149) = 90 799 


>= 108 786 933 
17 





(1140250, 150) = 
(1135073, 151) = 
(1132502, 152) = 
(1127395, 153) = 
(1102535, 154) = 
(1097694, 155) = 
(1088139, 156) = 
(1076426, 157) = 
(1067235, 158) = 
(1062699, 159) = 


Mersset, 


108 786 933 


89 320 
88 876 
88 616 
88 174 
86 241 
85 839 
85 O72 
84 163 
83 433 
83 060 


>= 109 649 727 


Der leichteren Controle wegen mag diese Summe 


rk 
Jetzt ist > @ 


169 


( 


10° 
Ps 


je 50 Summanden gebildet werden. 


Kiirze wegen 


50n+49 


7 


<n 


Dann ergiebt sich: 


(3) = 
(4) = 


(6) = 


(6) 
(7) 


2 228 277 
5 117 875 
7 448 642 
9 384 435 
11 046 408 


(8) — 12 506 023 


(9) = 


13 793 325 


S" ( 


10° 
Ps 


(1055966, 160) 
(1049317, 161) 
(1034126, 162) = 
(1029866, 163) = 
(1023541, 164) = 
(1017293, 165) = 
(1009081, 166) = 
(1003009, 167) = 


>) = 110 293 


6) = 191 808 


(10°, 





109 649 727 


82 
82 
80 
80 
80 
79 
79 
78 


547 
046 
911 
586 
110 
629 
O21 
568 


145 
190 





(10°, 168) = 


) zu berechnen. 


Zu dem Ende 


)- (m). 


(10) = 
(11) = 
(12) = 
(13) = 
(14) = 
(15) = 
(16) = 
(17) = 
(18) = 
(19) = 


14 
16 
16 
17 
18 
19 
20 
2( 
21 
22 


957 868 
O16 344 
983 837 
875 368 
701 495 
473 903 
198 682 
879 740 
522 379 
130 648 


a 


in Absiitzen 
setzen wir 


81 515 


045 


von 
der 








(20) = 22 707 401 
(21) = 23 255 694 
(22) = 23 780 146 
(23) = 24 282 602 
(24) = 24 764 558 


(25) = 25 227 192 
(26) = 25 670 826 
27) = 26 097 008 
(28) = 26 507 346 
(29) = 26 903 870 


(30) = 27 287 842 
(31) = 27 659 621 
(32) = 28 019 460 
(33) = 28 367 426 
(34) = 28 705 472 
(35) = 29 034 097 
(36) = 29 354 371 
(37) = 29 666 196 
(38) = 29 969 576 


(39) = 30 264 815 


(60) 
(61) 


(63) 
(64) 
(65) 
(66) 
(67) 


2° (Ge) 


169 
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35 
35 


(62) = 35 


35 





(40) = 30 552 605 
30 833 234 


(41) = 
(42) = 
(43) 
(44) 
(45) = 
(46) = 
(47) = 
(48) = 
(49) = 


(50) 
(61) 
(52) 
(53) 
(54) = 
(55) = 
(56) = 
(7) = 
(58) 
(59) = 


! 


| 


168 738 
357 444 


543 374 


726 344 
906 350 
083 243 


} 257 223 
> 428 GOL 


435 406. 





31 107 
SL 374 
3L 635 
31 890 
32 139 
32 383 
32 623 
32 898 


33 088 
33 314 
33 536 
33 753 
33. 967 
34 176 
34 381 
34 583 
34 781 
34 977 


436 
152 
005 
265 
795 
938 
289 
265 


579 
679 
336 
878 
020 
162 
480 
302 
901 
140 


Durch Zusammenstellung erhiilt man nun aus der Gleichung: 
"* 
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3401 
10°) = (10°, 168 5 767 839 — > 
gy (10°) ( )+5 2 *\>. ) 
(10°, 168) = 81 515 045 
4+ 5 767 839 





87 282 884 
* 2 (= ) = — 36 435 406 


169 
p(10") = 50 847 478 








Also sind in der ersten Milliarde enthalten 
50 847 478 Primzahlen. 


Die Naherungsformel, welche Gram in seiner schénen Abhand- 
lung ,,Undersggelser angaaende Maengden af Primtal under en given 
Graense, Kjgbenhavn 1884 aus der Formel von Riemann her- 
geleitet hat, nimlich 

p(n) = Li(n) — = Li(¥n) — = Lil/n) ete. 
fiihrte Gram auf den Naherungswerth 
g(m) = 50 847 455, 
wie derselbe mir in einem Schreibeu vom 12. August d. J. mittheilte, 


Dieser Werth weicht nur um 23 Hinheiten von dem oben gefundenen 
ab. Zur directen Berechnung des Integrallogarithmus 


: Se) * dz 
Li(e) -{ legs? 
elt 
uw = 0, 3725 0741 0781 3666 34, 
bediene ich mich der Formel, in welcher z ein iichter Bruch ist: 


e-"-z na : _T@) ‘ 
Li(e*) = ats + (n+ a)? +>- a+tap + me 


_1(@— 2) R TT(m — 1) 
y (n +2 Lg) + n(& )- (nm ms x)" 
(n ist hier eine ganze Zahl und TT(m) bezeichnet das Product 1.2.3...n). 
Der Restfactor stellt sich folgendermassen dar: 
a x3 
Re) 2424 1[,-F- 3] 


2 1 


1 8 22? 3 4 x 
+ [ae — ae te tat ae] 
1 [ 16 4a? 4, 22 4 ee 
a") [ asos + ase y08 + 133% ag? tg + iss] ete. 
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Ausser den bereits im 23. Annalenbande mitgetheilten beiden 
Fehlern fand ich in den Tafeln von Burckhardt die Zahlen 
1556 257 = 37. 42061 
1619 173 = 151 . 10723 
irrthiimlich als Primzahlen aufgefiihrt. ‘ 

Den ersten derselben fand ich in B, T. bei der Priifung der 
Positionen: ‘ 

(1560062, 115) = (a, 115) = 127 880 
© (1555209, 116) = (b, 116) — 127 225. 

Nun miisste sein (a, 116) — @(b, 116) gleich der Anzahl aller 
Zahlen innerhalb der Grenzen } einsch]. a ausschl., welche den kleinsten 
Theiler 643 = p,,, besitzen. 

Die Zahlung aus B. T. ergab in diesem Intervall 359 Primzablen 
und 51 Producte mit den kleinsten Theilern 643. Daher wiirde man 
erhalten miissen : 

(a, 116) = (0b, 116) + 359 + 51 — 127635. 


Es ist aber: 


(a, 116) = (a, 115) — o(E, 115) = (a, 115) — (2433, 115) 


= 127880 — 246 = 127634. 





Daher steckt in den B. T. zwischen den Grenzen b und a ein 
Fehler. 

Durch Abzihlung aller Zahlen des Intervalls, welche den kleinsten 
Theiler 31 und aller Zahlen, welche den kleinsten Theiler 53 be- 
sitzen, fand ich ferner 


(a, 10) — o(b, 10) = 768, mit der Berechnung stimmend 
(a, 15) — ©(b, 15) = 679, statt nach Rechnung 678. 


Also ist in B. T. im genannten Intervall eine durch 31, 37, 41, 43 
oder 47 theilbare Zahl irrthiimlich als Primzahl aufgefiihrt, welche 
sich jetzt leicht als 

1556257 = 37 . 42061 
ergab. 

Die Existenz von mehreren anderen Fehlern habe ich durch 
Controlrechnungen innerhalb gewisser Grenzen festgestellt, aber die 
Fehler aufzufinden nicht die néthige Musse gehabt. 

Dass die Zahl 1330001 Primzahl ist, hat Oppermann bereits 
gezeigt. 


Kiel, den 4. Septbr. 1884. 





Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik. 
Von 


A. Voss in Dresden. 


Nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten findet bekannt- 
lich fiir ein System materieller Punkte Gleichgewicht statt, wenn die 
virtuelle Arbeit der gegebenen Kriifte fiir jede virtuelle Verschiebung 
der Angriffspunkte derselben verschwindet, die mit den Bedingungen 
der Beweglichkeit dieser Punkte vertriglich ist. Diese Bedingungen 
pflegt man bei der vorstehenden allerdings speciellen Fassung des 
Principes der virtuellen Geschwindigkeiten in der Form von Glei- 
chungen g; = 0 zwischen den Coordinaten der Angriffspunkte voraus- 
zusetzen, durch deren Variationen dg; 0 die Bedingungen fiir die 
Verschiebungen 0 gewonnen werden. Thatsdchlich gehen also nur die 
Bedingungen des Verschwindens jener Variationen in die Behandlung 
der statischen Probleme ein. Damit erkennt man aber, dass es ganz 
gleichgiiltig ist, ob diese Variationen durch Bildung totaler 6 Processe 
do; = 0 entstanden sind, oder nicht. Man hat daher keinen Grund, 
die obige Fassuug des Principes der virtuellen Geschwindigkeiten durch 
die speciellere analytische Formulirung desselben zu beschrainken. 

Um sich hiervon genauere Rechenschaft zu geben, betrachte man 
zunichst etwa das Gleichgewicht eines materiellen Punktes unter dem 
Kinflusse beliebiger Kriifte mit den Componenten X, Y, Z, fiir den 
die Bedingung 

Pédx+ Qdy+ Rdz=—0 
bestehen soll. Die letztere aber ist der Ausdruck eines Punktebenen- 
Systems, und das durch sie definirte Gebilde kann in eben demselben 
Sinne als ein geometrisch vollkommen bestimmtes angesehen werden, 
wie etwa eine ideale feste Fliche, auf welcher der Punkt gezwungen 
ist zu bleiben; durch dasselbe wird jedem Punkte eine bestimmte Ebene 
oder vielmehr ein bestimmtes Flichenelement zugeordnet, in welchem 
die Verschiebungen vor sich zu gehen haben.*) Von diesem aus kénnen 


*) Vgl. tiber diese Auffassung meine Arbeit im XXIII Bande dieser Annalen 
S. 46 ff. ‘ 
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also nur, sobald man zuniichst von Reibungswiderstiinden etc. absieht, 
normale Reactionen ausgehen, und man erbiilt daher als Gleichgewichts- 
bedingungen : 


X—AP=0, 
Y— 4@=0, 
Z—-AR=0, 


oder 
Xdx+ Yoy+ Zdz2=0. 
Und von hier aus wird man, etwa in derselben Weise, wie dies von 
Lagrange in der Théorie des fonctions geschehen ist,*) zu dem all- 
gemeinen Falle aufsteigen in welchem fiir die Coordinaten der Punkte 
eines Systems eine gewisse Zahl von Bedingungen der Form: 
(per Oty + Ger Oye + 1x O2,) = O 
=1 
sax1,2...97 
vorgeschrieben ist. Damit ist aber wieder die Zulissigkeit der Be- 
dingung 


>) (Xéx+ Yoy + 262) =0 


als Criterium des Gleichgewichts wenigstens im allgemeinen erwiesen.**) 

Mit dieser Bemerkung ist fiir die statischen Probleme héchstens 
in formaler Beziehung ein ueuer Gesichtspunkt gewonnen. Anders 
aber scheint es in der Dynamik zu stehen. In dieser erweist sich die 
Annahme in den Coordinaten der Systempunkte expliciter Gleichungen 
9; = 0 als eine solche, welche vom wesentlichsten EKinflusse auf die 
ganze weitere Behandlung der dynamischen Untersuchungen wird, Ja, 
es ist geradezu vermége der abgeschlossenen Gestalt, welche die 
analytische Mechanik seit Lagrange gewonnen hat, Gebrauch ge- 
worden, als Differentialgleichungen der Mechanik gewisse in Bezug 
auf die zweiten Differentialquotienten der Variabelen nach der unab- 
hangigen Verinderlichen .¢ auflésbare Systeme simultaner Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zu bezeichnen, wobei zwischen den unab- 
hingigen Variabelen noch eine Anzahl von in diesen expliciten Rela- 
tionen (welche auch ¢ enthalten kénnen) bestehen. 

Ueber die ganz hervorragende Wichtigkeit jenes eben erwaihnten 
Falles kann sich nattrlicherweise keine Frage erheben; doch méchte 
ich im folgenden wenigstens den Versuch machen, darauf hinzuweisen, 
dass auch in der Dynamik kein principieller Grund vorliegt, durch die 
iibliche analytische Fassung jede andere erweiterte Fragestellung als 


*) Lagrange, Théorie des fonctions, Paris 1818, 8. 350 ff. 
**) Vol. tibrigens die Bemerkung in Jacobi’s Vorlesungen iiber Dynawik, 


8. 15. 
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undenkbar auszuschliessen, sondern dass vielmehr auch Bedingungen 
allgemeinerer Art gar wohl einen dynamisch vollkommen vorstellbaren 
Inhalt haben kénnen. 

Schon bei der Formulirung der dynamischen Differentialgleichungen 
im Sinne der gebriiuchlichen Anschauung, an welcher, soweit mir be- 
kannt ist, von allen Autoren festgehalten ist*), kann der Fall ein- 
treten, dass die Relationen dg =O nicht in der Form totaler Varia- 
tionen gegeben sind, obwohl sie freilich auf solche sich zuriickfiihren 
lassen. Ich erdrtere diesen Fall zuniichst etwas niher, von welchem 
aus ein Fortschreiten zu allgemeineren Annahmen ungezwungen mig- 
lich scheint. 


Es seien nimlich r lineare Differentialausdriicke mit » Variabelen 


A ee 
> pda, 
1 
(1) 2) Pda 


>! Pri dx; 
1 
gegeben, in denen die p,; nur die x enthalten mégen. Alsdann wird zu 
fragen sein, wann dieselben ebensoviel totalen Differentialen ‘quivalent 
gesetzt werden kénnen. Dazu ist erforderlich, dass durch Multipli- 
cation mit gewissen Multiplicatoren 2, und Addition totale Differentiale 
aus ihnen herorgehen, d. h. es miissen Gleichungen von der Form 


> Slee 
(2) 4,4, = a> t=—n1,...,% 
1 ' 


bestehen. Wird nun das System der Differentialausdriicke (1) als 
linear unabhdngig vorausgesetzt, so kénnen nicht alle partialen Deter- 








*) Ich erwabne ausser der Darstellung in Lagrange’s analytischer Mechanik 
selbst nur die von Jacobi, a. a. O, S, 52—57, und die in der Abstraction wohl 
am weitesten vorgeschrittene in Kirchhoff’s Mechanik 8S, 21. Die erwihnte 
Annahme ist selbst in denjenigen Fallen festgehalten, wo man die Kritte als 
Functionen der Zeit und der Differentialquotienten nach derselben vorauszusetzen 
sich veranlasst gesehen hat. 

Die Darlegungen des Textes, bei denen auch die Bedingungen von den Ge- 
schwindigkeiten abhiingig werden, diirften, selbst wenn man sich nicht entschliessen 
kinnte, sie als der Mechanik angehérige anzusehen, doch zur Erliuterung der 
analytischen Processe beitragen, welche bei den dynamischen Differentialglei- 
chungen zur Verwendung kommen. Vgl. iibrigens die Anmerkung zur Seite 266. 
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minanten r' Grades aus den correspondirenden ;, verschwinden. 
Man kann daher immer die aus den ersten r Gleichungen 2) etwa 
berechneten Werthe der 4 in die letzten m — r einsetzen, und erhiilt 
so n — r lineare partielle Differentialgleichungen fiir die Function 9. 
Soll nun das System (1) r totalen Differentialen aquivalent sein, so 
muss demnach das System jener partiellen Differentialgleichungen r 
von einander unabhingige particulire Integrale 


Pir Por- ++ Pr 
besitzen. Die Bedingungen hierfiir sind aber nach Jacobi und 
Clebsch bekannt; insbesondere sind sie durch Herrn Frobenius in 
eine zu algebraischen Untersuchungen sehr geeignete Form gebracht 
worden*). In Riicksicht auf den vorliegenden Zweck wihle ich in- 
dessen das folgende Verfahren, jene Bedingungen zu erhalten. **) 
Man bringe die Gleichungen: 











Pus Pi +++ Pir $2 
Pu Dao ++ + Dar i. 
Oe) ; , t=r+1,...m 
Pri Pre .+« Prr a 
Pa Ps. +. Pir oa; | 





durch die immer mdgliche Division mit der nicht verschwindenden 
Determinante 
Pues Pir 
Pat. -. 


| Prii«++ Drr 
auf die Form: 


a9 a) 9 
0m SE a tie 
1 


Alsdann zieht die Existenz von irgend zwei der Gleichungen 


(A)e=9, (An) op =O 
die neve Gleichung 


Nase tea LAS (Am Ai 7 A, Am) @ = () 
*) Frobenius, Ueber das Pfaff'sche Problem. Journal v, Borchardt 
LXXXII, 8, 270 ff. 
**) Vgl. Boole, Treatise on differential equations, supplementary volume 
p. 74 ff. 
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nach sich. Da in derselben weder £2. noch ~ vorkommen, so kann 
t 


m 
dieselbe keine Folge aus den tibrigen Gleichungen sein, d. h. es miissen 
ihre simmtlichen Coefficienten verschwinden. Und die hieraus hervor- 
gehenden Bedingungen sind nothwendig und hinreichend, wenn das 
System der Differentialausdriicke (1) ein vollstdndiges sein soll,*) oder 
wenn die » — r Gleichungen (4,) 9 = 0 r von einander in Bezug auf 
die Variablen x, ... 2, unabhingige Integrale 
Pir Poy +++) Pr 

besitzen sollen. 

Unter der letzteren Voraussetzung aber giebt es dann auch ebenso 
viele Systeme von Multiplicatoren 4,, welche durch 4,;, 4s2, ..-, Asr 
bezeichnet sein mégen,; deren Determinante 


Ast. ++. Me 
3) exci 

Ari . . Ayr 
nicht verschwinden kann. Bezeichnet man niimlich die Functional- 
determinante der pm in Bezug auf die z,...2, durch F, so folgt un- 
mittelbar aus der leicht zu erweisenden Relation 

PA=F 

dass auch A nicht Null sein kann, da nach den iiber die Integrale » 
gemachten Voraussetzungen F’ nicht verschwindet. Sind aber die Be- 
dingungen des vollstindigen Systems nicht erfiillt, so kann es méglich 
sein, dass eine kleinere Anzahl von totalen Differentialen nach dem 


angegebenen Verfahren sich ermitteln lisst, so dass etwa die gegebenen 
Ausdriicke (1) sich ersetzen lassen durch die folgenden: 


dg,, dg,,-.-, aga, 


> Pari,i@2;, ... > Prid x; . 
1 1 


In diesem Falle ist jedoch die Méglichkeit einer weiteren Reduction 
noch nicht vollig ausgeschlossen, sobald es sich um die gleich Null 
gesetzten Ausdriicke (1) handelt. Denn da bei der. vorliegenden Unter- 
suchung in den Integralen 


Pp, = const, mp, = const, ..., ms = const, 


die Coustanten ganz specielle, durch die Anfangspositionen der System- 
*) Vgl. insbesondere den hierfiir von Herrn A, Mayer gelieferten Beweis 
in dessen Abhandlung diese Annalen V, S. 450 ff. Nach der daselbst eingefiihrten 
Bezeichnungsweise bilden die gleich Null gesetzten Ausdriicke 1) ein wnbeschrdnkt 
integrables System, wenn die obigen Integrabilitiitsbedingungen erfiillt sind, 
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punkte etwa bestimmte Werthe haben, kann es geschehen, dass durch 
Elimination von hk Variabeln mit Hilfe jener Gleichungen die iibrigen 
Differentialausdriicke wieder einer weiteren Behandlung zugiinglich 
werden. In jedem Falle aber wird sich nach dem obigen Verfahren 
entscheiden lassen, in welcher Weise das System der Gleichungen 
z= p,idx;=—= 0 durch explicite Gleichungen und andere Differential- 
relationen sich ersetzen liisst. 

Man iibersieht nun leicht, dass, falls tiberhaupt eine Reduction 
in dem einen oder anderen Sinne auf r explicite Gleichungen 

9, = 9, oceg 9, = 90 

méglich ist, an Stelle der Differentialgleichungen 


OP, ° 
mM; ore —=—= X;+ So Bee taol,...,%” 


auch gleich die direct zu bildenden 








atx 
(4) m; ry = m2; = X; + > Us Psi 


angesetzt werden kénnen.*) Diese letztere Form ist die einzig még- 
liche, wenn, wie im folgenden vorausgesetzt werden soll, das System 
der gegebenen Differentialrelationen keiner weiteren Reduction fihig 
ist, oder tiberhaupt von einer weiteren directen Behandlung derselben 
zuniichst ganz abgesehen werden soll, was im Interesse einer sym- 
metrischen Rechnungsweise vortheilhaft erscheinen kann. 

Zur Einfihrung neuer Variablen kann man sich auch hier’ des 
Lagrange-Hamilton’schen Integrals 


[(e+ v+ Sm») dt 


bedienen, falls man unter 7 die lebendige Kraft + >) (mai?) des 


Systemes, unter U und p, aber Symbole versteht, welche durch die 
Gleichungen 

OU = a X; 0%;, 

rt) 


= > pi dm, sal, ...,°7 


definirt sind. Dagegen lisst sich die Umformung der Gleichungen 
nicht mehr auf ein eigentliches Variationsproblem zuriickfiihren, viel- 





*) Der Einfachheit halber werde ich die Variabelen «;, y;, 2; simmtlich 
durch das System «, bezeichnen, in welchem der Index ¢ von 1 bis n geht. 
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mehr bildet die Eigenschaft des Systemes (1), cin vollstiindiges zu sein, 
hierzu die nothwendige und hinreichende Voraussetzung. 
Soll niaimlich die Variation des Integrales 


fat U)at 


unter Voraussetzung der zu (1) gehérigen Bedingungen, welche nun- 
mehr in der Form 


(5) >! Pu ti = 0, s=<1,...,97 
1 


geschrieben werden mdgen, verschwinden, so erhilt man durch 
Bildung von 


of (z+ 0+ >) Sap. xi) at—o 


in bekannter Weise die Gleichung 
Si [ar 4 ar S14, 
o— D>} E — Gt Gay + % -2! dt pa | om 
1 
+ >t DS) a, (sik) ai 3a, 
1 1 


(stk) = — (ski) = : 





in der 
Psi OP sx 
a =O, 
gesetzt worden ist. Damit nun dieselbe, falls weitere Relationen 
zwischen den Variationen 0 nicht vorhanden sind, auf die Gleichungen 
der Mechanik fiihre, miissen, da alsdann auch die A, keiner weiteren 
Beschrinkung unterworfen werden diirfen, die Gleichungen 

n r 
>! (sik) of =>) utpn, 8 =1,...,7, 
1 1 k=1,...,” 


vermége der Relationen (5) bestehen. Dazu ist aber das Verschwinden 
der Covarianten 


> >>. (sik) xf yx 
1 1 


vermoge der Relationen 


> Pi ti =0, > Di yi =0, Ag Peet 
1 1 
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erforderlich. Unter dieser Voraussetzung nun ist das System der Dif- 
ferentialausdriicke (1) ein vollstindiges*), gleichzeitig aber wird 


ar da /ar . 
$a; — he (Gaz) +X — Df pa — 0 
1 
falls 
di, . 
bs = Frais A Ay us" 
1 
gesetzt wird. Dies aber war zu zeigen. 
Die Multiplicatoren mu, in den Gleichungen (4) kann man in der 
gewohnlichen Weise aus den durch Differentiation nach ¢ mittelst (5) 
sich ergebenden Gleichungen 


(6) >> ha Xie Ly +> X; = +> ta (hs) = 0 
1 1 1 


bestimmen, in denen zur Abkiirzung 
(sh) = (hs) = >) 7A Pe 
1 v 


gesetzt ist. Aus den Gleichungen (6) erhalt man die Werthe der u,. 
Denn die Determinante der (hs), als Summe der Quadrate simmtlicher 
partialer Determinanten r'** Grades aus dem System der Coefficienten 
in den Gleichungen (5) kann nur dann verschwinden, wenn jene 
letzteren gegen die Voraussetzung nicht von einander unabhingig 
wiren.**) Demnach werden die gw, Functionen der x und, gerade 
rationale ganze Functionen zweiten Grades der 2’. Hiernach kann 
man dann iiberhaupt von den Relationen (5) ganz absehen, und _allein 
die Differentialgleichungen (4) betrachten, aus denen die r integrabelen 


Gleichungen 
ve: ee 
dt >! Pat om 
1 


und bei geeigueter Constantenbestimmung wieder die (5) selbst folgen. 
Auf Grund dieser Festsetzungen wird es méglich, die simmtlichen 
hdheren Differentialquotienten der z zu bestimmen, sobald nur die 
Anfangspositionen und Geschwindigkeiten (letztere gemiiss den Glei- 
chungen (5)) angenommen sind; d. h. es werden die Lésungen im all- 
gemeinen von der Form 








*) Frobenius a. a, O. 
**) Jacobi, a, a, O., S, 140. 
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(7) a= a, + tai, + oat. 
wobei der Index 0 sich auf den Anfangszustand bezieht. 

Mit der Kigenschaft der u,, gerade Functionen der Geschwindig- 
keitscomponenten zu sein, hangt der folgende Satz zusammen: __ 

Substituirt man in einem bestimmten Momente gleichzeitig bei allen 
Punkten des Systems an Stelle der vorhandenen Geschwindigkeiten die 
entgegengesetzt gleichen, so durchlaufen alle Punkte in umgekehrter Folge 
unter denselben Umstiinden eben diejenigen Bahnen, auf denen sie sich 
bis zu jenem Momente bewegt hatten.*) 

Sind namlich iiberhaupt die Gleichungen 


x. 


ae = 

gegeben, in denen die y; Functionen der x; und gerade Functionen 
der 2 sind, so werden die dritten Differentialquotienten ungerade 
Functionen dieser letzteren, die vierten wieder gerade und so fort in 
derselben Abwechselung. Bei gleichzeitiger Zeicheniinderung aller 
a; werden also die Differentialquotienten gerader Ordnung ungeiindert 
bleiben, die ungerader aber siimmtlich entgegengesetzte Werthe an- 
nehmen. Nimmt man nun an, dass die Bahnen von irgend einem 
Momente mit dem Index 0 ab sich fiir jeden Punkt in der Form (7) 
darstellen lassen, so ergiebt sich fiir negative ¢ offenbar dieselbe Be- 
wegung, als wenn man gleichzeitig allen x; entgegengesetztes Vor- 
zeichen ertheilt hitte, womit der Satz bewiesen ist. 

Im Vorbeigehen sei nur bemerkt, dass die Principe der Bewegung 
des Massenmittelpunktes und der Flichen genau so wie in der gewohn- 
lichen Mechanik gelten, sobald entsprechende Voraussetzungen iiber 
die Coefficienten in den (5) getroffen werden. Von grésserem Interesse 
scheint es, dass der Satz der lebendigen Kraft 


t 
T~ T, =>} [xan 
1 
fo 


bestehen bleibt**), insbesondere also auch das Princip der lebendigen 


*) Vgl. eine Bemerkung von Loschmidt in den Abh. der Wiener Academie 
LXXIill, Bd. I, S. 128, Die eigentlichen Bedingungen fiir die Méglichkeit einer 
solchen Umkehrbarkeit eines Systems sind daselbst indessen nicht ausgesprochen. 

**) Dies gilt auch fiir die aus dem oben behandelten Variationsproblem ent- 
springenden Differentialgleichungen bei beliebiger Art der Relationen (5); allge- 
meiner noch, falls die linken Theile derselben durch irgend welche in den 2, 
homogene Formen ersetzt werden. Auf Grund dieser Eigenschaft kénnte man 
daran denken, iiberhaupt diejenigen Gleichungen zu denen man vermége des 
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Kraft, sobald eine nur von den Coordinaten 2; abhingige Krdifte- 
function U (um beim einfachsten Falle stehen zu bleiben) vorhanden 


Hamilton’schen Principes gelangt, als den obigen in gewissem Sinne gleich- 
berechtigt anzusehen. Aber das Hamilton’sche Princip ist tiberhaupt kein 
* eigentliches Princip der Mechanik, sondern hat — wenigstens zuniichst — fiir 
dieselbe nur den Charakter einer analytischen Regel, welche auch die Differen- 
tialgleichungen der Bewegung liefert. Will man nicht von der Forderung ab- 
weichen, dass die Flaichenelemente an sich nur normale Reactionen ausiiben 
kénnen, so hat man in der That an der obigen Fassung festzuhalten. Dasselbe 
geht iibrigens, wie hier noch angefiihrt sei, auch aus dem Princip des kleinsten 
Zwanges hervor. Nach demselben muss niimlich die Summe 


n 1 + 2 
8} in 7 ss x,] 
1 


ein Maximum-Mifimum sein in Riicksicht auf alle diejenigen Werthe der 2;’, 
welche den Bedingungen > 


n a 
} OPsi a, 4 ” 
F,= dks xia + Dip, 2 =0, s=1,...7 
— 0a, 


geniigen. Aus den Bedingungsgleichungen 


4 ad (s -> 1.) =0 


gehen aber unmittelbar die Gleichungen 





r a 
* vi” = X + D289, Psi 
i 

hervor. In der That besteht der einzige analytische Unterschied zwischen Problemen 
dieser Art und denen der iiblichen Dynamik darin, dass im ersteren Falle die 
Bedingungen nicht von vornherein explicite bekannt sind, dass aber vermége der 
Integration des simultanen Systems zweiter Ordnung dieselben mit bestimmt werden 
und genau dieselbe Rolle hinsichtlich ihrer dynamischen Wirkung spielen, wie in 
den sonst gebrduchlichen Untersuchungen. 

Betrachtet man die Bewegung eines materiellen Punktes, der durch eine 
Differentialrelation beschrinkt ist, so ergiebt die Integration der Bewegungsglei- 
chungen seine Bahn in Gestalt einer mit Flichenelementen bedeckten Curve, eines 
Streifens, wie man sich ausdriicken kann. Construirt man nun eine Oberfliiche 
F'=0, welcher dieser Streifen angehirt, so kann natiirlich dieselbe Bewegung 
auch dadurch hervorgerufen werden, dass zu den Bewegungsgleichungen noch F = 0 
als Bedingung hinzutritt, sobald nur der Anfangszustand ungedndert bleibt. Eine 
tihnliche Ueberlegung aber gilt, soweit ich sehe, auch fiir ein beliebiges Punktsystem, 
so, dass man auch sagen kann: 

Die Bewegungsvorginge, welche durch die erweiterte Form der Bewegungs- 
gleichungen ausgedriickt werden, sind keine anderen, als diejenigen, welche auch 
mittelst der bisher wblichen Ausdrucksweise beschrieben werden kénnen; aber sie 
liefern dieselben in einer principiell einfacheren Darstellung, insofern z. B, an 
Stelle willkiirlicher Flaichen, von denen nur Streifen in Betracht kommen, voll- 
kommen bestimmte Differentialrelationen in die Untersuchung eingefiihrt werden, 
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ist. Damit gelten dann aber auch diejenigen allgemeinen Satze, welche 
unmittelbare Consequenzen dieses letzteren Principes sind (Kigen- 
schaften der Niveauflichen etc...) Zu diesen pflegt man insbesondere 
das Criterium der Stabilitét zu rechnen, nach welchem stabiles Gleich- 


gewicht nur dann vorhanden ist, wenn die Kriftefunction fiir die . 


Gleichgewichtslage des Systemes ein Maximum ist. 

In der Theorie der Maxima und Minima wird freilich der Fall 
nicht behandelt, in dem die Function U der x ein Maximum oder 
Minimum sein soll in Riicksicht auf gegebene Differentialrelationen 
von der Form (5). In der That wiirde auch eine solche Forderung 
im allgemeinen keinen Sinn haben. Aber in Riicksicht auf alle 
Bahnen, welche von einer Gleichgewichtslage aus das System im Kin- 
klange mit jenen Bedingungen einschlagen kann, kann die Function U 
dieser Eigenschaft sehr wohl fahig sein. Denn bezeichnet man den Zu- 
wachs irgend einer Coordinate von dem durch den Index 0, welcher der 
Gleichgewichtslage entsprechen moége,.fixirten Momente an gerechnet, 
durch 


’ # ” 
tm, + > % +: 


so wird der Zuwachs AU von U, unter Voraussetzung der Gleich- 
gewichtsbedingungen 


(z,) + > hy psi, = 9, i= By: 97% 
i/o 

1 
die Form 


n nm 
# 42 pe >! a ere ~ 
AU=-, | a + 3 CX; O2X, cin | + 
1 0 


1 


annehmen. Da aber 


Set BD (Ss) a =0 


ist, so erhilt man 


av-$ | Bh +g. |e >> 


Wofern nun die hier auftretende quadratische Form 


ij aU = = oe 
aoa ES +2) h. me | wi Oe 
1 1 0 


oder 


(8) >» Qik Xi Le 


in Riicksicht auf die Relationen (5) von definit negativem Charakter ist, 
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kann man U die Maximumeigenschaft in Beziehung auf alle moglichen 
von der Gleichgewichtslage ausgehenden Bewegungen des Systems zu- 
schreiben. 

Im Anschluss an eine bekannte Schlussfolgerung der theoretisclen 
Mechanik scheint somit das Paradoxon aufzutreten, dass auch bier 
dieser definite Charakter zur Stabilitiit des Gleichgewichtes nothwendig 
und hinreichend sei. Indessen ist es leicht, sich von der Unrichtig- 
keit dieser Behauptung zu jiberzeugen. Denn eine aufmerksame Be- 
trachtung des Dirichlet’schen Beweises*) auf den sich jene Unter- 
suchung zu stiitzen hat, zeigt, dass derselbe nicht allein jene Maximum- 
eigenschaft voraussetet, sondern ausserdem verlangt, dass unabhingig 
von den bestiindig negativen Werthen des AU fiir die lebendige Kraft 
in der Anfangsposition (als welche hier die Gleichgewichtslage selbst 
der grésseren Uebersichtlichkeit halber gedacht ist) ein Werth fest- 
gesetzt werden kinne, der kleiner als gewisse in jenem Beweise definirte 
Werthe von — QU ist. Dies ist aber in dem vorliegenden Falle 
nicht mdglich, wo AU (bis auf Glieder héherer Ordnung) durch eine 
mit ¢? multiplicirte quadratische Function der Anfangsgeschwindigkeiten 
ausgedriickt ist. 

Eine niaihere Untersuchung zeigt, dass jene quadratische Form (8) 
iiberhaupt mit der Frage der Stabilitit in keinem entscheidenden 
Zusammenhange mehr steht, sobald man die in der Mechanik iiblichen 
Voraussetzungen fallen lisst, (d. h. die Relationen (5) kein vollstiin- 
diges System mehr bilden). Die wahren Bedingungen fiir eine stabile 
Bewegung erhilt man dagegen durch Untersuchung der kleinen 
Schwingungen des Systemes. 

Behufs derselben werde angenommen, dass in jeder Coordinate 
x2 = 2, + § die Zunahmen £ so klein seien, dass die zweiten Potenzen 
derselben gegen die ersten zu vernachlissigen sind und dass auch die 
Geschwindigkeiten &’ von der Ordnung dieser Kleinheit seien. 

Aus den Differentialgleichungen 


ae a 
MI = Ga, +>} Us Psi 
| 


wird nunmehr, wenn « = 2 + &, ws =; + 9, gesetzt wird, 
*) Journal v. Crelle XXXII, S. 85, vgl. auch Schell, Mechanik S. 540. 
Die im Texte entwickelte Betrachtung scheint mir nicht iiberfliissig, weil nament- 
lich in denjenigen Vorstellungen, die durch das Princip der Energie in die 
Fundamentaltheoreme der Mechanik eifigefiihrt sind, lediglich mit dem Begritfe 
des Maximums operirt wird. Vgl. zB. Thomson und Tait, Treatise on natural 
philosophy Vol I, § 292 (1883), Diese Betrachtungsweise ist allerdings véllig aus- 
reichend, weil in der That die Kriiftefunction dann ganz unabhiingig von den 
x’ und der Zeit in die Untersuchung eingeht, 
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as G a), +> (HP +31 (fh, +3 Be wt) 
+ > NePrig 


wihrend aus den Bedingungsgleichungen 


IIe ait  & be +S m; +r m+ >} ta (Sh) = 0, 


in Verbindung mit den Gleichungen des Gleichgewichts folgt, dass 
us” —— hs, 


bis auf Gréssen, welche von der Kleinheit der — sind, zu setzen ist. 
Damit reducirt sich aber das obige System auf das folgende, in 
welchem die £ wieder Gréssen von derselben Ordnung der Kleinheit 
sind, wie vorhin, 


m; & 5" =>} ix Ee +>! Cee, tarl,....8 
1 1 
eu OP,; 
a. = {35:8 5a, +> hs 0a, } 


gesetzt wird, welches nun in Verbindung mit den Gleichungen 


Step. —0, saal,...,f 
1 


aufzulésen sein wird. Zur Darstellung der § durch particulire Integrale 
von der Form 


falls 


Bi = ety; 
ist die Determinantengleichung » — r‘e* Grades aufzulésen: 
yy — mo, A? “12 “" “in Py ++ Pri 
Gs Gyp—m, A? . . Hon Pris - - Bee 
Any One «+ Onn— mM, A? Pin -- Pra == (), 
Pi Pr2 ve Pin 0 .. 0 
Pri Pr2 .. Pra So: os @ 








Diese Gleichung hat, wenn die quadratische Form (8) definit negativ 
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ist, Wurzeln, von denen vermége einer bekannten von Cauchy her- 
riihrenden Ueberlegung nur behauptet werden kann, dass sie im reellen 
Theile negativ sind. Im vorliegenden Falle der Existenz stabiler 
Schwingungen ist aber zu verlangen, dass alle Wurzeln iiberhaupt 
reell und negativ seien.*) Ist diese Bedingung erfiillt, so erhailt man 
in bekannter Weise fiir die € und & Ausdriicke, welche fortwaihrend 
beliebig klein bleiben und gleichzeitig mit der der Betrachtung zu 
Grande liegenden Anniherung den Byregengnstand des Systemes 
vorstellen. 

Es sind nun, wie man weiss, simmtliche Wurzeln der obigen 
Gleichung reell, wenn die Determinante der «;, eine symmetrische ist. 
Dies findet zuniichst nur statt, wenn die simmtlichen (sik) verschwin- 
dev. Es lisst sich aber auch dann diese symmetrische Anoxdnung 
in der obigen Gleichung herstellen, wenn die Differentialrelationen (5) 
zu einem volistindigen System gehéren. Denn alsdann kann man in 
Riicksicht auf die unter 3) bemerkte Eigenschaft der Determinante A 
die w,° in der Gestalt 


r 


0 


bs = A Man 


1 


voraussetzen, wo die 4), die der Gleichgewichtslage entsprechenden 
Werthe der Multiplicatoren des vollstindigen Systemes sind. Nun 


ist aber: 
: eg, ’ og 
> Ans Pri = Ga.’ >} ans Pak = Fa,’ 


1 1 
also auch 


Shoo (4 SEo (eee), Bw (2), 
+2 (Gem), 


und durch diese Relationen lisst sich, wie man leicht sieht, bewirken, 
dass die obige Determinante zu einer symmetrischen umgewandelt wird; 
man hat nur die letzten x Reihen des horizontalen und verticalen 
Randes mit geeigneten Factoren multiplicirt zu den a, hinzugefiigt 


oder 





*) Vgl. auch Thomson und Tait a. a, O. § 344, § 385. 
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sich vorzustellen. Alsdann sind aber alle Wurzeln sicher reell und 
die vollstindigen Criterien der Stabilitiit lassen sich also auch hier 
ohne weitergehende Untersuchungen algebraisch aus den p,;, und deren 
Differentialquotienten ermitteln.*) 

Das Princip des Jacobi’ schen Multiplicators, angewandt auf die 
Differentialgleichungen (4), (5), erfordert, dass sich fiir die partielle 
Differentialgleichung 


—— +32}: i. nae —0 


ein (particuliires) Integral angeben lasse. Fiir die in derselben auf- 
tretenden Differentialquotienten der gw, erhailt man durch die von 
Jacobi gelehrte partielle Differentiation der (6) die + Gleichungen: 


(9) > (sh) ; a: 7 +2 —_ + >* (ski) a = 0 
1 


gem l,...7f. 


Bezeichnet man zur Abkiirzung nun 
> bias OU,P,; 
m; « ox; 
durch H;, so folgt zur Bestimmung dieser Grosse die Gleichung 


dp,. * 
lat)... Gr) 2 Tt 4 SY (ki) ay 


(10) . eee ° —_ 0. 
dp 
(rl)... (rr) 2 tn, +> (rki) ay 


[Pri wes Pri — Hym; 








Werden die Determinante der (rs) durch A, ihre Unterdetermi- 
nanten durch A,, bezeichnet, so erhilt man aus (10) 


d - 
AH, +3} a4 att + + (hki) ay} Ze Ae, 0, 


*) Fiir diesen letzteren Fall enthilt die obige Darstellung eine formell 
erweiterte Darlegang der Theorie der kleinen Schwingungen, welche seit Lagrange 
immer nur unter Voraussetzung expliciter unabhiingiger Coordinaten behandelt 
zu sein scheint, 
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also wenn man nach ¢ summirt und den Werth in die Multiplicator- 
gleichung eintriigt 


Lig M (hs STN aie 
4 aigm -> iia (hs) + 2} D}. (hi) ng Bis! 

oder 

digM _ dd 
(11) Os Fe gy hm 
indem man die vierfache Summe rechts durch A bezeichnet. Hieraus 
ergiebt sich nur dann das Jacobi’sche Resultat M = A*), wenn die 
Form A identisch oder vermége der Gleichungen (5) verschwindet, 


d. h. wenn entweder alle (hki) Null sind, oder wenn es r Gréssen 
h, giebt, welche die m Gleichungen 


> > (hki) =. a= >} hsPors 


ban 1, 





befriedigen. Multiplicirt man dieselben mit den Ausdriicken 
: k 
und summirt nach k, so entsteht 


1 1 


Die rechte Seite aber wird, wenn man 7 mit & und dann h mit s 
vertauscht 








Fy Ben dss — Bes Aya) SRE (jk); 


somit entsteht, wenn man beiderseits den Factor A entfernt, vermége 
einer bekannten Determinantenformel 


n r 
1 > > PrePsi , «7, 
h; = rT i,k k,j,8 Ga” (jtk) Ata,jss 
1 1 


wo nun A,,,;, eine zweite Unterdeterminante von A bedeutet. Man 
hat damit die Bedingungen fiir die Existenz dieses Jacobi’schen 
Multiplicators in expliciter Form, falls man den gefundenen Werth 
von h, in die obigen n Bedingungen eintrigt. 


*) Jacobi a. a. O. 8. 182—141. 
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Ich untersuche jetzt die Form des Multiplicators unter der Voraus- 
setzung, dass die Relationen (5) tiberhaupt ein vollstiindiges System 
bilden. Da die Determinante A nicht verschwindet, so kann man 


auch setzen 
r 


, &® 
(12) Psi = Aas 





wo nunmehr die Aj, die Coefficienten der zur Substitution 4,, reci- 
proken Substitution bedeuten, deren Determinante A’ = i ist. 
Ferner wird 


Pi? i ae rhe 09; 1 : J , , . 
(a SP PP Shite SE Sa watt 
) 1 

so dass, wenn man mit A’ die Determinante der 


09, 29; 1 
>: 0a; tn ~ at [hj] — [94] 


1 





bezeichnet, A = A’A”? sein wird, Fiihrt man nun die Ausdriicke 
(12) in die Form A (11) ein, so ergiebt sich 


a—3 > (hki) xy Bas djs ba tS}. 


Aus (12) findet man ferner 
ny SY (Aha OM My gx): 
wae) - (fe Ja, "ta, ba 
dq; 
also, da nach (12) und (5) die —* simmtlich Null sind 


n r 3 dil 
>! (hkt) x = — Y¢ oe ra . 
1 1 


Darnach wird 


. j . : Dis diy, 09, Ov; 
Am — DS) DSbosw | Nye at da; Ou, {[” 
ial 


oder, wenn man s mit h vertauscht und nach i summirt 


~ ua 
na = 4 Sow faa 251. 


1 





Diesen letzteren Ausdruck kann man aber leicht so umformen, 
dass die Formel fiir M (11) integrabel wird. Denn aus der Gleichung 





fc 


om tt 
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A=A‘N” 
folgt durch totale Differentiation nach ¢ 








aa’ = Kak .% ce: , 
if + ae AS oat 


+> hs, tine (tj) ue. 


Beachtet man, dass in dieser seine der erste Theil rechts 
dem ersten Theile links fiir sich gleich sein muss, da die Differentiation 
sich beidemale gar nicht auf die Substitutionscoefficienten erstreckt, 
so hat man 








a2 ae Shanes An (eg) eet at Mn) 
1 
oder 
dN A 
hae 
also 
dilogM _ dlogd d log A 
_—. dt at’ 
mithin 
A 
M -7= AA 


als Multiplicator, welcher freilich die Kenntniss der Determinante A 
voraussetzt, die im Allgemeinen ohne Integration des vollstindigen 
Systems nicht zu ermitteln sein wird. 

Die Form derselben giebt aber zu einer weiteren Bemerkung Ver- 
anlassung, welche, wie ich glaube, bei Untersuchungen tiber Multi- 
plicatoren transformirter Systeme von Differentialgleichungen von 
Nutzen sein kann. 

Das System der Differentialgleichungen 


Px; : O9s ° 
(13) me = Xi + +": 5a, ? tool, ...% 
1 
mit den Bedingungen 
Pi =, °° Pr = Cry 


in denen die ¢ auch willkiirliche Constanten sein mégen, hat namlich 
den aus der Multiplicatorgleichung 


SILER 
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folgenden Jaco bi’schen Multiplicator N = A’, falls die Gréssen v, und 


& oy 
deren Differentialquotienten durch die Gleichungen 7, 
werden. Fiihrt man nun an Stelle der Relationen dg,—=0 vermiége 
der Gleichungen (12) das fiquivalente System (5) ein, so erhalt die 
transformirte Multiplicatorgleichung 


‘dlog M’ usa 
(14) "6 +S - —eeret on 0 


unter der Voraussetzung, dass die partiellen Differentialquotienten der 


= 0 bestimmt 








; ’ @ 
#, aus den transformirten Relationen anes =0, oder 


(15) > a -332 sO + Sm t0h 


n x, 
+ Pa 0, 
1 t 





bestimmt werden, die Form 





dlogM _ ddA d ~ 1 
ae 2A ’ 


also wird 
‘<=; oak = N. 


Der Multiplicator bleibt mithin, wie zu erwarten war, ungedndert. 
Anders aber ist es, wenn in den Gleichungen (15) der zweite Term 
links, welcher vermége der Gleichungen dg, = 0 verschwindet, fort- 
gelassen wird; man erhalt dann die Gleichungen (9) und aus diesen, 
wie gezeigt, den neuen Multiplicator M= AA. Dies auf den ersten 
Anblick paradox erscheinende Resultat erklirt sich daraus, dass die 


& 
Differentialgleichungen (13) nebst den Bedingungen — = 0 mit den 


4) nebst den Bedingungen aa ¢ Psi %; =O eben nicht durch blosse 
1 


Transformation identisch werden, obwohl sie denselben vdllig aqui- 
valent sind. 

In der That ergiebt sich aus der allgemeinen J acobi’schen 
Theorie des Multiplicators ebenfalls — und diese Erkenntniss nebst 
der hierauf beziiglichen im Folgenden gegebenen Untersuchung ver- 
danke ich einer giitigen Mittheilung des Herrn A. Mayer — dass 
beide Formeln genau zu demselben Multiplicatorwerthe fiir die vermége 
der Bedingungsgleichungen reducirten und dann nothwendigerweise mit 
einander identischen Systeme (13) und (4) fiihren. 








a ot. to a el 


~ 


F cg 


™m 


a mila om ih. 















/ 
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Dazu benutze man den bekannten Jacobi’schen Satz: 
Sind von den » Differentialgleichungen : 








d dx, 
(A) i — X, oer X;, A 
k Integrale 
(B) Py = Oy > Pom 


bekannt, so dass, indem man 2, ---, % aus (B) berechnet und die 
Substitution ihrer Werthe durch Einschliessung in Klammern [] an- 
zeigt, mittelst dieser Integrale das System zuriickgefiihrt wird auf 
n — k Differentialgleichungen 








ax dz, 
(C) aE = [Xi4i], 1°, ee ee [X,], 


so liefert jeder Multiplicator M des Systemes (A) den Maultiplicator 


*- [yee] 
D> +5 ... Gar 
—~— Om Ox, 
des Systemes (C), und dieser Satz gilt unveriindert auch dann, wenn 
man den willkirlichen Constanten c bestimmte constante Werthe, z. B. 
siimmtlich den Werth Null beilegt, wenn man also nur diejenigen 
Lésungen des gegebenen Systemes (A) betrachtet, welche den parti- 
culiren Integralen 
9, =9,--5 =O 
geniigen. 
Nun besitzen die Jacobi’schen Differentialgleichungen (13) oder 


" 09, ; 
{Xi +>'» | t=1,--+-,m, 
1 


in denen die v, als Functionen der x und x durch diejenigen Glei- 
chungen definirt sind, welche durch die Substitutionen (16) aus den 
y Gleichungen 


dx; , ax; 
(16) 7a 7 oe 





1 
dt m; 








, @ yp, 
(16") —n- = 9, s=1,--- 7 
hervorgehen, die 2r Integrale 


dy dg 
qe; Btn 








Setzt man die ¢ und y hier gleich Null, so folgt aus dem an- 
gefiihrten Satze: 

Ist. M ein Multiplicator des Systemes (16), und hat man dann aus 
den r Gleichungen 


9,=0.--- gr = 0 
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etwa x, ... 2, als Functionen von 2,4, ... 2, bestimmt und so das 
System (16) reducirt auf n —r Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung zwischen ¢, %4:,.--, 22, 80 witd nach Substitution der er- 
haltenen Werthe von 2, ... 2; 











’ M 
(7) var. ( oa. 09, y 
+%3m, da, 


ein Multiplicator dieses reducirten Systemes. 
Wahlt man andererseits willkiirlich r? Functionen 44, von 2,...2 
deren Determinante A’ nicht verschwindet, und setzt 


r ie - 
(18) >! hin i = >! mit, h=1,--%7, 
i 1 


so kann man die Differentialgleichungen 


da; “ , dz; 1 c 
(19) Ts Sek [xt Dovel 
: 1 


bilden, in denen die w, sich aus den r Gleichungen bestimmen, die 
durch die ‘Substitutionen (19) aus den Gleichungen 


m) 





(19) S$, D> (muti) =0, h=1,--47 
1 


entspringen, und diese Gleichungen (19), die an sich nicht identisch 
sind mit den (16), besitzen die r Integrale 


(20) n= > dank a? a = Ch. 


Bezeichnet man die Substitution der Werthe von 2,...2z, aus 
diesen Integralen durch [ ], so lisst sich das System (19) zuriickfiihren 
auf die 2n — r Differentialgleichungen 


dz 2, : 
=(m'], ++) SP = [er], 


d oat 


, 


(21) 


dz dx 


i 
’ 1 
a= a a {x. +2 tater t=r+l1,---,m 


Ist daher M ein Multiplicator des Systems ib! so ist wieder 








vl M 
¥, ow 6%, {= k = a, | 
| + 9a," Oa, af te 


ein Multiplicator des reducirten Systemes (21). Dies gilt auch noch 
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wenn man von vornherein alle ¢ in (20) gleich Null nimmt; dann 


dg 
aber folgt aus den particuliren Integralsn y, — 0 wiederum a 0 


und das reducirte System (21) erhilt also selbst wieder die r Integrale 
(22) Pi = Ve 
so dass weiter folgt: 

Ist M ein Multiplicator von (19), und hat man dann die r Glei- 
chungen 9, = 0... 9, = 0 etwa nach a,...2, aufgelést und damit 
unter diesen Bedingungen das System (19), oder was nunmehr auf 
dasselbe fithren muss, das : System (16) ate Tat auf n —r Differen- 


tialgleichungen zweiter Ordnung zwischen ¢, #41... %,, 80 wird durch 
Substitution der Auflésungen 2, . . . «, 
(23) 





“(See zy 


ein Multiplicator dieses reducirten Systemes. 
Nach der Substitution der aus (22) folgenden Werthe von 2,...2, 
liefern ferner die Formeln (17) und (23) jeden beliebigen Multiplicator 
eines und desselben Systemes von Differentialgleichungen, sobald man 
fiir M und M passende Multiplicatoren der Systeme (16) und (19) setzt, 
Bei gegebenem M muss es also nothwendig ein M geben, fiir welches 


[M’] = [20’] 
[M] = [A 1] 
wird, und diese Identitiét wird nicht aufgehoben, wenn man darin 


riickwirts jedes y, = g, setzt. Also folgt endlich: 


Jedem Multiplicator M des Jacobi’ schen Systemes (16) gehért 
ein durch die Formel 


oder 


M 

oe 
bestimmter Multiplicator des dquivalenten Systemes (19) zu und wmge- 
kehrt; welcher Satz fiir den Fall M = A’ = AA? mit dem oben 

erhaltenen Resultate iibereinkommt. — 
Ich mache noch auf einen Fall aufmerksam, in dem der Multi- 
plicator unmittelbar angegeben werden kann. Die Gleichungen (9) 

kann man auch in der Gestalt 


. py Oe ; 7 OPr; OPre : 
> (sh) Oa, +2)>' (Se v a, ae) a =0 
1 1 1 


schreiben. Der Multiplicator kann daher jederzeit gleich Eins genom- 
men werden, sobald fiir alle Werthe der Indices 
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OPri OPar 
va, + ox, —° 
: an Op, : a > 
ist. Dann ist — O und tar =; d. h. die p,; miissen lineare 


Functionen der x sein. Man erhilt 


Pri =->! (Arik Xx) + Dai ’ 
1 


wobei die Constanten a die Bedingungen ajji + dari = 0 befriedigen 


miissen, und die Gleichungen >’ Pai % =O -lauten in diesem Falle 


> nik (Xe Xi — Xj Xx) +>! Danity = 0; 
1 1 
bei der einfachsten Annahme von 3 Variabeln hat man 
(4, +b, 2, — bs %_) 2,’ + (a, + 0,0, —b, #y)X9' + (a3 +5, 2, — b, %,) %; =O 
d. h. die Bewegung im linearen Complexe.*) 

Bei dem immerhin abstracteren Charakter, welchen dynamische 
Probleme annehmen, falls man sich entschliesst, die bisher iiblichen 
Annahmen tiber die Natur der Bedingungen eines unfreien Systems in 
dem im vorigen besprochenen Sinne zu erweitern,**) kann es sich 
hier nicht darum handeln, eine gréssere Zahl von Beispielen solcher 
Bewegungen ausfiihrlicher zu erértern. Im folgenden werde ich daher 
zunichst nur von der Bewegung eines materiellen Punktes in einem 
P-E-System 

p, dz, + p,dx, + p,da, = 0 
handeln, welcher Fall mit den typischen Beispielen der theoretischen 
Mechanik die grésste Uebereinstimmung zeigt. 

Sind zunichst keine fusseren Krifte vorhanden, so haben die 
Gleichungen der Bewegung eines Punktes, der mit beliebiger Anfangs- 
geschwindigkeit c in dem System sich bewegt, die Form 


xj" = Ap;, 
die Bahn wird dann mit der constanten Geschwindigkeit c beschrieben, 
und die Normale des P-E-Systems liegt stets in der Krii ngsebene 





derselben; diese Curven geben zugleich die Gestalt eines im System ge- 
spannten im Gleichgewicht befindlichen vollkommen biegsamen unaus- 
dehnbaren Fadens an, sind aber nicht mehr geoditische Curven im 
System, was damit zusammenhingt, dass jene Lage natiirlich nicht 





*) Vgl. diese Annalen XXIII, S. 52. 
**) Vgl. das in der Anmerkung 8. 267 gesagte. 
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mehr durch die wirkliche Spannung des Fadens so wie bei einer Ober- 
fliche erzielt werden kann. 


Fiir den Kriimmungshalbmesser @ derselben erhilt man den Werth 
e 
AV? + pa? + ps 





Q = 
oder wenn 
ee 
(p,?+-p.?+ p;?)4 = — 2 ta Lit = P 
gesetzt wird, 


o= 


OVpP+ pet pe 
P 


Bei der Bewegung im linearen Complex ist der Nenner P gleich Null, 
in der That werden dann ja auch die Strahlen des Complexes selbst 
beschrieben werden miissen; im allgemeinen wird aber die Bahncurve 
eine Inflexion erhalten, wenn die Richtung der Geschwindigkeit mit 
einer der Haupttangenten des Systems zusammenfiallt fiir welche P 
verschwindet.*) Ferner erhailt man aus der Gleichung 


, 


2, eK 
a, ” a A2 Py 

“"r d 
ay Pr 


dt 


(in den Determinanten sind nur die ersten Verticalreihen angedeutet) 
fiir den Torsionsradius der Curve den Ausdruck 


, 


Xi 
1 


Pp 
c?(p,* -++ De® + ps") 


apy 
dt 
Der hier auftretende Factor bestimmt gleich Null gesetzt die Richtungen 
der Kriimmungslinien des P-E-Systems**) und damit diejenigen Rich- 
tungen mit denen die Geschwindigkeit zusammenfallen muss, damit 
die Bahn eine Wendungsebene erhiilt. 

Unterliegt der Punkt der Wirkung beliebiger Krifte mit den 
Componenten X, und bezeichnet man die Incremente seiner Coordi- 
naten durch &;, so findet man durch eine einfache Rechnung: 


3 3 3 
Dd bot Tbe + Es eee 
1 1 1 





OX, OX, 


i 


3 
, ” 7 ; Op 
=e ik (Xj Ly — af ai") ( Pi :). 
1 


0a, 08, 


*) a. a. O. S. 49. 
**) Ebenda §, 71. 
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Bezeichnet man nun die linke Seite durch F, so muss jede Curve 
welche tiberhaupt beschrieben werden kann, mit der Fliche F = 0 
eine Osculation eingehen, welche zur Beriihrung dritten Grades wird, 
sobald die Schmiegungsebene der Bahn die Richtung in sich enthiilt, 
deren Cosinus den 3 Differenzen 


= 2 2. 2, BW 
Ox; Ox,’ Oa, 0%," Oat On, 
oder 
Gi, Gy, Gs 
proportional sind. Die Normalkriimmungen und das Kriimmungsmass 
jener Fliche geben gerade diejenigen Ausdriicke, welche ich in meiner 
friiheren Betrachtung als Kriimmungen des P-E-Systems bezeichnet*) 
und liefern fiir diese Gréssen eine weitere auschauliche Bedeutung. 
Die Gleichungen der geodiitischen Linien ergeben sich dagegen 
8 8 5 Ses 
durch ein eigentliches Variationsproblem in der Form: 


“," = — p,d’ + Ala,x, — a,2,'}, di 
(12) Ly” = — p,d' + Ala,z, —a,2,], v= rT! 
Ly = — pd + Ala,a,’ — a, 2,)], 


auch sie werden mit constanter Geschwindigkeit beschrieben.**) 
Handelt es sich darum, die Bewegung im linearen Complex zu 

untersuchen, so kann man die Gleichung desselben gleich in der ver- 

einfachten Form 

(13) (2,2, — %,2%_) + ax, —0 

voraussetzen. Die Bewegung eines schweren materiellen Punktes, bei 

welchem die Richtung der Beschleunigung der Schwere mit der Axe 

des Complexes parallel ist, erfolgt nach den Gleichungen 


a," =-+ Ady, 


2 
| 
| 
~» 
3 


Dabei wird 
8 dp oe ee 
2° + x? + a 
Bezeichnet man z,? + x,’ durch r?, so findet man vermége des Prin- 
cipes der lebendigen Kraft 
3 “” 

29x, + const. = a +r2+rr” 
wihrend z, und x, den beiden Differentialgleichungen 

” ag x ” ag x 

— e— ate? t =+ 4a? 

zu entnehmen sind. 





*) a. a. O. S. 70. 
**) Vgl. S. 266, Anmerkung, 
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Die Bewegung im linearen Complex unter dem Kinflusse einer 
Kraft R, deren Richtungslinie auf der Axe senkrecht steht und die- 
selbe schneidet, bestimmt sich durch die Gleichungen 


2,°=R AL +Az,, 


&, = R “An, 
2," = da. 
Dabei wird 4 = 0; es entstehen also hier Schraubenlinien im linearen 
Complexe, insbesondere auch eigentliche Complexschraubenlinien, sobald 
R dem Radiusvector proportional ist. 
Die geoditischen Linien des linearen Complexes sind gegeben durch 


x," = —Nax, — 2dz,, 
Ly = + 1a, + 2d, 
“f° = — Na. 


Bezeichnet man mit ¢,, ¢,, ¢, willkiirliche Constanten, so ergiebt sich 
@y = Cy _- da, 
" , 1 i 
v,'? + 2? -+ 2? = ¢,?, 


A= 


2 + a? 
oder bei Einfiihrung von Polarcoordinaten 7, m an Stelle von 2, und 2, 





’ , Csa 
ro =—axr,—a (c, — ait): 
Hieraus erhilt man fiir r? + a? = @ 


1 7 _de — 
—— — > 


* Yore—cre—(4— 4 Fe 
dp — Sa (a—a GZ) at, 
dz,= dt (cg —C, “). 


In dem speciellen Falle, 4 = c,, 4’ =O erhilt man die Gleichungen 
der Complexschraubenlinien; fiir 4 — 0 ergeben sich, wie es sein muss, 
die Geraden des Complexes selbst. Im allgemeinen wird ¢ ein elliptisches 
Integral zweiter Gattung, wahrend 


i —- fan — 4S Bn enoeememmaiametieaieions 
, , 2) Ver(ci* — c*) + 0? (2ceega — oa") — c,ta®e 
ein elliptisches Integral erster Gattung wird. Auf eine nihere Unter- 


suchung dieser transcendenten Curven soll hier nicht eingegangen 
werden; hervorzuheben wiire etwa der Fall c, = ¢,@, in weichem 
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doy = ac o 
str ‘2 ? 
e 


also 
t,=—¢,t—ap+ec, 
wird. Ist endlich noch ausserdem c,? = ¢,*, so wird 


1 " dee ® x de 
t— - = d = -— 
saa J Vele—a*)’ ’ =f Ve(e —at)’ 


und setzt man wieder 9 = r? a®, so hat man 
, 


2r 


= eptre -—— e-?-¢ 
a ’ 


tig lV +a + a'g| +e,, 
womit die Gleichungen dieser Bahnecurven vollig bestimmt sind. 

Ich erwihne endlich noch ein anderes Beispiel. Fiir die Be- 
wegung zweier materieller Punkte, deren Massen — was iibrigens 
gleichgiltig ist — beide der Einheit gleich sind, mit den Coordinaten 
Ly, Yi, %, und x, y,, 2, sei die Gleichung 

(a, — %_)a, + (Yy — Y2)—i + (4, — #)2/ = 0 
vorgeschrieben. Dann ist 
%=at, y,=—bt, 2,—ct 
zu setzen, und fiir 
Eaz,—at, gy=y,— bt, S=—4, —ct 
hat man als Gleichungen, von denen die Bewegung des ersten Punktes 
abhiingt 
= AE, 

(24) yn” = An, 

. . {’ = at, 
mit der Bedingung 
(25) EE + yn +66 + 46+ bn + cf =. 
Aus (24) folgt 
nf — by = «,, 
te — tt =a, 
by — yi —¢;, 
Eten +oqt—0. 
Ferner ist nach dem Princip der lebendigen Kraft 
(27) F? + of? + £2? + 2(a&+by+cf) + e+ 0? + ce = const.—h?. 
Setzt man zur Abkiirzung 


(26) 


P+ + 0 =’, e? + ¢,? + ¢,? = B, 
a&+ by + cl—p, ac, + be, + cc, =—C, 
a+ U4 ct = A’, 
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|a be 
q=|% ¢ |, P=r(AaB — C)—p' B 
Ey & 


so wird aus (25) und (26) 


re = — Ep + €,§ — 3%, 

(28) ry = — np + ¢,§ — o€, 
reg = — fp +eyn—cé 
und aus (24), (25) 

AP + Fe? 4+y2?+ F2?+ ab + by +c =0. 
Aus (27), (28) findet man 
Pat + by + cl)—q—p’, 

Be 4 24+ e? = — At 2p, 


also 


(29) Ar? +h? — A? — 2p — PTL 


a 
wiihrend aus (26) durch Quadriren und Addiren entsteht 
(30) r*(h? — A? — 2p] = B?+ p’. 
Somit ist p und also auch q und A eine bekannte Function von r. 
Die Integration der Gleichungen (24) ist damit auf die Ermittelung 
einer Centralbewegung zuriickgefiihrt; die Bewegung selbst ist die 
eines Punktes x, y, ¢,, der von einem beweglichen Centrum 2, y, 2, 
nach einem gewissen Gesetze angezogen wird, Zur Bestimmung der 


£, 7, §€ bedient man sich indessen bequemer der folgenden Formeln. 
Aus der Gleichung 


pO mE tn +e = 
und der aus (30) folgenden 


or dr 


~ 


B+ c 
. ii a At — 5) 
findet man ohne weiteres ¢ als Function von p, also damit auch r? 
aus (30), und endlich q aus der Gleichung 


o d 
<P +P Gi 
d. h, man kann €, 9, € aus der letzten Gleichung (26) und den 


Werthen von p, q linear berechnen, wobei die 5 Constanten ¢,, ¢,, 


c,,h, und die letzte Integrationsconstante aus den Anfangsbedingungen 
zu entnehmen sind. 


Ich schliesse mit der folgenden Bemerkung. Bisher wurde voraus- 
gesetzt, dass die p;, in den gegebenen Differentialrelationen die Zeit 
Mathematische Annalen, XXY. 19 
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explicite nicht enthalten. Es werden aber die Gleichungen der Be- 
wegung dieselbe Form beibehalten, wenn diese Beschrinkung fallen 
gelassen wird. Im einfachsten Falle hat man ein mit der Zeit ver- 
iinderliches P-E-System, und bei der Anwendung des Principes der 
virtuellen Geschwindigkeiten hat man dasselbe in bekannter Weise als 
ruhend zu betrachten. Und von hier aus kann man zu dem allge- 
meineren Falle iibergehen, wo Gleichungen von der Form 


> prida, + T,dt = 0 
1 


gegeben sind, in denen die p,; und 7, Functionen der x und der Zeit 
¢ sind. Die Bewegungsgleichungen erfahren auch hier keine Aenderung. 
In dieser Allgemeinheit hat man dann tiberhaupt den Fall, dass fiir das 
hetreffende Problem eine gewisse Anzahl] von ersten in den Differen- 
tialquotienten 2,’ linearen Integralen vorgeschrieben ist. Andererseits 
aber ist dieser lineare Charakter nothwendig, wenn iiberhaupt eine 
Analogie mit den Gleichungen der Mechanik bestehen bleiben soll. 


Dresden, Anfang September 1884. 








Von 


I. 


so stellt die Determinante 
| % Yo % 
yy 
| Ly Yo % 


| 
| % Y3 & 


und zwar (bei bestimmter Orientirung 


Determinante gleich 


| ty Yo % 
| MW 4 
|a2y 8 
| dx dy dz 


Hiernach stellt das Integral 


1 ay 
a sy 








Kinige allgemeine Satze titber Raumcurven. 


| XH Yo % 


2 
dx dy dz 





Avotr Hurwrirz in Kénigsberg i. Pr. 


Werden die rechtwinkligen Coordinaten von vier Punkten P,, P,, 
P,, Ps; durch die entsprechenden Indices von einander unterschieden, 


1 
1 
1 


1 


bekanntlich das sechsfache Volumen des Tetraeders P,P, P,P, vor 


der Coordinatenaxen) positiv 


oder negativ genommen, je nachdem ein Beobachter, dessen Fiisse 
sich bei P, befinden und welcher gegen P,P, gelehnt nach P, hin- 
sieht, den Punkt P, zur Linken oder zur Rechten hat. 

Es mégen uun P, und P, als zwei unendlich nahe Punkte einer 
Curve angenommen und dementsprechend ihre Coordinaten mit 2, y, 2 
resp. x + dx, y+ dy, «+ dz bezeichnet werden, so ist die obige 


1 
1 
1 
0 
1 
a, 1 
i| 
0 
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erstreckt iiber einen Curvenbogen, das positiv oder negativ genommene 
Volumen des Kérpers dar, welcher begrenzt wird durch die den Curven- 
bogen aus P, und P, projicirenden Kegelstiicke und durch die beiden 
Ebenen, welche die Endpunkte des Bogens mit der Geraden P, P, 
verbinden. 

Hierbei ist jedoch zuniichst vorausgesetzt, dass diese Begrenzungs- 
theile nur ein einziges Stiick des Raumes einschliessen. ‘Trifft diese 
Voraussetzung nicht zu, so dass also die genannten Kegelstiicke und 
Kbenen mehrere Stiicke des Raumes vom Volumen S,,S,,... resp. 
vollstiindig begrenzen, so ist das obige Integral gleich einer linearen 
Combination aus S,, S,, ..., wobei die Coefficienten ganze Zahlen 
sind. Diese Zahlen sind in jedem Falle leicht. durch Zerlegung des 
Bogens und entsprechende Zerlegung des Integrals in einzelne Theile 
zu ermitteln *). 

Beschreibt der Punkt (2, y, 2) eine geschlossene Curve im Raume, 
‘so giebt das durch die ganze Curve erstreckte Integral 


Se GY & 1 | , 
ee se : 1 | >| XH — 2%, Yo NM» % — % 
1 | & é 
- | 1 . “9 ;' | = 6 x ; y 9 2 . 
a“ 2 
y e | de, dy , de | 
. dz dy dz 0 


das Volumen, welches von den beiden die Curve von 2, und P, aus 
projicirenden Kegeln eingeschlossen wird. 

Wird der Punkt P, festgehalten, so hat dieses Volumen den con- 
stanten Werth x fiir alle Punkte P,, welche in der Ebene 


= (X — z,) af yd — edy) + (¥ —y,) gf (ede — xdz) 


+ (27 de 2,) gf (ay — ydz) 


liegen, wenn X, Y, Z die laufenden Coordinaten bezeichnen. Die 
Stellung dieser Ebene ist aber unabbiingig von * wie auch von 
> Wy» %, Sie ist also durch die geschlossene Curve vollstiindig be- 
stimmt. Hieraus folgert man den 

Satz 1. ,,Zu jeder geschlossenen Curve im Raume gehirt eine be- 
stimmtle Schaar paralleler Ebenen von folgender Eigenschaft. Nimmt 
man in irgend zwei Ebenen X, und &, dieser Schaar je einen Punkt 
P, resp. P, an, so begrenzen die Kegel, welche die geschlossene Curve 
von BP, und P, aus projiciren, ein Raumstiick, welches dasselbe Volumen 
hat, wo auch immer der Punkt P, in der Ebene &, und der Punkt P, 
in der Ebene X, angenommen werden mag.“ 


*) Aehnliches ist im Folgenden mehrfach zu bemerken. 














b 
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Wiihlt man die Gerade P, P, zur z-Axe, so ergiebt sich fir das 
betrachtete Volumen der Ausdruck 


My — % “ady—yde _e. 
3 J 2 3 F, 





wo @ die Entfernung der Punkte P, und P, von einander und F' den 
Inhalt der Projection der geschlossenen Curve auf eine zu P, P, senk- 
rechte Ebene bedeutet. 

Nach dem vorhergehenden Satze bleibt daher das Product 9- F 
constant, wenn der Punkt P, festgehalten wird, wihrend P, sich in 
>, bewegt. Ks verhalten sich daher die verschiedenen Projectionen 
F der Curve umgek ehrt, wie die entsprechenden Entfernungen 9 = P, P,. 
Die Projection wird demnach am gréssten, wenn P,P, am kleinsten 
wird, d. h. wenn P, P, zu &, senkrecht ist. Also folgt 

Satz 2. ,,Die Projection der geschlossenen Curve auf die Ebenen 
der im Satze 1 genannten Schaar hat eine gridssere Fliiche als die 
Projection der Curve auf irgend eine nicht zw jener Schaar gehorige 
Ebene**). 

Da das Product 9- F mit @ und J’ constant bleibt, so ergiebt 
sich unmittelbar der 

Satz 3. ,Zeichnet man auf einen Cylinder von beliebiger Basis 
eine geschlossene (jede Erzeugende des Cylinders im Allgemeinen nur 
cinmal treffende) Curve und projicirt dieselbe von irgend zwei Punkten 
aus, deren Verbindungsgerade zu den Erzeugenden des Cylinders parallel 
léuft, so ist das von den Projectionskegeln eingeschlossene Volumen das- 
selbe fiir alle tiberhaupt miglichen Curven der genannten Art.“ 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass man den wesentlichen Inhalt 
des Satzes 1. auch so formuliren kann: 

» Man denke sich eine beliebige geschlossene Fliiche (2. B. eine Kugel) 
und auf dieser eine in sich zuriicklaufende Curve C gezeichnet. Einen 
der beiden Theile, in welche die Fliiche durch diese Curve zerfallt, ent- 
ferne man, so dass eine Art offener Schale iibrig bleibt, deren Rand 
von der Curve C gebildet wird. Nun projicire man die Curve von 
irgend einem Punkte P aus durch einen geradlinigen Kegel und beachte 
das Volumen des Raumstiickes, welches von der Kegelfliiche und jener 
Schale eingeschlossen wird. Der Ort aller Punkte P, fiir welche dieses 
Volumen einen gegebenen Werth besitet, ist eine bestimmte Ebene 2, 
und die zu wechselnden Werthen des Volumens gehirenden Ebenen & 
sind stimmtlich unter cinander parallel.“ 

Fiir den Fall, dass die Curve C eine ebene Curve ist, leuchtet die 
Richtigkeit des Satzes unmittelbar ein. 


*) Die Existenz einer solchen Maximalprojection ist bekannt. Siehe z, B. 
Rh, Hayward in den Proceedings of the London Mathem. Society Bd. 4, pag. 289. 














290 A. Hurwrrz. 


II. 


Ein Curvenbogen P,P, habe die Eigenschaft, dass jede durch 
seine Endpunkte P, und P, gehende Ebene den Bogen ausser in P, 
und P, héchstens noch eim Mal schneidet. Dann werden die Kegel- 
stiicke, welche den Bogen von P, und P, aus projiciren, ein einziges 
Raumstiick vollstindig begrenzen. Das Volwmen dieses Itaumstiickes 
mige mit V, bezeichnet werden. 

Sind 2, 4%, 2% und x,, ¥,,%, die Coordinaten der Punkte P, und 
P, resp., so ist der analytische Ausdruck des genannten Volumens 


*| ya — M1 Yo MN, %—-% 
V.= ce < | x ? y ’ & ’ 
ee dy , da 
das Integral erstreckt tiber den Curvenbogen von P, bis P,. 

Andererseits betrachte man die Tangenten und Schmiegungsebenen 
des Bogens in den Endpunkten P, und P,. Die Tangente in P, 
treffe die Schmiegungsebene von P, in dem Punkte Q,, die Tangente 
in P, treffe die Schmiegungsebene von P, in dem Punkte Q,. Das 
Volumen des von den vier Punkten P,, Q, P,, Q, gebildeten Tetraeders 
mige mit V, bezeichnet werden. 

Die beiden Volumina V, und V, stehen nun in einer beachtens- 
werthen Beziehung zu einander, welche in folgendem Satze aus- 
gesprochen ist: 

»Nimmt man auf einer beliebigen Curve irgend einen nicht singu- 
liven Punkt P, an und lésst einen zweiten, verdnderlichen Punkt P, 
der Curve allmihlich dem festbleibenden Punkte P, unendlich nahe 
kommen, so ist der Grenzwerth, welchem das Verhdiltniss der zu dem 
Bogen P,P, gehirenden Volumina V, und V, zustrebt, gleich 7 also 
unabhingig sowohl von der Natur der Curve als auch von der Wahl 
des festen Punktes P, auf derselben.“ 

Zum Beweise mége der Punkt P, als Anfangspunkt der Coordi- 
naten, die Tangente resp. Schmiegungsebene in P, als x- Axe resp. 
xy-Ebene angenommen werden. Die Gleichungen der Curve auf 
dieses Coordinatensystem bezogen seien: 

gm Ast +... 


y= B-fP+.-.-., 
e=C-.#4+...- 


und es mége dem Punkte P, der Parameter ¢, zugehdren. Die Coeffi- 
cienten A, B, C werden von Null verschieden sein, da P, als ein 
nicht singulirer Punkt der Curve vorausgesetzt ist. Das Volumen J,, 
welches zum Bogen P, P, gehért, ist nun in erster Anniherung: 
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t 
At,, Bt, Ct, 
[46 Be, ob la 


A, 2Bt, 3Ct 


Y= 


+ 


e @| 


oc 


1 ’ i 
w+ 56.7478 O- ty. 


Die Coordinaten der Eckpunkte des Tetraeders P, Q, P, Q, sind resp. 


(Py) z=0 ’ y= 0 ’ 2=0 ’ 
(P,) w= At+--, y= Btr?+---, 2e=—Ctit+.--., 
(Qo) e=ZAt--, y=O » #=0 , 


1 
(Q;) gen > Ai, +---, y= > Bi? +-::, z=0 
Also das Volumen V; desselben in erster Anniherung: 
. 5) +. eo 
At, ? Bt, ’ Ct,', 1 


1 1 1 
Vim +t e| At, 1 Bt, 0,1 jeg 7 4B CHty 








Gti O45 Beil 


Folglich ist 
<a 1 


5.6. 


3 
6°6.9 10’ 
was zu beweisen war. 

Dieser Satz ist das riumliche Analogon zu einem bekannten Satze 
aus der Geometrie der Ebene: 

Das Verhiiltniss eines unendlich kleinen Curvensegwents zu der 
Fliche des Dreiecks, welches aus der begrenzenden Sehne und den 
Tangenten in den Endpunkten der letzteren gebildet wird, besitzt den 


Werth * + 


Die Analogie lisst sich noch weiter verfolgen. In der Ebene 
giebt es eine Curve, niimlich die Parabel, fiir welche jener Satz nicht 
nur fiir unendlich kleine Segmente, sondern auch fiir beliebige endliche 
Segmente gilt. Im Raume besteht der entsprechende Satz: 

»Die zu einem beliebigen Bogen ciner cubischen Parabel (Raum- 
curve 3. Ordnung, welche die wnendlich ferne Ebene osculirt) gehdrenden 
Volumina V, und V, verhalten sich wie 3 zu 10.“ 





*) Siehe z. B. Véller, Grunert’s Archiv Bd, 31, — Schlémilch, Zeitschrift 
fiir Mathem. u. Physik Bd. 4, pag. 163. 
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Zum Beweise bemerke man, dass irgend zwei cubische Parabeln 
affin stets so aufeinander bezogen werden kénnen, dass zwei beliebig 
gewihlten Punkten der einen Curve zwei beliebig gewiihlte Punkte 
der andern Curve entsprechen. Daraus geht hervor, dass das im Satze 
genannte Verhiltniss dasselbe ist fiir irgend zwei verschiedene Bogen 
derselben oder verschiedener cubischen Parabeln. Da das Verhiiltnis 
fiir unendlich kleine Bogen den Werth 7 besitzt, so ist es allgemein 
gleich 

Die letzten beiden Siitze lassen sich noch dadurch ergiinzen, dass 
man das Volumen V,’ in Betracht zieht, welches die Ebenen Q, Q, P,, 
YQ, P, and die den Bogen P,P, von Q, und Q, aus projicirenden 
Kegelstiicke einschliessen. Es gilt niimlich die Proportion 

Vi: Ve. : Ve = 3:9: 10 
fiir jeden Bogen einer cubischen Parabel und fiir unendlich kleine 
Bogen einer beliebigen Curve. 


Goéttingen, Mai 1883. 

















Metrische Eigenschaften der cubischen Parabel (Raumcurve 3.0.) 
Von 


H. Scuroerer in Breslau. 


Unter den Raumcurven dritter Ordnung besitzt die cubische Parabel, 
welche die unendlich-entfernte Ebene zur Schmiegungsebene hat, eine 
Anzahl metrischer Kigenschaften analog denen der ebenen Parabel, welche 
die unendlich-entfernte Gerade zur Tangente hat. Der Bestimmung eines 
Parabelsegments von Archimedes und den von Moebius*) ent- 
deckten Eigenschaften iiber ein- und umbeschriebene Dreiecke der Parabel 
stehen analoge Beziehungen der cubischen Parabel zur Seite, welche 
im Folgenden abgeleitet werden sollen. 

1. Bekanntlich wird eine festgehaltene Schmiegungsebene der 
cubischen Parabel von der Gesammtheit ihrer Schmieguugsebenen in 
den Tangenten einer ebenen Parabel (Schmiegungskegelschnitt) durch- 
schnitten, und die simmtlichen Tangenten der cubischen Parabel durch- 
bohren die festgehaltene Schmiegungsebene in den Punkten dieser 
Schmiegungsparabel. Die Schnittlinie zweier Schmiegungsebenen « B 
einer cubischen Parabel ist daher gleichzeitig Tangente der beiden 
Schmiegungsparabeln a B® in diesen Ebenen. 

Nimmt man daher in zwei beliebigen (verschiedenen) Ebenen « f zwei 
Parabeln «® B® so an, dass sie die Schnittlinie |« 6| beriihren, und 
zwar die Parabel B® in c, die Parabel e@® in », so kann man die 
Gesammtheit der Schmiegungsebenen der cubischen Parabel dadurch 
erhalten, dass man von einem veriinderlichen Punkte » der Schnitt- 
linie |@ B| die beiden noch iibrigen Tangenten an die Parabeln «®) 6®) 
legt und durch eine Ebene verbindet. Diese Verbindungsebene ist 
allemal eine Schmiegungsebene der cubischen Parabel, und lisst man 
den veriinderlichen Punkt » die ganze Gerade | B| durchlaufen, so 
erhilt man siimmtliche Schmiegungsebenen. 

Legt man aus ¢ die zweite Tangente an «®), welche in aq beriihre, 
und aus >» die zweite Tangente an B®), welche in 6 beriihre, so sind 
lca| =a und |>b|=—b die Tangenten der cubischen Parabel in den 


*) A. F. Moebius, Der barycentrische Calcul, 8, 230 u. 392. 
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Punkten a und (als Schnittlinien zweier unendlich-naher Schmiegungs- 
ebenen) und man hat in jeder der beiden Schmiegungsebenen a B 
Tangente und Beriihrungspunkt der cubischen Parabel. 

Die vier Punkte a 6 ¢ > sind die Ecken eines Tetraeders, welches 





a Fy) 
»Schmiegungstetraeder* fiir die Sehne |ab| der cubischen Parabel ge- 
nannt werden soll, und so construirt wird: 

Sind in zwei Punkten a und 6 einer cubischen Parabel die ‘l'an- 
genten a und b, die Schmiegungsebenen « und #, die Schnittpunkte: 
(a, B)=c, (, a)=d, 
so ist abcd das zur Selme |ab| gehérige Schmiegungstetraeder der 

cubischen Parabel. 
Legt man aus einem beliebigen Punkte » der Schnittlinie 
ja B| =|cd| 
die beiden noch iibrigen Tangenten an die Schmiegungsparabeln « 6° 
und bezeichnet die Beriihrungspunkte: 


t, und ty, 
so wird die Ebene 


lot, tJ—t 
eine Schmiegungsebene, die Gerade 
|t, t,| = ¢ 
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eine Tangente der cubischen Parabel sein (als Schnittlinie zweier un- 
endlich-naher Schmiegungsebenen), und der Beriihrungspunkt der Tan- 
gente wird so gefunden: 

Die Schmiegungsebene [» t, t,] = 1 enthiilt selbst eine neue Schmie- 
gungsparabel +), welche die drei Seiten des Dreiecks » t, t, beriihrt 
und zwar die Tangente |t, t,|==¢ in dem gesuchten Punkte t der 
cubischen Parabel. Da nun die Schnittlinie | a 1t| die beiden Schmie- 
gungsparabeln «®) c® in den Punkten beriihrt, in welchen die Tan- 
genten a und ¢ die Ebenen rt und a treffen, so wird, wenn wir die Schnitt- 
punkte (jot,|, a)—=4, 

(Jot, |, b)—t 

bezeichnen, die Schmiegungsparabe! +® die Geraden | t,| und | t, | 
in q und ¢ beriihren und hierdurch vollstiindig bestimmt sein; also ist 
auch ihr Beriihrungspunkt t mit der Tangente | t, t,|<=¢ leicht zu 
construiren. Wir sind nunmehr in der Lage, simmtliche Schmiegungs- 
ebenen, Tangenten und Punkte der cubischen Parabel von den beiden 
gegebenen Schmiegungskegelschnitten a® 8@) aus zu construiren, indem 
wir den Punkt » die ganze Schnittlinie | « 6| durchlaufen lassen. 

Aus der bekannten Kigenschaft der ebenen Parabel: ,,Irgend zwei 
feste Tangenten einer ebenen Parabel werden von der Gesammtheit 
der Parabeltangenten in zwei projectiv-ahnlichen Punktreihen ge- 
schnitten“ folgt sofort eine fundamentale Eigenschaft der cubischen 
Parabel : 

Sind « 6 zwei beliebige Schmiegungsebenen, y 0 zwei andere, so 
sind die Schnittlinien |@ B| und |a@ y| Tangenten der Schmiegungs- 
parabel «), werden also von simmtlichen Tangenten derselben , oder 
auch evon simmtlichen Schmiegungsebenen der cubischen Parabel in 
zwei projectiv-ihnlichen Punktreihen geschnitten.. Ebenso sind | y a | 
und |y d| Tangenten der Schmiegungsparabel y®, werden also eben- 
falls von siimmtlichen Schmiegungsebenen in zwei projectiv-ihnlichen 
Punktreihen geschnitten, folglich werden auch die auf |af| und |y0| 
ausgeschnittenen Punktreihen projectiv-iihnlich sein. Nennt man nun 
die Schnittlinie zweier beliebigen Schmiegungsebenen einen ,,Schmie- 
gungsstrahl“, so folgt der Satz: 

Irgend zwei Schmiegungsstrahlen einer cubischen Parabel werden 
allemal von der Gesammtheit der Schmiegungsebenen in zwei projectiv- 
dihnlichen Punktreithen geschnitten. 

Insbesondere ist auch jede Tangente der cubischen Parabel als 
ein Schmiegungsstrah] aufzufassen (als Schnittlinie zweier unendlich- 
naher Schmiegungsebenen), also werden auch irgend zwei Tangenten 
der cubischen Parabel, oder eine Tangente und ein beliebiger Schmie- 
gungsstrahl von der Gesammtheit der Schmiegungsebenen allemal in 
zwei projectiv-ihnlichen Punktreihen geschuitten. 
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2. Sind a b zwei beliebige Punkte einer cubischen Parabel a b 


die Tangenten, « 6 die Schmiegungsebenen in denselben, und bezeichnet 
man die Schnittpunkte 


(a, B) =¢, (b, a) =2, 


so sind abcd die Ecken des zur Sehne |«ab| gehdrigen Schmiegungs- 
tetraeders. Die Gegenkanten 


|ab| und Jed! 


desselben sind ein Paar conjugirte Strahlen in dem zur cubischen 
Parabel gehérigen Nullsystem. Die Parabel in der Ebene «, welche 
die Geraden jac| und |dc| in den Punkten a und » beriihrt und 
dadurch vollstindig bestimmt ist, wird die Schmiegungsparabel «'® 
sein; die Parabel in der Ebene 8, welche die Geraden || und |¢d| 
in den Punkten 6 und ¢ beriihrt, ist die Schmiegungsparabel B®). 


Legt man aus einem Punkte o der Schnittlinie |¢@8|—|cd | an 
die Parabeln «®) 6® die noch tibrigen Tangenten 
Jot, q|, |ot, r| 


welche in t, und t, beriihren und deren Schnittpunkte mit a@ und J 
die Punkte 

(jo t,| a) =4q, (jo t,| 6) =r 
sind, so ist |» t, t,] = eine Schmiegungsebene |t, t,|=¢ die Tan- 
gente in derselben an der cubischen Parabel, und ihr Berithrungspunkt 
t wird durch das Verhiltniss bestimmt: 


ae oem qt _ co ae gee bt 
t te qe t,o od tet th 
wegen der oben (1.) bemerkten Aehnlichkeit der projectiven Punktreihen. 
Von dem willkiirlich auf |c>| gewihlten Punkt » hiingt afso die 
Schmiegungsebene t, die Tangente ¢ und der Beriihrungspunkt t in 
einfacher Weise ab. Wir bestimmen die Lage des Punktes » durch 
das Verhiiltniss 


dbo ™ 
roman Y 
also 
do m ae 
bc mm? co )=0m+n 
Legen wir diesem Verhiltniss alle méglichen Werthe von — oo bis 


+ co bei, so durchliuft » die ganze unendlich lange Gerade «#| und 
t die ganze cubische Parabel, eine eindeutige Abbildung der Punkte 
der geraden Linie auf die Punkte der cubischen Parabel. Legen wir 


dem Verhiltniss = nur die positiven Werthe von 0 bis oo bei, so 


durchliuft » die Strecke |>c| von > bis ¢ und der Punkt t den Curven- 
bogen der cubischen Parabel von b bis a, welcher in das Schmiegungs- 
tetraeder abcd hineinfiallt. 
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Da |a6| und |cd] conjugirte Strahlen des zur cubischen Parabel 
gehérigen Nullsystems sind, so wird die Ebene [ab 9] zum Nullpol 
den Punkt » auf |¢| haben, und da durch » die Schmiegungsebene t 
geht, so muss ihr Nullpol t (d. h. ihr Beriihrungspunkt) in der Null- 
ebene des Punktes 9 d. h. in der Ebene [ab 9] liegen; folglich liegen 
die vier Punkte abot in einer Ebene oder, was dasselbe sagt: 

Die Gerade | t\ trifft die Sehne \a 6}. 

Bezeichnen wir den Treffpunkt: 

(ot, ab) =» 


so lasst sich das Verhiltniss Be leicht ausdriicken durch e. 


Bezeichnen wir niimlich das Volumen eines Tetraeders a bcd 
durch die Zusammenstellung der Buchstaben, welche seine vier Ecken 
benennen, in der gegebenen Reihenfolge, und fassen nach dem Vor- 
gange von Moebius dieses Volumen als positiv auf, wenn wir das 
Auge in die erste Ecke a hineinversetzen, auf die Seitenfliiche [6 ¢d] 
herabsehen, den Umring desselben in der Reihenfolge 6 ¢ > durchlaufen 
und eine directe Drehrichtung sehen, (wie sie der Zeiger einer Uhr 
beschreibt) dagegen als negativ, wenn wir die entgegengesetzte Dreh- 
richtung erblicken, dann ist z. B. 

(abcd) = — (abdc) = (bade) 
und durch jede Vertauschung zweier Buchstaben wird das Volumen 
entgegengesetzt. 

Fiir irgend fiinf Punkte abcde im Raume gilt aber die Beziehung: 

(abed) = (ebcd) — (ecda) + (edab) — (eabe) 
wie auch immer die fiinf Punkte im Raume liegen mégen*). 

Dies vorausgeschickt bemerken wir nur noch, dass zwei Tetraeder © 
mit gleicher Grundfliiche sich wie ihre Héhen verhalten und diese 
wieder wie die Abstiinde der beiden Spitzen von dem Treffpunkte ihrer 
Verbindungslinie und der Grundfliche; demgemiss wird: 


ty __ (tab) , (oabe) __ 9¢ " 
op  (oabc)’? (babe) bc mtn 
also 
Qube)? 8 tp 


; (kabc) m+n op 
und abnlich 





(tabb) == =m ? . 

‘(cabd) = om+n— op? 
da aber 

(dabc) = — (abcd), 

(cabd)= (abcd) 
ist, so wird 

(tabd)— (tab) ty , 

(abcd) op 


*) Moebius, Der barycentrische Calcul 8, 23 u. 25. 
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Ferner haben wir: 











(tach) tty Se eR OR es 
(teacd) te ty und ttle © tet, m+n 
also , 
Atach) _ _#__| (teach) | (cach) 
(teach) m+n] (rach) m+n | (bach) m+n 
(tacbd) n3 





(Bacb) (mpm) 
und in gleicher Weise: 








(theb) m3 
(abed) (m+n)? 
also da 
(bacd) = — (abcd) 
ist 
(thed)—(tacd) _ m+n? 
(abcd) ~~ (m+n) 


Bemerken wir nun, dass fiir die fiinf Punkte a b ¢ > t die Moebius’sche 
Identitat gilt: 
(abcd) = (thed) — (tcda) + (tdab) — (tabc) 
= (thcd) — (tacd) + (tabd) — (tabc) 





so folgt 
Lentz. 4. we + 
op (m +-n)* 
also tp Sen 
op (m + n)}* 


ein Verhiltniss, von dem wir spiiter Gebrauch machen werden. 
Aus den beiden Werthen der Verhiiltnisse 

» ee ieee .. . a ae 

(abcd) (m+n)? (abeb) = (m+n) 
folgt 1 : ‘ 
(ated)® + (btdc)® = (abcd)® 
d. h. ist t ein beliebiger Punkt auf dem Bogen (ab) der cubischen 
Parabel und (abcd) das zu der Sehne \ab| zugehdrige Schmiegungs- 
tetraeder , so ist die Summe der Cubikwurzeln aus den beiden' Tetraedern, 
welche « und b zu Spitzen, das Dreieck tc» zur gemeinsamen Grund- 
fliche haben, constant und zwar gleich der Cubikwurzel aus dem Volumen 
des Schmiegungstetraeders. 





Wir kénnen auch das Verhiltniss * ermitteln; da abpto in 
einer Ebene liegen, und p = (ab, to) ist, so folgt 
ap __ (ate) _ (cate) __ (toca) 
pb — (ot b) (coth) — (theo) ’ 
(toca) «* | OSes) n 





} (toca) = =«ss mm | (thed) = mtn 
also ist 





(toca) “a (t dca) 2 





(theo) (tbed) 








fol 


un 


se 


sil 


Di 


si 


~S ©. Ss £, 


a 
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Nun haben wir aber vorhin ermittelt: 





(tbcb) as m3 (thea) __ ns 
(abcd) (m +n)’ (abed) (m+n)? 
folglich wird 
ee. 
ph m3 
und 
ap ns bp sm 
FP aa m +n? ba =wtn 


3. Die drei Punkte a 6 t der cubischen Parabel bilden ein der- 
selben einbeschriebenes Dreieck, dessen Seiten die drei Sehnen 


: jat| [bt] |ab| 
sind; zu jeder derselben gehért ein Schmiegungstetraeder; diese sind 
in gleicher Weise gelesen 


atgt; btrt; abcd. 
Die Verhiiltnisse der Volumina dieser drei Tetraeder zu einander lassen 


sich sehr einfach durch das Verhiltniss = ausdriicken; es ist niaimlich: 


























Atagt) _  m™ | (teaqt) =m (tagt) _ == ™ 

(teaqt;) #$ m+n] (raqt) m+n | (baqt,) m+n 
(taqt,) rome ns 

- (baqt;) (m + n)* 

(aqgt) _ (act) _ = | oe hs 

(act) m+tn| (aco) m+n (acb) m+n 
(aqgt) ns — (baat) | 
(acb) (m-—+™m)3 (bac) 

Hiernach wird 

(atqt,) ns 





. (abcd) (m + n)° 
und in gleicher Weise 
(btrte) mé 3 
(abcd) (m+ m)°? 





Bezeichnen wir also 


das Schmiegungstetraeder fiir die Sehne |at| durch 6,, 


” ” ”» » ” | bt | ” 62, 
” ”? ”? ” ” | a b | ” A > 
so ergiebt sich die Relation: 
i 1 
a8 + ae =A* 


d. h. beschreibt man ein Dreieck in eine cubische Parabel und bestimmt 
die den Seiten desselben als Sehnen zugehirigen Schmiegungstetraeder, so 
ist die sechste Wurzel aus dem Volumen des der griéssten Sehne suge- 
hirigen Schmiegungstetraeders gleich der Swmme der sechsten Wurzeln 
aus den beiden andern. Verindert man also den Punkt t auf dem 
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. 
Bogen (a 6) der cubischen Parabel, so bleibt die Summe der sechsten 
Wurzeln aus den beiden zu den Sehnen {at| und |t| gehdrigen 
Schmiegungstetraedern constant und zwar gleich der sechsten Wurzel 
aus dem Volumen des Schmiegungstetraders, welches zur Sehne | ab | 
gehort. 

Dieser Satz ist einer Erweiterung fihig, indem man an Stelle des 
Dreiecks ein der cubischen Parabel einbeschriebenes (unebenes) Polygon 
treten lisst und dasselbe in Dreiecke zerlegt, die sich an einander 
schliessen; auch liasst sich, wie wir spiater sehen werden, ein Polygon 
herstellen, von dem (m — 1) Seiten lauter gleiche Schmiegungstetraeder 


liefern. Der obige Satz ist analog dem von Moebius aufgestellten 
1 1 1 


Satze fiir die ebene Parabel a> 4 63> +4 A® (Barycent. Calcul S. 230). 
Aus der oben (in 2.) gefundenen Beziehung 











(thed) — (tacd) m+ n> 

~~ (abcd) = (m+n) 
folgt (abcd) — (tbcd)+ (tacd) __ —3mn 

(abcd) ~ (m+n) 
und da 
(abcd) — (thed) + (tacd) = (tabd) — (tabe) 

ist 

(tabb)—(tabec) smn - 

(abcd) (m+n)? 

(ctab)—(dtba) _—§» —s 3mn . 

~— (abed) (m+n)? 


Die beiden Tetraeder (ctabh) und (dtba) haben als gemeinschaftliche 
Grundfliiche das von den drei Punkten a 6 t der cubischen Parabel 
gebildete Dreieck, als Spitzen ¢ und », und der Umring der gemein- 
samen Grundfliche wird fiir beide Tetraeder in entgegengesetztem 
Sinne durchlaufen; nehmen wir nun an, dass 9 zwischen den Punkten 
> und ¢ gewiahlt ist, also t ein Punkt des zwischen 6 und a liegenden 
Curvenstiicks der cubischen Parabel wird, so liegen ¢ und » auf ent- 
gegengesetzten Seiten von der Ebene des Dreiecks a bt, folglich sind 
die Volumina beider Tetraeder (ct ab) und (>t a) positiv zu nehmen 
und ergeben zusammen ein Volumen, welches von den sechs Dreiecks- 
flichen 
tac, tcb, thd, toda, abc, abd 

begrenzt wird; bezeichnen wir dies Volumen mit D, so ergiebt sich 
das Verhiltniss 


1 
D ee “Gat 
Fant d ae 


wo D die Summe der Volumina derjenigen beiden Tetraeder bedeutet, 


welche ¢ und > zu Spitzen und das Dreieck atb zur gemeinsamen 
Grundflaiche haben. 








Th 
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Die Werthe der Verhiltnisse ‘ 
3 n3 “Oe m3 
V+ oe /2— (m +n) 
ergeben 
V+ Vi mtn 
VA (m+n)’ 
VA—Vi,—-Vi _ _3mn_ _ =D 
Va (m+n? A 


also eee as 
A—D=/A(ye,+ /2,) 


eine Beziehung, die sich leicht in Worte kleiden lisst. Endlich haben 


wir (nach 2.) auch das Verhiiltniss: 
D . ¥. 
A op 
Wollen wir die beiden einzelnen Tetraeder bestimmen, als deren 


Summe das Volumen D auftritt, so bemerken wir, dass 


(tabe) _ tp — = 3mm _| (oabc) me n 
(oabc) = =— ops (em fe m)® | (Babe) (m + n) 





ist, also 


3 2 
(ctab) = A 
und ahnolich 
ay 3nm 
(dtha)—= Gow A. 
Wir wollen noch die Volumina einiger in der Figur auftretenden 
Tetraeder ermitteln, von denen wir spiiter Gebrauch machen werden: 
Trifft die Tangente in dem Punkte t der cubischen Parabel die 
beiden Schmiegungsebenen a #6 in den Punkten t, t,, wie sie oben 
bezeichnet wurden, so haben wir die Verhiltnisse: 
(cbt) Me Ee (chq) sss ™ 
(cba) qo m+n | (cha) m+n 
(cdt,) = m* — (tecdt,) , 
(cha) (m+n)  — (tecba) ” 


(tgebe)! t's) we of eebay ie 


(reba) m+n | (bcba) m+n 


(tec da) rtd Det 
(cba) (m+n)? 














folglich 
(tecbt;) al m? n? i (cdt,t.) 


(bcba) (m+n) (abcd) ’ 





also 


22 
(cbt, b) = Gray 4- 
Ferner haben wir: 


Mathematische Annalen. XXV, 








302 H. Scuroerrer. 


(tobt) _  m | (qabt) jm | (cabt) _ 3mn? 
(qabt) m+n | (cabt) m+n| (abcd) (m+n) 
(abt) = 3mtn® __— (abt, t) 
(abcb)  (m+n)® ~~ (abcd) 
(teabt) _=§s_—s ™ | (rabt) _ = m_—_—i| (babt) _ = 3mm? 
(rabt) mtn]! (dbabt) m+n | (dabc) (m+n) 
(teabt) _§- 3m®m> (ab tty) 
(babc) (m+n) ~~ (abcd) 
also 
(abtt)+ (abtte)  =3m?n?- : 
(abcd) ~~ (m+ n)! 


Da aber t, t t, in einer Geraden liegen, niimlith in der Tangente ¢ 
an der cubischen Parabel, so ist 


(abt, t) + (abtt,) = (a bt, t,) 


also 
3m? n® 


(ab ty ty) -= Ym + ny! A. 
Hieraus folgt: 


Das Volumen des Tetraeders (ab t, t,) ist dreimal so gross, als das 
Volumen des Tetraeders (ct, t,). 


Aus den beiden Werthen 
(tebca)  —=§_—ss“§s§s em (ticbb) m= 
(abcd) (m—+m)j?’? (abcd) (m+n)? 
folgt auch die Beziehung: 
3 a4 ho 
(t, cd 6)* + (t,d¢0)? = (abed)’, 
welche sich leicht in Worte kleiden lisst. 
Endlich werden in gleicher Weise die Tetraeder bestimmt: 


(t, t,db) = 


woraus folgt 


m! a 
wpa 43 (btica)—= Gar, 


1 1 1 


(t, t.d6)* + (t,t,ca)* = (abed)*, 


(t, tpcd) = W(t, ted) . (tat, ca), 
d. h. in Worten: 
Bestimmt man das zu einer beliebigen Sehne |a6| einer cubischen 
Parabel zugehirige Schmiegungstetraeder (abcd), und trifft irgend eine 


an dem Parabelbogen ab gezogene Tangente die Schmiegungsebenen « B 
in den resp. Punkten t, t,, so ist die Summe der vierten Wurzeln aus 
den Tetraedern, deren Gegenkanten |\ac| und |t,t.|, |bd| und |t,t,| sind, 
von unverdnderlichem Werth, niimlich gleich der vierten Wurzel aus 
dem Volumen des Schmiegungstetraeders. 
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Auch gilt die Beziehung: 

Das geometrische Mittel aus den beiden letzten Tetraedern ist gleich 
dem Tetraeder, dessen Gegenkanten \cd| und t,t,| sind. 

Ferner ist nach einer bekannten Eigenschaft der ebenen Parabel, 
die auch aus unserer Betrachtung unmittelbar hervortritt, die Fliche 
des einbeschriebenen Dreiecks (t, a») doppelt so gross als die Flache 
des umbeschriebenen (p ¢ q), also 








Gio era even, | 
(ocq) = ?—s (bea) )——té‘i‘t st c—Stés (ms vv )®* 
Mtyad) _ _2mn__ ___ (tetsad) 
(cha) (m+n)? (tecbda) 
Py 
i (bcba) (m+n)?? 
mithin 
2mn3 
(t, t, ad) = (m +n)" A 


und ebenso 


9 3 
(t, ty be) — a a A ? 


woraus folgt 


(t,t, cd) = 2 V(t, tbe) . (tpt, ad) 


u. S. W. 
4. Nehmen wir jetzt zwei beliebige Punkte » und o’ auf der 
Schnittlinie |« B|—|c| der beiden Schmiegungsebenen a f der 


cubischen Parabel an, so gehen durch dieselben zwei Schmiegungs- 
ebenen + t, die in gleicher Weise zu construiren sind, wie es oben 
fiir + angegeben ist: Man lege aus »’ die noch iibrige zweite Tan- 
gente |o't,’q'| an die Schmiegungsparabel «® und die zweite Tangente 
|o't,'r°| an die Schmiegungsparabel B®); die Verbindungslinie |t,’t,’| der 
Beriihrungspunkte wird die Tangente der cubischen Parabel in der 
Schmiegungsebene tv’ sein, und ihr Berthrungspunkt t' ist, wie vorhin 
zu bestimmen durch das Verhiiltniss 

LoS 

tte” ob 
Nennen wir noch den Schnittpunkt der beiden Tangenten |» t, q| und 
y’ t,’ q'| der Schmiegungsparabel «®) 

3, = (oq, 09) 

und den Schnittpunkt der beiden Tangenten |» t,r| und |o't,’ r’| der 
Schmiegungsparabel B') 


3, = (or, o'r), 
dann ergiebt die anfangs hervorgehobene EKigenschaft der ebenen 
Parabel die projectiv-ihnlichen Punktreihen: 
ldonclroleqg allot, 8, q| clos, t/q], 
j\dDoo cl oolbrrd|oolr t 30] eo| rv 8 t o'], 


20* 
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woraus die Gleichheit der Verhiiltnisse entsprechender Strecken folgt z. B. 


OF oe Se 4 i f. 
aq co 48; 


Wir bemerken, dass die Ecken des von den vier Schmiegungs- 
ebenen « 6 t tv gebildeten Tetraeders sind 


0 9 3, 3, 


und die des von den vier Beriihrungspunkten der Schmiegungsebenen 
« B tv mit der cubischen Parabel des gebildeten Tetraeders 


abt ts; 


diese beiden ‘Tetraeder sind bekanntlich einander gleichzeitig ein- und 
umbeschrieben. 
Bezeichnen wir die Verhiiltnisse 
bo om bo sm’ 


’ 


oc n 


<<. - -* 
so lassen sich durch dieselben die Valumina beider Tetraeder aus- 
driicken oder vielmehr die Verhiiltnisse ihrer Volumina zu dem ur- 
spriinglichen Schmiegungstetraeder A. 
Wir haben nimlich: 
n oc n’ oo am — mn’ 


be m+n |oco m+n’ be (m+n) (m+n) - 
Nun ist aber 


(cos)  —«s 0 mm | (coq) _ mn 
(coq) =i de m+n | (cba) (m + m)® 
(co) mn m 


(cha) = (m--n)*(m’ +n’) 


(o'0%) __ oo em’ — mn 
(cos) sco n(m' +n’) 
(0°08) _ (nm’ — mn’) mm 
(cba)  — (m-++- n)? (m+ nr’)? 
(820 08;) __ go BS oc ne ne 
(vo'0%)  ~=to de m +n 
eR a gS aR 
(bo 0%) m+n (bo 08) (m+n) (m+n) 
(bo' 08) __ (00%) __ (em! — mn’) mm’ 
(bcba) (cda) (m -- n)* (m' +n’)? 


also endlich 


(1) (0 0 8, 8) = - 


, ‘ rae 
mn’ — nm’) mnm'n 
( ) A 


(mn) (m+ n'y 








~* 















! 
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Zweitens liegen ptab in einer Ebene und der Schnittpunkt von |» t| 
mit |ab| war 

p = (ot, ab); 
ebenso liegen po’ t' a6 in einer Ebene und der Schnittpunkt von |’ t' | 
mit |ab| sei 

y == (9 t', ab). 


Demgemiiss haben wir die Verhiltnisse 


(tab) _ tp _ 3mm 9\. 
(oab) op ~—s (m+n)? (s. 0. 2.) ; 
also auch 
(t' tab) 3mn 


(foab) (m+n 





Nun ist: 


((oab) oo tp mn 
(ooab) op (m+n? 
(voab) _ o'o em’ — mn 
‘ (cbab) — cd (m+n) (m’ +n’)? 
mithin 
‘ - 9 (mn’ — nm’) mn m'n’ 
) uate tee Ban. ee 
@) (2B Et) = mayen’ pay & 
also 


(abtt) = 9(0 0 8,3,) dh. 
Irgend vier Punkte der cubischen Parabel sind die Ecken eines derselben 
einbeschriebenen Tetraeders ; die vier Schmiegungsebenen in diesen Punkten 
bilden ein zugehdriges der cubischen Parabel umschriebenes Tetraeder; 
das Volumen des einbeschriebenen Tetraeders ist das Neunfache von dem 
Volumen des umschriebenen. 

Dieser Satz ist analog dem bekannten Satze der ebenen Parabel, 
wonach der Inhalt eines derselben einbeschriebenen Dreiecks das 
Doppelte von dem Inhalt des der Parabel umschriebenen Dreiecks ist, 
welches von den Tangenten in den Kcken des ersteren gebildet wird, 

5. Die beiden aus den Punkten » 9’ an die cubische Parabel ge- 
Jegten Schmiegungsebenen tt’, welche in tt’ beriihren, enthalten die 
Tangenten der cubischen Parabel in den Punkten t t'; mégen diese 
Tangenten ¢¢ den urspriinglichen Schmiegungsebenen @ 6 in den 
Punkten begegnen: 


(a, t)=t,, (a t)= ty’, 
(B, t) = t,, (B t’) nad t,; 
dann liisst sich das ‘T'etraeder 
(t, ty t)’ 2’) 
in folgender Weise ausdriicken: 


(ty ty ty’ ty’) = (0 ty ty’ to’) — (0 ty’ ty’ ty) + (0 ty’ t, tp) — (0 ty t, t,’) 
= (ty’ 0 ty ty’) — (ty 0 ty ty’) A (ty © ty” tp) — (ty’ 0 ty” ty). 
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Sind noch die Schnittpunkte: 








(0 t,, 0° t.’) = 3, 


Ot, co 

0S co 

— 2% _ vo 
D 8» co 
oo 

oc 

ne oc 
de 

a | or 
or cb 
ae) 
bb cd 

= (2. y. co 
dc cb 

= (2 y: co 
de cb 

ot _ do 

oq ‘be 
a 
ac dc 


( 


ie oc. bo. bo 
dc (dc)§ 


(0 t,, 0 t,’) = $1, 
so ergeben sich folgende Verhiiltnisse: 
(o ty t;, are. ty ~— do (o ™ te) 
(08:t)) =o 8 do’ (0 te 89) 
R. (0 8 tr) ron yt,” ves oo (o te 8») 
(00%) of dbo (00 ) 
(00's) vo (0 0S) 
(oc%) oc (0 ¢ $9) 
(oc%) oc (0 C8) 
(d ¢ 8) = dc (dc 8) 
(bc%) _ 08% _ do _(b ¢ 8) 
(dq) oq. tée (dcr) 
.. a _ (ber) 
—— a dc (db) 
(ott) __ (2 2 bo (0 te’ ty) 
(dca) de de (deb) 
Wout) (28 , be (ty 0 ty'ta) 
(te d ca) de (t; dc 6) 
Atybea) _ ot _ co” Atibeb) 
(td ca) or cd (qdcb) 
(bea) _ [ aon (qb) 
(bdbca) db cb (adc) 
Weotits) | (28% | bo.ce'.c0 Atyote'te)_ 
(6b dca) de (dc)§ (adcb) 
ebenso: | 
(teotats) _ (98), bo.conco | (tote) 
(bdca) dc (dc)§ (adc b) 


(te o ty t;’) = (te Oo ty) 


- (st, oc.bo’. bo’ 
— N be (dc)? 


| (ty 0 ty te) — (ty’ 0 te’ te) 


(6 dca) 
__ 002 bo ye. co - ~ CO -€0) 
(5 dc (dc)? § =(< 
_— (oo) do (co + co’) ee (oo) 
(bc)> \ | “(be)5 
Da aber 
(bdca)—= (abcd) =— 





(adceb) = — (abcd) = — 


(adcb) 


pe {= 


-co(d0 + do’) 


bo—bo.bo) 
(be)? j 


a 
A 
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ist, so folgt 


_ (eo) 


(t, t t,t.) = por & {d0. co’ — co- do}, 
ak ws oo \4 mn —nm 4 
thet h=(c) S=fontmanbay} “4: 


Hierdurch wird das Volumen eines Tetraeders ausgedriickt, von welchem 
ein Paar Gegenkanten (t, t, und t,’ t,’) diejenigen beiden Strecken 
sind, welche auf. zwei Tangenten der cubischen Parabel durch ein 
Paar Schmiegungsebenen a 6 abgeschnitten werden. 

Vermittelst dieses Ausdrucks finden wir das Volumen des Tetra- 
eders, welches einer beliebigen Secante 

[tt | 
der cubischen Parabel als Schmiegungstetraeder zugehért; treffen nim- 
lich die Schmiegungsebenen + tc’ in den Punkten t t' der cubischen 
Parabel die Tangenten ¢¢ in den Punkten 
(¢c)—=c, (tr) =d, 
so ist (tt c’d’) das zur Sehne |tt'| gehérige Schmiegungstetraeder. 
Weil aber auf den beiden Tangenten ¢ und ¢ sowie auf der Schnitt- 
linie |@ B| = {|cb| durch die Gesammtheit der Schmiegungsebenen 
projectiv-ahuliche Punktreihen ausgeschnitten werden (s. 0. 1.), so haben 
wir durch die vier Schmiegungsebenen @ 6 tt die projectiv-ihnlichen 
Punktreihen: 
|t, tht | co {t,t Yt] eoledoo, 

woraus folgt: 


Wc Mi eet 
tite ty te cb 


Das Tetraeder, dessen Gegenkanten t,t, und t,’t,’ sind, hat mit 
dem Schmiegungstetraeder, dessen Gegenkanten t¢’ und ’t’ sind, diese 
Gegenkanten der Lage nach tibereinstimmend, nur der Grésse nach 
verschieden, denn beide Paare Gegenkanten liegen in den Tangenten 
¢ und ¢’, folglich verhalten sich die Volumina beider Tetraeder wie 
die Producte ihrer Gegenkanten: 





(ty tet,’ te) __ tite. ty te = = F 
Geet) te be’ oo? 


und hieraus folgt nach dem Vorigen: 
ee oo \6 ee mn'—nm' 6 
(Hed) =) = fem wee) 
Wir sind demgemiiss im Stande, das Volumen des zu einer be- 
liebigen Sehne | tt’ | der cubischen Parabel zugehérigen Schmiegungs- 
tetraeders zu bestimmen und erkennen, dass zwischen den drei Tetraedern 


(tt cd), (ttet'te’), (aber) 
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die’ Beziehung stattfindet: 
(t, tot,’ t,’)> = (tt cd’)? - (abcd). 

Die vier Punkte a 6 t t’ kénnen als willkiirlich gewihlt auf der 
cubischen Parabel angesehen werden; sie bilden ein Tetraeder, welches 
derselben einbeschrieben ist, und seine sechs Kanten sind Parabelsehnen; 
bestimmt man die diesen sechs Sehnen zugehérigen Schmiegungstetraeder, 
so erbalt man die oben bestimmten Werthe: 


zur Sehne |ab| das zugehérige Schmiegungstetraeder A, 


nisteeslthlot' fags SS 
» m» |atl x ” " “an) A, 
i Se eae: oh " (wee) 4 
” atl i ” Gwiw) 
, n [dtl » T r (ar +7) 4 


und das Product dieser sechs Schmiegungstetraeder ergiebt: 


(mn’— nm’) mn mn’) " 
? 


(m - n)8 (n’ + 1’) 
was nach dem in 4. gefundenen Ausdrucke (2) gleich ist 


i (abt t)}" also 


der neunte Theil des einer cubischen Parabel einbeschriebenen Tetraeders 
ist gleich der sechsten Wurzel aus dem Producte derjenigen sechs 
Schmiegungstetraeder, welche den sechs Kanten des ersten Tetraeders als 
Parabelsehnen zugehdren. 

Da das Volumen des zur Sehne | tt’ | zugehérigen Schmiegungs- 
tetraeders zu der sechsten Potenz der Strecke | po’ | in einem con- 
stanten Verhiiltnisse steht, dessen Werth unabhingig ist von der Lage 
der Punkte tt’, so schliessen wir: 

Die zu zwei beliebigen Sehnen der cubischen Parabel zugehirigen 
Schmiegungstetraeder verhalten sich zu einander, wie die sechsten Po- 
tenzen der beiden Strecken, welche die Schmiegungsebenen in den End- 
punkten je einer Sehne auf einem beliebig gewdhlten Schmiegungsstrahl 
(Schnattlinie irgend zweier Schmiegungsebenen) ausschneiden. 

Hieraus folgt auch: 

Bewegen wir in der Schnittlinie | aB\ zweier Schmiegungsebenen 
einer cubischen Parabel eine Strecke | 90’ | von unverdnderlicher Linge 
und legen aus den Endpunkten derselben die beiden (noch iibrigen) 
Schmiegungsebenen tt’ an die cubische Parabel, deren Beriihrungspunkte 
tt seien, so wird das zu der Sehne | tt’ | zugehirige Schmiegungstetraeder 
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von unverdndertem Volumen bleiben und zwar proportional der sechsten 
Potenz der Strecke | oo’ |. 


6. Wir bestimmen jetzt das Volumen des Tetraeders 
(cdtt’) 
indem wir den Punkt » zu Hilfe nehmen, in welehem |«b| von |ot| 
getroffen wird, 
Es war friiher (s. 0. 2.) das Verbiltniss ermittelt: 





[oe ae See Ke 
abo m§ +? bao m3 + nd 
Bezeichnen wir analog den Treffpunkt 
p = (o't', ab), 
so ist — a ae 1a 
; ab m+ ns ’ ba m+ n’3 
und es folgt: 
py m3 ns — n3m’s 


“ab (m3 $n) (m? + 8) | 
Nun ist aber das Verhiiltniss 
COD ay ES itt Bs Bile ts Ee, 
(p edt) po po (m + 0)? ? 
(s. o. 2.) also 





(febt) mw — ww ww met 
(p'cdt) (m’ + n’)? (m’ + n)8? 
(pebt) _ pp _ _n*m’s — min’? 
(acbt) ap (m3 +m3)? 
(act) 
: “ (acbb) = (m+n)? 
folglich 
(febt) _ ——_m3m3 — n'3 m8 
(acbb)  (m+n)3(m'+)3’ 
pe mn’ — mn’ 
(cbtt) = Gara’ pay Oo 
oder 
(cdtt’) = (mn — m'n) { mn’? + mm'nn’ + m?n® | 





(m + n)? (m' + n’)8 ’ 
ein Werth, von dem wir spiiter Gebrauch machen werden. 

Nehmen wir jetzt noch einen dritten Punkt »” auf der Schnitt- 
linie | #68 | =| cd] hinzu und legen durch ihn die Schmiegungsebene 
t’ an die cubische Parabel, deren Beriihrungspunkt t” sei, bezeichnen 
ferner das Verhiltniss 


alsdann besteht zwischen den fiinf Punkten des Raumes: cott’ t” die 
identische Relation: 


(cott’) = (t’dtt’) — (t’tt’c) + (t’t’ed) — (t’ edt), 











310 H. Scuroerer. 


welche sich auch so schreiben lasst 
(ctt't”) + (dtt’t’) = (cdtt’) + (cdt’t’) + (cdt’t). 
Die drei Tetraeder (cdtt’), (cdt’t”), (cdt”t) lassen sich nun ebenso 
bestimmen, wie vorhin das erste von ihnen d. h. durch A und die 


es.: nu mM m" ‘ ‘ , 
Verhiltnisse —) ars a ausdriicken; ihre Summe giebt: 
ene) eS. MOREY 34 
(m + 0) (m' +n’) (m + n)* (m* + n°")? (m+ n")§ (m + n>)? 
oder als Determinante dargestellt 


(ctt't”) + (dtt’ t) 





(m +- )3 (m’ + n’)3 (m” + n)8 
— ala ss 3 "3 "3 
= (an (mn)? On” En’ m m m 
ns ns ns 
mn(m--n) m’n’(m'+-n’) mn” (m"-+-n") | 
3A re 





3 "3 3 
“7 7 ee we mk ? 
“(nny an ny) mn - = ” | ’ 
n§ ns ns 


wo die Determinante noch weiterer Umformungen fahig ist, die wir 
hier unterlassen ; es geniigt uns zu erkennen, wie man im Stande ist 
die Summe der beiden Tetraeder 


(ctt t”) + (ott’t’) 
zu berechnen, welche ¢ und » zu Spitzen und das Dreieck, dessen 
Ecken drei beliebige Punkte der cubischen Parabel sind, zur gemein- 
schaftlichen Grundfliche haben. 

7. Die Methode, welche Archimedes anwendet, um ein Seg- 
ment der ebenen Parabel zu quadriren, liisst sich vermittelst der vor- 
hergehenden Betrachtungen unmittelbar iibertragen auf die cubische 
Parabel. Um das fiber der Sehne | ab| einer ebenen Parabel stehende 
Segment zu quadriren, bestimmt man auf dem Parabelbogen (ab) den- 
jenigen einzigen Punkt t, dessen Tangente parallel liiuft der Sehne 
|a6| und nimmt den Inhalt des Dreiecks (ath). In gleicher Weise 
wie mit der Sehne | ab| verfaihrt man jetzt mit den beiden Parabel- 
sehnen | at| und | tb| und so fort bis in’s Unendliche. Die Inhalte 
dieser Dreiecke bilden eine geometrische Reihe, deren Summe das 
Parabelsegment tiber der Sehne | ab| liefert, gleich */, von dem In- 
halte des Dreiecks, welches von der Parabelsehne | a 6 | und den beiden 
Tangenten in a und 6 eingeschlossen wird. 

Gehen wir jetzt von zwei beliebigen Punkten a und § der cubischen 
Parabel aus, nehmen ihre Tangenten a und b, ihre Schmiegungsebenen 
«B, bestimmen die Schnittpunkte 


(a, 8B) =¢c, (b, a) =» 








ce 


( 
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also das Schmiegungstetraeder (abcb) = A und die beiden Schmiegungs- 
parabeln a) 6@), von denen «® in der Ebene @ die Geraden | ca | und 
|cd| in a und » beriihrt, wihrend 6® in der Ebene #6 die Geraden 
| db | und | dc| in b und beriihrt; alsdann legen wir aus dem Mittel- 
punkte 9 der Strecke | pc | die beiden Tangenten an die Schmiegungs- 
parabeln e@®) B®, dann werden dieselben resp. den Sehnen | ad| und 
| bc| parallel laufen und bez. in den Punkten t, und t, berthren. Die 
Ebene [ot,t,] = 7 ist eine Schmiegungsebene der cubischen Parabel, 
die Verbindungslinie | t,t, |—¢ eine Tangente derselben und ihr Be- 
riihrungspunkt t liegt in der Mitte der Strecke | t,t, |. Dies ergiebt 
sich unmittelbar, wenn wir dem friiheren allgemeinen Verhiltniss 


~ den besonderen Werth 


beilegen. Die Summe der beiden Tetraeder, welche ¢ und > zu Spitzen 
und das der cubischen Parabel einbeschriebene Dreieck (ath) zur ge- 
meinschaftlichen Grundfliche haben, ergiebt nach der vorigen Formel 


(in 6.) den Werth +A, den man erhilt, indem man die Werthe 


setzt; denn den drei Punkten » 9 ¢ auf der Geraden | a 6| entsprechen 


diese Werthe 01 co des allgemeinen Verhiiltnisses = (s. o. 2.) und 
gleichzeitig auf der cubischen Parabel die drei Punkte 6 t a. 

Wir kénnen jetzt weitergehen, indem wir mit jeder der beiden 
Parabelsehnen | at| und | th| ebenso verfahren, wie vorhin mit der 
Sehne | ab!. Wir werden also auf dem Parabelbogen (at) einen Punkt 
t’ und auf dem Parabelbogen (th) einen Punkt t” in gleicher Weise 
zu construiren haben, wie vorhin auf dem Parabelbogen (ab) den 
Punkt t. Der Punkt t wurde aber dadurch gefunden, dass wir fiir 
den Bogen (ab) das zugehérige Schmiegungstetraeder (abcd) con- 
struirten und aus der Mitte » zwischen | )¢| die Schmiegungsebene + 
an die cubische Parabel legten, deren Beriihrungspunkt t war. Fiir 
die Sehne | at | ist das Schmiegungstetraeder (atqt,) und fiir die Sehne 
|th | ist es (tht,r) (s. o. 3.). Anstatt nun aus der Mitte der Strecke 
|t,q | die Schmiegungsebene t’ an die cubische Parabel zu legen, 
kénnen wir aus demjenigen Punkte o’, der in der Mitte von |oc| liegt, 
die Schmiegungsebene legen, welche mit rt identisch sein wird, weil 
alle Schmiegungsebenen die Tangenten |cb| und |t,q| der Schmiegungs- 
parabel a) in zwei projectiv-ihnlichen Punktreihen schneiden. Ebenso 
kénnen wir anstatt aus der Mitte der Strecke | t,r | aus dem Mittel- 
punkt 9” der Strecke | do | die Schmiegungsebene t” an die cubische 
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Parabel legen, deren Beriihrungspunkt t” ist; oder mit andern Worten: 
Wir theilen die Strecke | )¢| nicht wie vorhin durch » in zwei gleiche 
Theile, sondern jetzt durch 9’ 9 9” in vier einander gleiche Theile und 
legen aus 9 » 9” die Schmiegungsebenen 1’ tt” an die cubische Parabel, 
deren Beriihrungspunkte ttt” die gesuchten Punkte sein werden. 

Die Summe der beiden Doppelpyramiden, welche ¢ und » zu 
Spitzen und die Dreiecke (att) und (tt’b) zu gemeinsamen Grund- 
flichen haben, ergiebt (6.) das Volumen: 

3A - a : 

Mit jeder der vier Parabelsehnen | at’ |, | t't|, | tt’|, | t’b| ver- 
fihrt man jetzt weiter in gleicher Weise, wie vorhin mit der Sehne 
|ab|. Es ist aber leicht einzusehen, dass man nur noéthig hat, die 
vier Strecken | cy’ |, | 9’ 9 |, | 90" |, | 0”d| zu halbiren oder, was das- 
selbe sagt, die Strecke | cp | in acht gleiche Theile zu theilen und aus 
den Theilpunkten die Schmiegungsebenen an die cubische Parabel zu 
legen, deren Beriihrungspunkte die entsprechenden Punkte auf der 
cubischen Parabel sein werden. Die Summe der vier Doppelpyramiden, 
welche ¢ und > zu Spitzen und die vier neuen der cubischen Parabel 
einbeschriebenen Dreiecke zu gemeinsamen Grundfliichen haben, er- 
giebt das Volumen: 


17 
3A: Qu” 


Im Aligemeinen zeigt sich, dass, wenn man die Strecke | ¢d| in 
2"+1 gleiche Theile theilt, aus den Theilpunkten die Schmiegungs- 
ebenen an die cubische Parabel legt und die Beriihrungspunkte der- 
selben in der angegebenen Weise zu 2" Dreiecken zusammenstellt, 
welche der cubischen Parabel einbeschrieben sind, die Summe der 
Doppelpyramiden, welche ¢ und » zu Spitzen und diese Dreiecke zu 
gemeinsamen Grundflichen haben, das Volumen ergiebt: 

sh, +! 
8 otn ? 





allein diese Berechnung wird etwas umstiindlich*) und kann ersetzt 
werden durch eine sehr einfache Infinitesimalbetrachtung, welche wir 
sogleich anstellen wollen. 


*) Setzt man nimlich 


as OTe’: 2 gy! ugh, th 
m+n oF > m+n gr? m’ +n" gy ? 
so wird die obige Determinante (in 6) 
1 1 1 
A 3A 
2°” fe— 1) e (e+ 1) - g5v—1 (1-4+3-2"9— 39%) 


| (2” —e-+1)° (27—e)* (2?—e—1) 








2s OG ee @ 


oe 


= oo 2k oe 
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Wir bemerken nur noch, dass die Gesammtheit aller Doppel- 
pyramiden, wenn wir die vorige Operation bis ins Unendliche fort- 
setzen, zu dem Volumen fiihrt, welches begrenzt wird von den beiden 
Kbenen [cab], [dab] und den Stiicken von Kegeloberflichen (3. 0.) 
die wir erhalten, wenn wir c und } mit simmtlichen Punkten des 
Parabelbogens | ab | durch Strahlen verbinden. Die Bestimmung dieses 
Volumens fiihrt ebenso, wie bei der ebenen Parabel auf die Summa- 
tion geometrischer Reihen, nimlich 

16 
—ta+B)—$a 


8 - 2°" 44 3 7 1 S7 1 
14a St -3 4S a 2*” 
0 v 
Wir unterlassen die nahere Ausfihrung dieses Weges, den wir 


.U 

nur desshalb angedentet haben, um erkennen zu lassen, wie derselbe 
Gedankengang, welcher Archimedes zur Quadratur der ebenen Parabel 
fiihrte, auf die cubische Parabel iibertragen werden kann. Zu dem- 

selben Resultat gelangen wir viel kiirzer auf nachfolgendem Wege. 
8. Wir haben in 6. das Tetraedervolumen bestimmt: 

, n —nm) {m?n'n’ + mnm'n + n?m'm 

(ebtt) = ce ee 

wo t und ¢’ die Beriihrungspunkte zweier Schmiegungsebenen bedeuten, 
die aus den Punkten 9 und 9 der Geraden |cb| an die cubische 
Parabel gelegt wurden und die Punkte » und 9’ durch die Verhiltnisse 


do m bo m 


ec 4 s)6hUe 
bestimmt wurden; ersetzen wir diese Verhiiltnisse durch die Buch- 
staben r 
= 
n 











- 
= x, - = x, 
ot (a! — a) (a* + wa’ + aa’) 

, 2 — 2X) x “2x “xx 

(ott) —— “ay apater 4 

und denken uns die Werthe xx’ einander unendlich genihert , wodurch 
auch die Punkte tt’ einander unendlich nahe riicken und | tt’ | in ein 
Bogenelement der cubischen Parabel tibergeht, dann wird die rechte 
Seite der obigen Gleichung in das Differential 


und die Summe fiir g=1,3,5,7...2”—1 giebt 


(4 + g*r-*) 
34 Po ? 





oder wenn fiir »—1—m gesetzt wird 


34 (142°") 
Me 


gin 
2 
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ada 
— 384 (i+-ay 


iibergehen und die linke Seite in ein ‘'etraedervolumen, welches zu 
einer Kante die endliche Strecke | cb) | und zur Gegenkante die un- 
endlichkleine Strecke | tt'| hat. Dies Tetraeder wird begrenzt von 
den vier Dreiecken: 


(edt), (cdt’), (ctt’), (dtt’). 

Lassen wir nun den veriinderlichen Punkt » die ganze Strecke 
von > bis ¢ successive durchlaufen, so wird die Veriinderliche « die 
Werthe von 0 bis co annehmen (s, 0. 2.) und der veriinderliche Punkt t 
successive den Bogen der cubischen Parabel von } bis a durchlaufen. 
Bilden wir die Summe aller dadurch erhaltenen unendlich-schmalen 
Tetraeder, so schliessen sich die Seitenflichen 

(cdt), (cdt), (edt), (cdot). 

an einander an und wir erhalten ein Volumen, an hes begrenzt wird 
von der ersten Seitenfliiche [cd)b] = 6 und der letzten [cba] = @ und 
von den unendlich-schmalen Dreiecken, die ¢ und » zu Spitzen und 
die simmtlichen Bogenelemente | tt’ | des Curvenbogens (ba) zu ge- 
meinsamen Grundlinien haben. Diese Dreiecke erfiillen zwei Stiicke 
von Kegeloberfliichen (3. O.), welehe ¢ und » zu Spitzen und die 
Strahlen nach siimmtlichen Punkten des Parabelbogens (ba) zu Kegel- 
strahlen haben. Auf der rechten Seite der obigen Gleichung ergiebt 
aber die Summe das Integral 


s wda 
— 3A f WE oF 
0 


und wenn wir den Parabelbogen in der umgekehrten Richtung von a 
bis 6 durchlaufen den entgegengesetzten Werth. 
Nun ist 


* atdx rays a 2 ae. 
Jare-J Pes tt- ws: 


also erhalten wir fiir das beschriebene Volumen den Werth: 


A 
10 


und kénnen demgemiiss folgendes Resultat aussprechen: 

Legt man an zwei beliebigen Punkten a und \ einer cubischen 
Parabel die Tangenten a und b, die Schmiegungsebenen « und B und 
bestimmt die Treffpunkte 

(a, B)=c, (b,a@)=—d 
also das Schmiegungstetraeder (abcd) = A, so schliessen die beiden 
Schmiegungsebenen « B und die beiden Stiicke von Kegeloberflichen (3. O.), 
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welche aus ¢ und » durch den Parabelbogen (ab) gelegt werden, ein 
Volumen ein, welches ein Zehntel von dem Volumen des Schmiegungs- 
tetraeders & ist. 

Zieht man dieses Volumen von dem des ganzen Schmiegungs- 


tetraeders A ab, so bleibt ~ A, also erhalten wir den schon in 7. 
gefundenen Satz: 

_ _Projicirt man aus den Ecken ¢ und » des Schmiegungstetraeders 
den geschlossenen Umring, welcher von der Parabelsehne | ab | und dem 
Parabelbogen (ba) gebildet wird, so schliessen diese beiden conischen 


» ° ° 9 ° 
Fliichen ein Volumen ein, welches » von dem Volumen des Schmiegungs- 


1 
tetraeders ist*). 

Dieser Satz ist das Analogon zu der Kigenschaft der ebenen 
Parabel, wonach der Inhalt eines Parabelsegmentes gleich ; von dem 


Inhalte des Dreiecks ist, welches die zugehérige Parabelsehne und die 
Tangenten in den Endpunkten derselben einschliessen. 

Wir gelangen zu einem weiteren Resultat, wenn wir das in 4. er- 

mittelte Tetraedervolumen: 
» _  9(mn’ — nm’) mnm'n’ _ 
(abtt) =- (m + )3 (m’ + n’)8 A 
in Betracht ziehen, die Punkte tt’ einander unendlich nahe riicken 
und den veriinderlichen Punkt » successive die ganze Strecke von » 
bis ¢ durehlaufen lassen. Die rechte Seite der letzten Gleichung geht 
dann in das Differential iiber 
wdax 
— 94 ata 

und die linke Seite in das unendlich-schmale Tetraeder, von dem eine 
Kante | ab | und die Gegenkante das Bogenelement | tt’ | der cubischen 
Parabel ist. Dieses Tetraeder wird begrenzt von den vier Dreiecken 

(abt), (abt’), (att’), (btt’). 

Bei der Veriinderung des Punktes 9 auf | »c| wird der veriinder- 
liche Parabelpunkt t den Parabelbogen von b nach a durchlaufen, wiihrend 
0 von d nach ¢ geht. Bilden wir die Summe aller dadurch erhaltenen 
unendlich-schmalen Tetraeder (abtt’), so schliessen sich die Seiten- 
fliichen 

(abt), (abt), (abt’)... 


an einander an, und wir erhalten ein Volumen, welches begrenzt 


*) Diesen so wie den sogleich folgenden Satz hat Herr Ad. Hurwitz in 
dem hier vorangehenden Aufsatze: ,,Hinige allgemeine Sdize tiber Rawmceurven* 
(pag. 287—292 des vorliegenden Annalenbandes) ausgesprochen. Einer brieflichen 
Mittheilung desselben verdanke ich die Anregung zur vorstehenden, allerdings 
von wesentlich verschiedenen Gesichtspunkten ausgehenden Untersuchung, 





——— 
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wird von der ersten Seitenfliiche [abd] und der letzten Seitenfliche 
fabc] und von den unendlich-schmalen Dreiecken, die wir erhalten, 
indem wir a und 6 mit siimmtlichen Bogenelementen | tt’ | des Parabel- 
bogens (ba) verbinden; auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
ergiebt die Summation das Integral 


ao 
= ~ eda Sab 5 3A 
94 | (a+a)* 10? 


uv 


oder, wenn wir den Parabelbogen in der umgekehrten Richtung von a 


nach 6 durchlaufen, + . Da die Ebenen [abd] und [bac] er- 
halten werden, indem man den Punkt a mit der Tangente der cubi- 
schen Parabel in 6, und den Pankt 6 mit der Tangente der cubischen 
Parabel in a durch je eine Ebene verbindet, oder, was dasselbe sagt, 
indem man a mit dem ersten Bogenelement (in 6) und 6 mit dem 
letzten Bogenelement (in a) verbindet, so liisst sich das Resultat so 
aussprechen : 

Sind a und b zwei beliebige Punkte einer cubischen Parabel, und 
zieht man aus denselben nach sdéimmtlichen dazwischen -liegenden Punkten 
des Parabelbogens (ab) Strahlenpaare, deren Aufeinanderfolge Stiicke 
von zwei Kegeloberfliichen (2. O.) bilden, so schliessen dieselben ein 
Volumen ein, dessen Werth = - A ist, wo & das Volumen des 
Schmiegungstetraeders fiir die Parabelsehne | ab | bedeutet. 

Dieses Volumen ist also ein Drittel von dem zuletzt ermittelten 


Volumen (= A) und dreimal so gross als das vorher (8.) ermittelte 


Volumen (*). 


9. Kin weiteres RKesultat erschliessen wir aus dem (in 4.) berech- 

neten Volumen des Tetraeders: 
oi __ (mn’ — nm’) mnm'n’ 
(00 8,8,) = (m -+- n)§ (m' + n’)3 4, 

wenn wir die Punkte oo einander unendlich nahe riicken und den 
verinderlichen Punkt » die ganze Strecke | pc| von » nach ¢ hin 
durchlaufen lassen. Die rechte Seite der Gleichung geht dann tber 
in das Differenzial 


veda 
— 4a Far 
und die linke Seite driickt das Volumen eines unendlich-schmalen 
Tetraeders aus, von dem eine Kante die unendlich-kleine Strecke 
| oo | ist und die Gegenkante auf der Schnittlinie zweier unendlich- 
nahen Schmiegungsebenen, d. h. auf einer Tangente der cubischen 
Parabel dasjenige Stiick ist, welches durch die beiden festen Schmiegungs- 








_ a, @B@ 42 @ 


a on ir 2 
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ebenen «@f ausgeschnitten wird. Trifft also die Tangente in dem 

Punkte t der cubischen Parabel die beiden Schmiegungsebenen a resp. 

in den Punkten t,t,, so wird das vorige unendlich-schmale Tetraeder 
(0 0't; ty). 

Bei der Veriinderung des Punktes » auf der Geraden | p¢ | durch- 
laufen die Punkte t, und t, die Bégen von » bis a und von b bis ¢ 
der ebenen Schmiegungsparabeln a) B® in den Schmiegungsebenen 
a B. Die Kante | t,t, | bestreicht ein Stiick der geradlinigen abwickel- 
baren Oberfliiche 4. O., welche von siimmtlichen Tangenten der cubi- 
schen Parabel beschrieben wird und die wir kurz ,,Tangentenfliche“ 
nennen wollen, 

Die Summe siimmtlicher unendlich-schmalen Tetraeder (yo't, ty) 
setzt sich zusammen zu einem einzigen Volumen, welches begrenzt 
wird von den beiden Schmiegungsebenen @f und jenem von | t,t, | be- 
strichenen Stiick der Tangentenfliche. Denn von den vier Seitenfliichen 
des obigen Tetraeders 


(oo't,), (o0't,), (Ot, t,), (0’t, te) 
bleiben die beiden ersten in festen Ebenen 
[ov't]J =a, [oot]=— 6 
und die Kante | 99’ | bleibt in der festen Geraden | @B|, wihrend die 
Gegenkante | t,t, | ein Stiick der Tangentenfliche bestreicht und ihre 
KEndpunkte t,t, in den Schmiegungsebenen « 6 Stiicke der Schmiegungs- 
parabeln durchlaufen. 
Die auf einander folgenden Ebenen 
[otyt.], [ott], [o’t,"t,"]... 
sind als unendlich nahe Schmiegungsebenen der cubischen Parabel 
zugleich die auf einander folgenden Beriihrungsebenen der Tangenten- 
fliche und wiihrend » die Strecke | p¢ | durchliiuft, also der Beriihrungs- 
punkt t den Bogen der cubischen Parabel von § bis a durchliuft, 
wird die Ebene [ot,t,] = t+ von der Schmiegungsebene # bis zur 
Schmiegungsebene @ die dazwischenliegenden Schmiegungsebenen t 
durchlaufen. 
Fassen wir also den geschlossenen Umring auf, welcher gebildet wird 
von den beiden Strecken |ac| und |6d| einerseits und von den beiden 


Parabelbogen ad und be der Schmiegungsparabeln «® B® andererseits, 
so gehen durch denselben sowohl die beiden Ebenen [cad] =a und 
[cb>] = 6 als auch das von simmtlichen Tangenten der cubischen 
Fliiche, die zwischen | ac{| und |6d| verlaufen, gebildete Stiick der 
Tangentenfliiche. Das Volumen, welches diese durch den obigen Um- 
ring gehenden beiden Begrenzungsflichen einschliessen, ist die Summe 
aller Tetraeder (o0't,t,), wiihrend » die Strecke | b¢| durchliiuft. 
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Wir erhalten demnach das beschriebene Volumen gleich 


wo 
° atdx A 
a A fa +x ~~ 30? 
0 


oder wenn wir den Bogen der cubischen Parabel anstatt von 6 nach 


a in der umgekehrten Richtung von a nach b durchlaufen = + o. 
und kénnen nunmehr folgenden Satz aussprechen: 

Legt man in zwei Punkten a und b einer cubischen Parabel die 
Tangenten a und b, die Schmiegungsebenen « und B und bestimmt die 
Schnittpunkte: 

(a,B)=c, (b,a)=2d, 
also das Schmiegungstetraeder (abcd) = 4, dann schneiden die stimmt- 


lichen Scheniegungsebenen lings des Bogens ab der cubischen Parabel 
die festen Schmiegungsebenen «B in den Tangenten der Schmiegungs- 
parabeln «®) B® ldngs der Parabelbigen von « bis > in a&®, und von 
b bis ¢ in B™; diese beiden Parabelbigen und die beiden Tangenten 
jac| und | bd| bilden einen geschlossenen Umring, durch welchen einer- 
seits das Ebenenpaar |acd|) = « und [bcd] = B und andererseits ein 
Stiick der Tangentenfliche (4. O.) der cubischen Parabel geht, beschrieben 


von stimmtlichen zwischen | ac | und | bd | verlaufenden Tangenten lings 


des Bogens ab der cubischen Parabel. Das Volumen, welches diese 
durch den Umring gehenden beiden Begrenzungsflichen einschliessen, ist 


yan ‘ = ; 
=z» cm Dreissigstel von dem Volumen des Schmiegungstetraeders. 
Ziehen wir dieses Volumen von dem des ganzen Schmiegungs- 
_ 29 ‘ . 
tetraeders ab, so erhalten wir 3 gleich dem Volumen, welches 


eingeschlossen wird von den beiden Segmenten der Schmiegungs- 
parabeln a@® 6?) iiber den Sehnen | ad| und | b¢!|, von den beiden 
Dreiecken (abc) und (abd) und von dem Stiick der Tangentenfliche, 
welches die Tangenten | ac|, | bd| und die Parabelbiégen ad und b¢ 
der Schmiegungsparabeln a B® begrenzen. 

Dies Resultat kénnen wir kiirzer auch so aussprechen: 

Die geradlinige abwickelbare Fliche 4. O., welche von siimmtlichen 
Tangenten der cubischen Parabel gebildet wird, theilt ein beliebiges 
Schmiegungstetraeder (abcd) = A derselben allemal in zwei solche Stiicke, 


deren Volumina sich zu einander verhalten°- = 29:1, indem das der 


Kante | cb | anliegende Stiick =3 und das der Kante ab| an- 


liegende Stiick = = A ist. 


Breslau, den 15. November 1884. 
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Zur Transformation der Thetafunctionen einer Verdnderlichen. 


Von 


Martin Krause in Rostock. 


Die Transformationstheorie der Thetafunctionen einer Verinder- 
lichen stellt es sich zur Aufgabe fiir einen beliebigen Transformations- 
grad die transformirten Thetafunctionen als ganze rationale Functionen 
der urspriinglichen auszudriicken. Im folgenden soll eine allgemeinere 
Fassung des Problems gegeben werden, welche sich fiir eine gewisse 
Reihe von Untersuchungen von der gréssten Bedeutung zeigt. Wir 
stellen das Problem so: Es sollen zwischen den stimmtlichen trans- 
formirten Thetafunctionen und den urspriinglichen die méglichst allge- 
meinen Beziehungen hergestellt werden. 

Die Lésung dieses Problems mége im folgenden kurz angebahnt 
werden. 

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass der Transformations- 
grad m eine ungerade Zahl sei, beschriinken uns ferner auf die be- 
kannten Reprisentanten. Ist dann 
tr — 16€ 


v = tv, °= i ? 


tt, =n, 
so folgt: 


n—1 
i a 
8, (v', v) => Ly. Dy"?! (v) . B24 (v) . 
0 


Durch Substitution halber Perioden ergeben sich hieraus die ent- 
sprechenden Formeln fiir die tibrigen Thetafunctionen. 

Die Constanten 2, kénnen auf doppelte Weise dargestellt werden, 
erstens mit Hiilfe der Gréssen 0, ( ets und zweitens als rationale 
Functionen der urspriinglichen und der transformirten Thetafunctionen 
fiir die Nullwerthe der Argumente. (Cf. Vorlesungen tiber die Theorie 
der elliptischen Functionen von Kénigsberger; meine eigene Arbeit 
in den Acta mathematica, 3, pag. 93; Zur Transformation der Theta- 
functionen von Miiller, Grunerts Archiv, Band 1, 2' Reihe). 
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Mit Hiilfe derselben Principien folgt dann, dass wenn 4,(v’, t’) 
und #,(v", ct”) zwei willkiirliche Reprisentanten bedeuten, dass dann 
eine Gleichung von der Form besteht: 


By (v', t') = c. By (v", t”) +> a. By" *! (v) . &,?' (v) 


wobei die letzte Summe iiber genau dieselben Verbindungen zu nehmen 
ist, wie vorhin, mit Ausnahme einer einzigen. Es ist dieses dadurch 
angedeutet, dass die Summe mit einem Strich versehen ist. Solcher 


Gleichungen giebt es oth verschiedene, Diejenige Art der Coeffi- 


cientenbestimmung, die sich zuerst darbietet, bestiinde in der Elimina- 
tion je eines Gliedes aus den beiden urspriinglichen Gleichungen, 
welche fiir die beiden Reprisentanten gefunden sind. Jedenfalls folgt 
fiir die Constanten in dieser Gleichung das analoge, wie fiir die Con- 
stanten in der urspriinglichen Gleichung. Auch sie kénnen auf doppelte 
Weise bestimmt werden. 

Indessen diirfte diese Darstellungsart wesentlich neue Resultate 
nicht liefern. Es empfiehlt sich daher von directen Methoden Gebrauch 
zu machen. 

Dazu denken wir uns aus der urspriinglichen Gleichung durch 
Substitution halber Perioden die drei andern entwickelt, welche die- 
selben Constanten haben, verbinden ferner mit den urspriinglichen 
alle andern Gleichungen, die zwischen denselben zwei Repriisentanten 


bestehen. Wir erhalten dann 4 ae. Gleichungen mit en ) 


Unbekannten die linear auftreten. Diese Gleichungen haben die Form: 








&)(v', t’) Bove", t") (v”, c”) ~~ 
2," .—_o-* == -f,-,.". x A 31. 8,* Sn*(u,x 
3B" (@, 2) 38" (@, 2) +2 a (Wm), 
02 +n @&(v', 7c) wn pt @e(0", <') 
+ BP," cn et oe ee 2 f . SS 
05 0 (u ic) 8," (v, 2) 00 ) 8," (v, 2) 





4+. > 21.87-1.9, .cn*™—**(u, x). dn®! (u, x), 


Os -8,"-dn(u',c’)- Sol, t) ane» Mi, -3,"-dn(u", ce”) « Soe) (e of) 
% #," (v, 1) % # :(%, t) 


+ > 21. 891.8,2!.dn-2(u, %). cn?! (u, x), 





"—1 f"a0§ ee 
— @ ‘ Ve a, (v’, r’) 7 0,” ital % (v”, ¢ ) 

—1) 2 .—*-.."-sn . = 2 ese-(— 1) 2 . —--§,%.8 u", ow" 
ee el a(t) eh ies ease coll ," (v, 2) 


te 't.® a= 88 98 get! (us, 2). 
2 3 
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Dabei ist: 





, , ’ U 0,"2 ” ” ” ue 0,” 2 
u= 7.9.0, w= 2-0, 2.0 tu. 2, w= 2 0,"? 0 teu or 
3 8 
. a, ’ 0. 2 ” 0,2 , , 
k = af ; C= 0/2? CC == rot .(0, T) = Ba; Ba (0, T) = i 
3 3 3 


9.(0, t”) = 0,”. 


Wir denken uns nun beide Seiten dieser Gleichungen nach Potenzen 
von wu entwickelt. Die Coefficienten in der Entwickelung der ellipti- 
schen Functionen sn(u, x), cn(u, x), dn(w, x) und ihrer Potenzen 
resp. Producte sind rationale Functionen der urspriinglichen Theta- 
functionen fiir die Nullwerthe der Argumente, die Coefficienten in 
der Entwickelung der elliptischen Functionen mit den Argumenten «’ 
resp. «’ und den Moduln ¢’ resp. c” sind rationale Functionen der 
urspriinglichen und der transformirten Thetafunctionen fiir die Null- 
werthe der Argumente, der Gréssen @,, 0,’, Oc’. Die Entwickelungs- 


Ho (v", 8") 


coefficienten bei den Functionen G(0, ¢) ) sehen wir mit 


#" (v, t) &" (v, t) 
Ausnahme des constanten Gliedes simmtlich als Unbekannte an, ob- 
gleich zwischen ihnen leicht herstellbare Relationen bestehen. 

Dann folgt, dass alle Coefficienten sich als rationale Functionen 
der urspriinglichen und der transformirten Thetafunctionen ausdriicken 
lassen, der Gréssen @,, 0,', 02”, es folgt ferner, dass zwischen diesen 
Gréssen unendlich viele rationale Beziehungen bestehen. 

Zweitens kann die Constantenbestimmung mit Hiilfe der Theta- 
functionen vorgenommen werden, deren Argumente Theilwerthe sind. 
Die Vergleichung der verschiedenen Ausdrucksformen liefert interessante 
Beziehungen zwischen den soeben genannten Gréssen, den urspriing- 
lichen und den transformirten Thetafunctionen. 

In ahnlicher Weise kénnen zwischen je drei, vier etc. Repriisen- 
tanten Beziehungen hergestellt werden. Es ist klar, dass die Zahl 


derselben iibereinstimmt mit der Zahl der Combinationen von ort 
Elementen zu je 2, 3, ete. ... 

Hierbei ergiebt sich dann von selbst das Problem, zwischen je 
n+ 
2 
Auflésbarkeit desselben folgt unmittelbar aus den vorhin gemachten 
Bemerkungen. Falls » eine Primzahl ist, erhalten wir den bekannten 

Jacobi’schen Satz. Wir kénnen ganz allgemein so sagen. 
Bezeichnet man die Zahl der von einander verschiedenen Re- 
prisentanten @,(v', t’), mit R, so sind diese Gréssen die Lésungen 
eines Systems von ebensovielen linearen Gleichungen. Die rechten 
22* 


+ 1 Repriisentanten lineare Beziehungen herzustellen. Die 
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Seiten bei R — ™ : + derselben sind Null , bei den tibrigen gleich 


snail 
92-2! (v).92"(0) [t= 0,1,-+-, = ii 


Die Constanten kénnen auf mehrere, principiell von einander ver- 
schiedene Arten bestimmt werden. Die Zahl der Ausdrucksformen ist 
eine unendlich mannigfache. 

Die niahere Ausfiihrung der soeben mitgetheilten Methoden fihrt 
za einer grossen Fiille wichtiger, grésstentheils neuer Thetarelationen, 
wie an anderem Orte gezeigt werden wird. 


Warnemiinde, September 1884. 




















Zur Transformation der Thetafunctionen zweier Verianderlichen. 





Von 


Martin Krause in Rostock. 


Im Folgenden sollen die Methoden der Transformationstheorie, wie 
sie von Gépel und Hermite aufgestellt sind, dazu angewandt wer- 
den, um eine Reihe wichtiger Probleme in der Theorie der Theta- 
functionen zweier Verinderlichen zu lésen. 

Erstens soll das Problem behandelt werden, die Differentialquo- 
tienten der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung und gewisser 
einfacher Verbindungen derselben durch die Functionen selbst auszu- 
driicken. Bei Anwendung ihnlicher Methoden wie sie Desirée An- 
drée in der Theorie der elliptischen Functionen gebraucht hat, fihrt 
dieses Problem in seinen Consequenzen zu der Entwickelung der 
hyperelliptischen Functionen in Potenzreihen. 

Zweitens soll die Umkehrung der vorigen Aufgabe vorgenommen 
werden d, h. es sollen die Potenzen und eine Reihe von Producten der 
hyperelliptischen Functionen durch die Functionen, gewisse einfache 
Verbindungen derselben und ihre Differentialquotienten linear ausgedriickt 
werden. Es wird hierdurch die Frage nach Reihenentwickelungen der 
Potenzen und Producte der hyperelliptischen Functionen auf das Problem 
zuriickgefiihrt, die Functionen selbst und gewisse einfache Verbindungen 
derselben in Reihen zu entwickeln. 

Drittens soll das eigentliche Transformationsproblem in einer Fassung 
behandelt werden, die allgemeiner ist als die bisher behandelte. Die 
Transformationstheorie, wie sie bisher aufgestellt worden ist, lehrt fiir 
einen jeden Transformationsgrad eine beliebige transformirte Theta- 
function durch die urspriinglichen ganz und rational ausdriicken. 

Hier wollen wir nun die Theorie so fassen, dass wir nach még- 
lichst allgemeinen Beziehungen zwischen den transformirten und den 
urspriinglichen Functionen suchen d. h. nach Beziehungen, die nicht 
nur zwischen einer transformirten und den urspriinglichen Functionen 
bestehen, sondern zwischen beliebig vielen transformirten und den ur- 
spriinglichen, Bei dieser Auffassungsweise fallt von selbst als ganz 
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specieller Fall ein Satz heraus, der in neuester Zeit der Gegenstand 
einer ausfihrlichen Arbeit geworden ist und zwar in einer Gestalt, 
welche als die naturgemiisse bezeichnet werden diirfte, wenn man sich 
auf den Boden der Transformationstheorie stellt, 

Im 96'* Bande des Crelleschen Journals beweist nimlich Herr 
W iltheiss den Satz, dass, wenn eine ungerade Primzahl ist, zwischen 
den 1-+"- n»?~+ n® Reprisentanten eines ganz bestimmten Systems 


i+n+n?+ n§ — mids * lineare Beziehungen bestehen. Die Coef- 


ficienten derselben werden bestimmt. Bei der von mir eingeschlagenen 
Methode zeigt es sich nun, dass bei derselben Beschrinkung von n 
zwischen den Repriisentanten eines beliebigen Systems 1+ + n?+ n° 
_— ott lineare Gleichungen bestehen, dass ferner wt} Ausdriicke 
hergestellt werden kénnen, die sich aus denselben Reprisentanten 
linear zusammensetzen und gleich gewissen einfachen Verbindungen 
der urspriinglichen Thetafunctionen sind, namlich gleich Ausdriicken 
von der Form ,%(v,, v,). Ox? (v1, Uo) - BY (v1, Vp) - Ba? (v,, v1). Es 
kann dieses Resultat auch folgendermassen ausgedriickt werden: Es 
sind die 1+ n+ n?+ n' Repriisentanten eines beliebigen Systems 
die Unbekannten eines Systems von ebenso vielen linearen Gleichungen. 
Die rechten Seiten von 1+n+ n?+ n§ — =* !  derselben sind 
Null, wiihrend die rechten Seiten der iibrigen die Form haben: 
Fat (Vj, Va) « BP (1, V2) « Be’ (01, Vp) . Ba’ (0, Vp). 

In allen diesen Gleichungen sind die Coefficienten rationale Func- 
tionen der urspriinglichen und der transformirten Thetafunctionen fiir 
die Nullwerthe der Argumente, kénnen aber auch auf andere Arten 
ausgedriickt werden. 

Bei dieser Auffassungsweise wird dann zu gleicher Zeit das Problem 
gelist, die Potenzen wnd gewisse Producte der Thetafwnctionen in 

‘ourier'sche Reihen zu entwickeln. 

Bei Anwendung der Methoden, die in friiheren Arbeiten des Ver- 
fassers entwickelt worden sind, ergeben sich ferner eine grosse Reihe 
weiterer Beziehungen zwischen den Wurzeln der Multiplicator- und 
Modulargleichungen. Schon in der Theorie der elliptischen Functionen 
ist es bisher nicht méglich gewesen die Functionalbeziehungen, welche 
in der Transformationstheorie bestehen, in expliciter Form allgemein 
herzustellen — um so viel weniger in der Theorie der hyperelliptischen 
Functionen. Es muss daher eine jede Methode von Bedeutung sein, 
welche zwar nicht jene Gleichungen kennen lehrt, aber doch Mittel 
an die Hand giebt, um Beziehungen zwischen den Wurzeln herzuleiten. 

Die zu entwickelnden Sitze sollen im folgenden nicht in der all- 
gemeinsten Form aufgestellt werden, Es gestaltet sich alles einfacher 
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und iibersichtlicher, wenn man von speciellen Thetafunctionen ausgeht. 
Es lassen sich die allgemeinen Sitze aus den auf diese Weise erhaltenen 
speciellen ohne alle Miihe ableiten. Unter solchen Umstiinden kann 
von der Aufstellung der allgemeinen Sitze abgesehen werden, 


$1. 
Darstellung der Differentialquotienten der hyperelliptischen Functionen 
und gewisser Verbindungen derselben. 


Betrachten wir zuniichst den Ausdruck 


geet Fo (M1, U2) 


for, (Vy » V2) = B7*(v, , V2) - et 
so hat derselbe jedenfalls die Form: , 
+o +o 
> > aor @2 Hi (me, + nr) 
—-2 —o@ 


wobei die Gréssen ¢,,, constante Gréssen bedeuten. Ferner aber leistet 
der Ausdruck den Gleichungen Gentige: 


for (% + 1, %) = — far (Os 02) fame (Ms V2 + 1) = fear (%, %), 
fox, (Oy 4) Vo-AT 2) = — CMR M Ten), fop,- (01, V9), 
foi, r(Vy AT 429 VaR Tq) = — EPR EM Corte) , fox, (V, » Vp). 
Drittens endlich ist der Ausdruck eine ungerade Function der Ver- 
iinderlichen v, und v,. Hieraus folgt, dass nur 2k? Constanten Cn» 
willkirlich bleiben kénnen. 

Wiire es daher mdglich, 2k? linear von einander unabhingige 
Functionen von v, und v, @q_(v,,,) zu bestimmen, welche dieselbe 
Form besitzen und denselben Bedingungsgleichungen Geniige leisten, 
so wiirde sich eine Gleichung von der Form ergeben: 


on—1 Fo (M1 U2) 


8,°*(v,, V2) ; dee =>: d. Pa(r, V2), 
wobei die Gréssen d, constante Gréssen bedeuten. 
Es ist nun nicht schwer solche Functionen g,(v,, v,) zu finden. 
In der That sehen wir zunichst von der letzten Bedingung ab, dass 
die Functionen ungerade sein sollen, nehmen ferner an, dass die 
Gréssen 8) (v,, 02), B; (01, V2), Bo(%, V2), Fa(v,, ¥.) ein Gbpel’sches 
Quadrupel bilden, so geniigen alle Ausdriicke: 


By (V,, Va) - ByF (Oy, Vg) « Be (,, Vg) « Gv, , V2) 
bei welchen: 


a+Pp+y+d—2k, 





B+0=1mod2, »+0=0 mod, 2 
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ist, den obigen Bedingungsgleichungen. Nehmen wir ferner die Be- 
dingung hinzu, dass d < 4 sein soll, so sind die Ausdriicke linear 
von einander unabhingig und endlich ist ihre Zahl gerade gleich 2k”. 
Denken wir uns nun auf die Functionen 


Bo (V1, V2), B(0, V2), Fe(Y, Vy), Fa(r,, v2) 
Substitutionen halber Per‘oden angewandt, so erhalten wir drei neue 
Quadrupel. Unter diesen aber giebt es immer zwei, deren entsprechende 
Producte denselben Bedingungsgleichungen Geniige leisten und iiber- 
dies ungerade sind. Da nun die Zahl der urspriinglichen Quadrupel 
(0,5, c,d) gleich 3 ist, so folgt, dass wir sechs brauchbare Quadrupel 
erhalten, niimlich : 

(1, 01, 02, 2), (1, O1, 04 4), (1, 01, 3, 03), 
(3, 03, 4, 04), (3, 03, 02, 2), (04, 4, 02, 2). 
Die Reihenfolge ist von Bedetitung. 
Hieraus folgt der Lehrsatz. 
Es giebt sechs Gépel’sche Quadrupel (a, b, c, d) derart, dass 
die Gleichung besteht: 


a2k—1 3, (%, Ve) 
- ; (Y, V2) 


9,2*(v, , V2.) —— 
5 ( 1) 2) ge" —-*-*9 


ae 4 Capyd -Fa%(V, , Vp). BeP(V, ,Vy)-Pe¥ (VY, , Vp) 


Fa? (01 5%.) 5 


vs" 
wobei die Beziehungen stattfinden : 
etpB+y+d=—2k, y+0=O0mod.2, 6+ 0=1 mod.2, d<4. 
Die Groéssen é,¢,3 sind constante Gréssen. 

An Stelle der Thetafunctionen sollen nun die hyperelliptischen 
Functionen eingefiihrt werden, ahnlich wie es der Verfasser im 3!" 


Bande der Acta mathematica gethan hat. 
Wir setzen bei bekannter Bezeichnungsweise: 


, . Boy - Pig. Des . Be. Bog . Hy. F 
93 (%))= K,-—“—-* 9%, , Fs Fe “, 
a fa: On- On. %- 09. 8: On : 

34 Oy. 8; 
Pu(0)o = — Ky, a 
Su (0a)y — — Kyq- 25 28, 0 e. 


Ferner fiihren wir die Argumente der hyperelliptischen Functionen w, 
und «, durch die Gleichungen ein: 


u, = K,,.v, + Ky. r, 
u, = K,,.v, + Ky .v, 

















und setzen: 


und 


als (U;)y = 


Ferner ist 


Uy, Vp, Fa(Vy, Vp) 
finden: 


2k—1 
é 


Ou "Ou," 


Calg(uy, Uy) __ ef, 
Ou; OL 


= pli) 
= C03 


= ei 
€05 


= eli) 
= CoG 








Gy.9,.95% 7 


Buy. Dog. 5. Ops Bail 
o,.9,.02 Gli3(ty)o = O5-9,.92 


on... > caps wh La (Uy My) -A UP (Uy Uy) LY (Uy sty) Aa? (U6, ,04y), 


a+ B+y+O0=2k, y+0=0mod.2, B+0=—1mod.2, <4. 
Als speciellen Fall wihlen wir k = 1. 
Fiir denselben ergeben sich die Formeln: 


= el’) 
a), 
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a, (%) Ue) 


Pe, Ue) = da Ta (ty , Uy). 


Fiir die Nullwerthe der Argumente bezeichnen wir die Gréssen: 


@ (Uy, Uy) 


dal, (Uy, Ue) 
Ou; vi 


durch al, und al, (uy. Dann folgen unmittelbar die Formeln: 





, Hop. Pig. Poy. Dy. Pog - Po. ry 
aly (u)yo= 9, al, («,), = 9 eee 
P34 . a . a; 
Fig.F yg. 3,7 ey 
| ” (Jo lied 4. 9,92 6 ¢ alg (t2)o i 0, 
y Bi. Fo, - Fe. F a B14. Boy. Hy. F 
A loa (ty )o = 4,.9,.9,2 - Als (tty )y = wo ’ 
‘ 8,9, 9.8 ; 9 Oy. Oy. Hy. % 
al (us )y =. i. a2 a, a li (2o)o =x a, o,. 92 ; 
aoa (Uy )o = Sn PBs Os. Glog (thy)y = A? - 12-84-80 Be 


F54.9,.9,2 7 
a Fag. Fog D5. Fy, 


klar, dass der vorhin gefundene Ausdruck fiir den 


2k -—— 1 Differentialquotienten ungeiindert bleibt, wenn an Stelle von 


gesetzt wird w,, u%, Gla(u,, U.), 80 dass wir die Formel 


GL, (Uy, My) «Bly, (ty, Uy) C1) Alo (Uy Uy) Aly (ty, Uy) 


G13 (Uy, Uy) + ADyg (Uy » thy) HCL) a Dyy (thy 5 thy) «a Dy (tty , Hy) 


G1, (Uy y Uy) Ay, (Uy, My) eff) +A yg (Uy, Uy) Al, (Uy, My) 


Als (ty , Up) «Ags (ty , My) C8) Ay, (ty » Uy). Aly (Uy, Ue) 


GL, (Uy, Uy) GIy, (Uy, Uy) C1 a]; (Uy , Uy). Algs (Uy, My) 
+l yg (Uy » Uy) «a1, (Uy, Uy) eB «ayy (Uy, Ue). a1, (ty, Uy) « 


Die Bestimmung der Constanten erfolgt am einfachsten dadurch, dass 
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wir aus einer dieser Gleichungen durch Substitution halber Perioden 
eine Reihe anderer ableiten und in diesen u, = u, = 0 setzen. Nehmen 
wir z. B. die fiinfte Gleichung und setzen in ihr an Stelle von 

Bs (V1, V2), Do(M, V2), — By (Hp Va), For (M, Vz), By (My, Vy), Fog(%» %»); 
Bo (V1, Vp), 4-9, (Oy, V2), 4.4 (O,, Vp), Bs (V1, Vy), Hoy (Oy Vp), 1.9, 5(Y, 09); 
Fos (V1, Vp), t-Fs (Y , Vp), —4-Fy4 (V1 V2), By3 (V1, Vp), F-Fo (V1, Vg), B; (Uy Vy)s 
so ergiebt sich: 


, i al, 5 j al, 
al, (Us)o es C05 . a: al, (iy = 15 . Ghs . 


In ahnlicher Weise sind die andern Constanten zu bestimmen. Es 
ergeben sich die Formeln: 


0 f ) y , 
al,,-aly, - as a = — Aly Alo (Wig AL, (Uy, My). Aly, (Uy, My) 


— Alyg.als (Ui)y- Glog (Uy, Uy). aly (6; , Uy) 
= — al, alos (ti). A], (Uy, th). @]y5 (ty, Uy) 
+ Gly, Gly (Ui)g- Alyy (My, My), (Uy, My), 


Aly-als, - ee = — Aly . Toa (Ui)y Gl, (thy , Uy) gy (4, tHe) 


+ Alga ATs (Ui)y- Alyy (Uy My) Al, (ty, Uy) 
= — ly -Aloa(Us)y Gls (Uy, Uy) Alyy (4 , Hy) 
+ aly, al; (Ui). Glyo(,, Uy). al, (tH, , Ue), 


se = — Alyy AT, (Ui)g- aL, (uy, My). Uy (Uy, thy) 


+ ah;.als (ui)o. al, (Uy, Up) Ao3 (Uy , Uy) 
= Aly Alga (ti) Alyy (My » My) AL, (Uy, MH) 


+ al, .aloa (ti). Alon (ty, Up)-Al, (Uy, My). 


al, - 


Die Coefficienten lassen sich noch in eine andere Form bringen. 
Wir wollen zunichst i= 1 setzen, ferner ganz allgemein wenn al, (u, , Uy) 
eine gerade Function von u, und u, ist an Stelle von 


al, (m4, Ug) 
as, 


wenn dagegen al,(u,, uv.) eine ungerade Function ist an ihrer Stelle 





al,(U,, Uy) : -al,, 


U > : . 
setzen xe - Aly (u;)o — wobei é gleich 2 ist fiir « = 3, in allen 
andern Fallen dagegen gleich 1. Dann folgt unmittelbar, dass die 
1, (us, . : 
Coefficienten von =. resp. be _ > sich rational aus den 
al, al, (u;)o 
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Gréssen x?, 4?, uw? zusammensetzen lassen und zwar erhalten wir die 
Formeln: 


1 Galy (wu, Ug) a al, (uy, Pe) 4 GU, (Uy, Uy) 











Pf. u?- . 
al, Ou al (t)o Alyy 
a ue. Ags (Ut, Ug) _f& Uy (ty, Ug) 
a los (tts)o al, 
—gt.g.?. Uy (ty y Ua) , Glog (Way Me) 
on Gls (the) Glog 
= uw . a ly, (Uy, Ue) =a alos (4, Us) 
al,’ (U)o alo, 
an ee G1, (uy, Ue) n Glog (Uy, Ue) 
. aly (tg) Glog 
+ pf, See, chi) 
@ Iho (U1)o al, 


a pt SRG) See 
aly’ (Us)o lo, 


ut. a3 : og (thy, Me) a Ly (Uy Ue) 


i? aly, (Uo al, 





4 at | ate). ShO we 
4, @ Up (U1 )o al, 


Dabei finden bekanntlich die Beziehungen statt: 








2 2 
9 Fos . For a . O35 8} . a 
—_— 22 2 
Ce) er “= pa 2 Oe ioe 
®. 3? #,. 3 a2, . 02 
2 2 
ot. ? aes 055. Fi, i 85. Os a? = 99 . Fie 
: Ga’ —_"..: o3,.02 ' 
2, .9?, 2? 2, 02.92 
re 14+ Vog - Vo3 pat = A? — p? =e 4 


ee 22,02 .a2” 
2 
Fie + Me - M01 


Bs? = x? — wo? = ——> z 
95, 07. OF 





In thnlicher Weise ist der erste Differentialquotient nach u, zu 
bilden. Der soeben entwickelte Satz bleibt bei ihm bestehen. Das 
analoge gilt fiir alle Thetafunctionen. 

Mit Riicksicht auf die kommenden Betrachtungen ergiebt sich 
hieraus der Satz, dass die Coefficienten, welche in der Darstellung des 
2% — 1’ Differentialquotienten auftreten, rationale Functionen von 
“?, 2?, w? werden, wenn die vorhin genannten Operationen vorgenom- 
men werden. 

Die soeben entwickelten Formeln fiihren unmittelbar dazu, die 
Werthe der zweiten Differentialquotienten fiir die Nullwerthe der 
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Argumente zu bilden. Es mége in Bezug hierauf iiberdies auf eine 
andere Arbeit des Verfassers hingewiesen werden, die sich im 9'" Bande 
des Crelle’schen Journals findet. 

Die Ausdriicke, die wir noch mehrfach brauchen werden, lauten 
bei bekannter Bezeichnungszweise : 


aly’ (uy)o = Ly. 5 Alo’ (tty, Uy)y = aly. m?. x?; 
G1,” (tty)o == Bly. m?. (x4 + %,7. 2,7); 
aly’ (wo = — al, un’; aly’ (tt, ty)p = — aly. x?. ua; 
Al,” (Uy) = — al, . uz? .x?; 
Glo; (yo = — Aly, -(u,?—A,?”); Alot (th » Upp = — Aly, .(A2— x? m2); 
Alpi (Uy)g = — Alyy. (A? .x?-+-A?. w?—x?. w?—x?. A? w*); 
algs(t;)o = aly 2; ales (thy Ma)y = Ig « 2. 0s 
alos (ta)p = Algg.x?. (—A? + w?+-A?.u); 
alie(u;)o = aly,-(—mar+x?); alis(ty, ty)p = al,,.%?.U?; 
Alia (Uy)y = Al,5.%? A? us 
Alia(Uy)o = Ly y-(— ay? +H"); alia (Uy, Hyg = ALyy. #*- m5 
ali, (Uy )y = aly. %?.w?; 
ales (Uy )y = — Alyg.%,?; Als (Uy, Uy)g = — Aly .%?. mM; 
Alg3(Uy)y = — Alyy .%,?.2?.u?; 
Als4(U)g = aly,.A,?; Gls4(U, , Ua)o = Aly, u?. Ay? ; 
A134 (Uy)g = Al,,.A,?. ws 
aly’ (uy = — al,.u,?; aly’ (uy, Uy)o = — aly. x? my"; 
als’ (s), = — aly.s?.2?.p,. 


Wir betrachten jetzt die Function: 
fox,r(V4s V2) « fax,s(Yy) U2) = Fx,r, (0, V2) 
so leistet diese den Bedingungsgleichungen Geniige: 
Fy,r,8 (0; +1, ¥_) = Fe,r,(04 5 V2) « Fiejr,s(¥y 5 Va 1) = Fo,r,2(¥,, V2), 
Fg, r,s(Oy A T14) Vp O42) = e AAOmr td Fy, 5(V, 5 V2) 


F'g,r,s8(Uy 712) Va Tq) = C1 Cmte) Fy ,. 5(V,, Vy). 


Ueberdies ist die Function eine gerade Function von v, und »,. 
Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn (a, b,c, d) ein beliebiges 
Gépel’sches Quadrupel ist, dass dann die Gleichung stattfindet: 
Fass (V;, Vo) = Seapys Fa (Vy, Vp) - Dy? (V,, Vg). BY (M%, Y) Oa? (v,, V%), 
ae+B+y+d—4x%, B+0=>y+0=0mod2, <4. 
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Die Zahl der willkiirlichen Constanten betrigt 8x? 4+- 2. Offenbar 
kénnen in dieser Gleichung an Stelle der Thetafunctionen wiederum 
die hyperelliptischen Functionen eingefiihrt werden, so dass wir einen 
Ausdruck fiir das Product zweier 2x — 1'" Differentialquotienten von 
aly(u,, %,) erhalten. 

Als Beispiel wihlen wir wiederum den Fall x = 1 und zwar 
nehmen wir das Quadrupel (5, 0, 12, 34) 

Q 1 ; 2 
(2 vee “.) = ye, aly! (Uy, tg) ey « BLE (ty) My) ey . aly? (u,, Me) 
+e, .alsi (uy, Uy) +e, ale (ty » Uy) 
65. aly? (uy, Uy) .alga (ty, My) 
te; Ty? (ty, thy) alas (thy , the) 
Hey Usd (tty 5 Ma) aia (ey » tty) 
fly Aly (Uy, Up) -ADy (ty » Uy) «Dg (Hy, My) 

Die Bestimmung der Constanten erfolgt am einfachsten durch 
Substitution halber Perioden. Man erhiilt auf diese Weise 16 Glei- 
chungen. Setzt man in denselben wu, =u, = 0, so ergeben sich die 
Bestimmungsgleichungen fiir unsere Constanten in folgender Form: 

a2. 2 ahs 
+ “9 Ot = by. ,?-+ €,. Pot, 
a}. 88 
eB 7 : = €- Poi + &.9,", 
34 





0 =e. Pus + e.- 9,2, 
2 2 2 2 

a gar = 01.9, + 65.905, 
O = e,. Pie, 5, 
0 =e,.035 + ¢,. 914, 
0 =e). 93+, Pte, a5. O14, 
O=e,. O14 e, .823 + €,.Os5 O14, 
O =). Ps e,.O,!+ 6, . ys. 8,2, 

4 Pot 3, Mos 


o,; 8 





= 6.9, e,. 93 +e. Bus - a,’, 


9} . 45 - Pot ‘ at 
ark a =e,.9,'+ ¢,.d + e,.9,".du1, 


OF. 8 9,7 . . 
= oar * —=e,. Pit e,.O,!+e, 9,7. do. 
34 
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Werthe: 


- eer ee 
we Oy Oe5 


C= 6, = a 0! P e=e,=0, 
at; a ...: doe ee 3.9 
, — Fo ‘ #,7 - 02(a$ — 4,¢ 
nee et nat ke: 
a, — Oy a 


Setzt man in dieser Formel an Stelle von 


U , 
@1,(uU,, My) : ee -al,, 


so werden die Coefficienten wiederum in rationale Funectionen von 
x?, 4*, w® iibergehen. Bezeichnen wir diese neuen Coefficienten 
durch @, ... @ so wird: 

Ne, = A? .m,?, Ne, = x?.p,7.u,?, 

Nie, = — w+ w?. x? ?. 2°—2x* A240? 22? Noes = x,?. (x?+2?—?), 
Nuc, = — %,7.A?.,", N.e, = — x?.x,*. u,?, N.e,’—=— x,*.u,?. (x?+-2?—p), 
C5 =2.%,7, e, =e, =—0, N=—x?—A?+y?+2?.2?. 

Setzen wir ferner: 


Odly (Uy, Ug) Galy (uy, : 
con —~.$ 7 “) =e) be, .aly*(u,, Uy) +-€,.0 113 (Uy, Uy) ey. Ip? (04, tty) 


e,.a]s4 (ty, hy) + 65.0 Lis (ty, Uy) + Cg. 1, *( ty, Uy) .a13i (ty, ty) 
67.01 1g2( 0, ty) alas (Hy thy) F Gynt Us (th, thy) clas (Wy, Uy) 
Fly «Aly (Uy My) - Aly (U4, ty) a1; (t, Uy) 


und lassen die Gréssen e’ aus den Gréssen e ahniich wie vorhin ent- 
stehen, so folgt: 





N.¢g = A?.u,?, Nae,’ = x?.u,?. m2’, 
N . ey = — wt p?.n?+ pw? a? —2 x? a2 oe??? Ne,’ ==. ,?. 22, 
N.e,, = —x,?. a7. wx, Nie, —=—x?. x,?.u,”, N.e;’=x?.x,7. 17. w,?, €, =e,’ 0, 


+ 2 42 
Cy == 0,7. p07. 


Genau so folgt: 


dal, . 2 / 
oe * ) = y+ €,.a1y* (u,, Uy) +e,.ah3(u, » Uy) + €; Aly? (uy, Uy) 


fey cls§ (Uy ste) + 65.0 L130, Uy) Fe gu 04 Ty ?( tty, Mp) «Usa (ty, M2) 


He; aly? (ty, thy) .alr3 (ty tha) 65.014 (t4,thp)- 1:3 (Hy, Hy) 
Hey Aly (uy, My) « A Ly, (thy, Uy). 41,9 (U4, Uy), 
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Ne) =A? u,*. (x? + A? — x?,47), Ne,’ =x? w,?. a?. (x? +- 42? —x?, A?), 
N .¢4, = — (x? + A?—x?. A?) (ut — w?. x? — w?. A242. x? A? — 22, A? ?), 
Ne, =x. %,7.A2.u?, Noe, == — 7.4%. m? wy?, Neg —=—x?.x,?. mu. w,?, 
N .e, == %?, %,7.47. 67.6.7, =e, meg =O. 
In ihnlicher Weise wie vorhin wiirde sich ergeben, dass auch im 


allgemeinsten Falle die Coefficienten rationale Functionen von x”, A*, wu? 
werden, wenn an Stelle von al,(u,u,) : 
al, (u,, Ug) 


=_ -al, resp. 


al, (Us, Up) e 
al,’ <q + ale (tidy 





gesetzt wird. 


Fiir die Folge ist es ferner néthig, Producte von der Form zu 
betrachten : 


GP Nala (uys tea) | GN tag (tse), 
ou,” x—r—1 a u, ou,” —s—l a Us? 


Auf genau dieselbe Weise wie friiher finden wir: 


meth A149 (Uy + Ug) owe eae G1, (6, ’ Ug) 


Ou, *x—r—1 ous” ou ou,’ 
= es Capyd -Aly% (Uy , Uy) G1, (ey, Uy) ALY (Uy » Uy). alg? (u,, Uy) , 
aetBty+od—4x, y+0=0mod.2, B+d0=—1mod2, d<4 


(0, 5, ¢, d) bildet ein G6pel’sches Quadrupel. Die Zahl der willkiir- 
lichen Constanten betrigt 8 x?. 
Als speciellen Fall wahlen wir wiederum x = 1, 


Ou OU 
= Cy WLy? (Uy Uy) + ey A Uy? (Uy, My)  ADg (Uy, My) «Ayo (ty, My) + ey. AL, (Uy , Uy) 
$y. (Uy 5 thy) « Usi (thyy Mp) + Oy «ly (ty, My) A113 (04), Uy) 
$e Dy, (ey, thy) «Oly (hy, My) Og. Usa (014, Uy) .0y. (044, Uy) 
6; .al2(my, Uy).4 Us4 (Uy Ua). 
Die Constantenbestimmung erfolgt wiederum durch Substitution 
halber Perioden. 
Die vier Constanten ¢), ¢,, €, ¢; kénnen dann unmittelbar aus 
den Gleichungen bestimmt werden: 


2 2 2 

A 
955° 8-95 . sy 
905 * ys * OF - My 


Oy Of 





2 2 
= —6,. di — 7.038, 
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Oo2 - 43 - By + Pry 2 2 
oe... — = — 6). O14 — €, . D3, 
O54 ° 91° o, 


05° O14 Fo * is 2 4 
et. Mae - —_- = — @ . 223 — € O14. 
85, 2 - ? 


Hieraus folgt jedenfalls e, = 0. Die andern vier Constanten sind 
aus den Gleichungen bestimmt: 
€, By? Bg4- Dro + Cy... D, Fst + €,.95.9,. 913 + €,.9,2.95,.9), 
= — (¢,.9).9,3 + 6.831.) + €,-O12.95,), 
€,-952. By, Dyo Cy. By. D; is + €,.9y.9;.3i + €;.952. 95, .F > 
= — (€,.9,.8)> + e,.d12.95, +e; .O1..Os), 
€, -934-B yD, ey Dy, .D,.-By? +e, Hy, Oy9-B,2+ €; O19. By. B, 
= — (¢,.95,.d12 + ¢.8,3.8, + ¢,.8,3.9), 
1919.95.98, es... ,5.9,2 + e,.93,. B19. By2+ €,. Ogi. 9. F; 
= — (€,.945.934 1 ¢,.0).9;3 + ¢,.0,3.9;). 


® 


Hieraus folgt: 


€, 9,2. Por 9,2. Bos =—_Ve, Dy. B, .yy yy Did. Dag + ey Pid. Das. (Oy? Bsi + Ors. O,”) 
+ ;. O14. Das. (9p? Pis+ B,”. Dya), 


is) 


ey? Dot Dy? Posy D1 B95. (Dy? 1g + 9,2. 34) —C5.9.9.9y,.8 45 « (ag + O11) 
—2e,. O14. O95. 9.9, Os, .F19, 
C.D? Doi. 42. Dopp D1 Dah. (Dy?. Pag + H,?. 1g) — eg. Did. Dug. Dy. D, yy.» 
— €7,.9y.B;. Oy, D9. (14+ Os5), 
Gy, a? Dot - Dy? Dog = —€ By. By yy (Dust Des) + ey. Did. Des .(H,?. Hiz+-9, 2.951) 
+e, O15. Be5. (9p? Dsi-+-9,2. O13). 
Aus diesen Gleichungen sind siimmtliche Constanten bestimmt. 


Wir wollen uns nun wiederum in der urspriinglichen Gleichung an 
Stelle von al,(u,, u,) : 
ayy me) 


al, 





- ale 


1, (um, : i 
OE, Me) als urspriingliche Function zu Grunde 
al, 


legen. Die neuen Constanten unterscheiden wir von den alten durch 
gestrichene Buchstaben. 


gesetzt denken und 











34), 
O34) ? 
3) ? 


@;). 
D,*) 
Ds4) 
4) 


12)? 


Bi» 
3) ? 
P34 


93). 
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Dann wird: 


ae. ee a Oy es , 2 
& =90, Ney = .m?.m?, ef =—4?, ef = 0, ef = 4,’, 


N.e,) = — #,7.4,2.(x® + 22?— pw), Ne, = — x. x,?.u,?, 
Ne, = x,?.p,?. (x? + 4? — uw’). 
In thnlicher Weise kénnen wir setzen: 


Catia (ts Me) | Oa taa(tr Me) 4 Oalae(tr, a) | Galas (tr oe) 
OU, OUg OUg Ou, 


= Cy A1g3 (Uy, Uy) +e, Ly? (Hy, Uy) Aly (Uy, My). AL, y (thy, My) + Cy. GL, (Hy, Uo) 
+ ey Ly (Uy ;2y) lst (ty, Uy) + &,. al, (ty, Uy) .AL3 (Hy , Uy) 
He; «bg (Uy, Me) «Ty 2 (My Me) + ey « Ugs (Oy Ay) 2D, 9(tHy, the) 
+ e;.aliz(uy, Uy) .aly4(Uy, Uy). 


= ¢ a Dae 2 2 
eg =0, Ne, = 2x?.p,?.u;?, 


Cy = —AjP.u?, ef = x? .m?, ey = wy”. (x? + A), 
Ne, = (x! + at + wt — 22? .u? — Qu? . x? + 2x?.d2.u? — x4.A5), 
Ne, = — 2x?.x,?.ya?, Ne) = 2x?.x,?.A?.p,?. 


Ebenso wird: 


0 Altg (tH, , Up) , Oals, (Us, Ue) 
OUg OUg 


SS Cy. A1y* (Uy, Uy) + Cy. A1y? (Uy, Hy). ALs, (Uy, My) «AL, y (Uy Hy) + ey aly (tt), Uy) 
ey Ay (64, hy) « OUgs (Uy, Uy) TE Cy, (04, My) A113 (U4, , Uy) 
$e, ly, (t,t). 00,2 (thy, hy) + eg « Ut (ty, My) - Ly (tty My) 
+ 6; .ali2(uy, Us) 4 (Uy, Uy), 

ey =0, Ne, = x?.m,?.mg?. (x? +42—x?,4?), ©, = 0, 6, = x?. 2”, 

@, = «A? u,?, Ne,” = x?.a?. (a? + A? — Qu? — x?.2? 4+ ww), 
Ne, = — x. %,?.6?.ua?, Ne, == x?.0,?.A?. m?.,?. 
In ihnlicher Weise sind die geraden Differentialquotienten zu be- 
handeln. Setzen wir: 


a x Fo (My V2) 
) 
93** (v,, 05): _ Bs (M%, Ve 


bu2*—" Ov = fextir(M%, %2), 


so leistet diese Function folgenden Bedingungsgleichungen Geniige : 


fexti,r (0, + 1, V2) _— fextijr(%, V)3 fex+i,r (4, Vy + 1) 

= fextt,r(, Y), 
faxtayr(Y + 1) +t) = — e— RtNsiBrte) feetir (% » Up), 
faxtijr (Vy  Ty25 Va TQ) = — Em AHHAiRert te) fois (V1, Up). 


Mathematische Annalen. XXV. 23 
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Ueberdies ist die Function eine gerade Function von v, und »,. 
Die Zahl der willkiirlichen Constanten ist gleich = tre . 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit der Gleichung: 


a2 x Bo (4, V2) 


2x41 ; (4,02) ' 
4 95 (04,02): ave oer = P Cap yd-Po*(V1,02).Fy(V,,Vq) B.1(0,,0"). 49 (v,,02). 
1 dic 


Dabei ist (0, b, c, d) ein Gépel’sches Quadrupel, es finden 
ferner die Beziehungen statt: 
e+B+y+od=—2e+1, vyt+td0=6+0=0mod2, 6 <4. 
Hieraus folgt unmittelbar der entsprechende Satz fiir die hyper- 
elliptischen Functionen. Als speciellen Fall wihlen wir wiederum 
* = 1 und das Quadrupel (0, 5, 34, 12) 


al, (uy, Ue) 2, 
Out Bm Oyo Uy? (Uy, My) Hey «Ly (ty, My) + Cy» Ly (ty, My) A134 (ty, Uy) 


+ ey], (Uy, Wy). a 113 (tty, Uy) 
+ €,. G14 (Uy, Uy) a1 ,5 (Uy, Uy). 
Durch Substitution halber Perioden ergeben sich die Gleichungen: 


2 2 2 
Ou . % Oy 





2 2 
— ——_—_ =m Fo: +e. Fu, 
a2 . 9? : 
34° U5 
$2 - 82 . 9,2 : 
23° V2 ° Vo; 2 2 
92.92 =). Pute,. Fe, 
34° U5 
oF . 3,2 . 0? . 9,2 P 
ni tee - Met I = @ afte Dos 
; ; ; U4 vy + U03 4 
5,9, 8; 
2 9 
0 = Cy - Fox + Cy. Ty", 
a 3 2 a 
— 2 92 = Cy Dut ¢;.9,’, 
34 
a2.92 
‘ 12° Vor ‘ 3 
—2 = - =). 9,?+¢,. 901. 


Hieraus ergeben sich die Werthe: 
N 6) =2x?.w,?.ui?, N.e,'==(— wt + A?.p?+ w2. x? — 2 x? A2+ x?. 2, ?), 
Ny = 2 x?.%,7. 0,7, Ne,’ = 2,7. u,2.(x?+u,2), e,/ = 2x,?. 


In abnlicher Weise ergeben sich die beiden andern zweiten 
: Differentialquotienten. 


CP aly(u;, Ue) . : 2 
fi Ou, Ot, = Cy O13 (Uy, Ug) Fe, Ly (ty, My) Fey A Ug (Uy, My) .ALs4 (ty, My) 


2) 
+ e,. a1, (U,, 4.) alg (U,,U,) 


HF 6, A134 (Uy, Uy) Apo (ty, Uy), 
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Ne) = 2? wy? y?, Ne)’ = (— pt a? ww? x? —2 02, 02+ oe? 2.0), 
Ne,’ = —2x?.%,?.uy?, Nae,’ == 2u?.x,?. A262, ey == m2. 0%, 


C2 al, (uy, Us) ° 2 
= B= Oy «Wy? (Uy My) ey Ty (Uy, My) Cy Ly (Hy, Uy) Usa (ty, Uy) 


ey aL, (uy, Uy) aL (a), Uy) 
Hey lng (Uy, Uy). Bly» (Uy, My), 
Ne) = 2x. w,?. a2. (me? + A? — x? 42), 
Ne, = — (x? +a? — x? 2*) (ut— 2? w?—? x? +2? 22 — x? A? y?), 
Ne, = — 2u?.m,?.m?.my?, Nes) = 2x?.x,?. a2. ut.u,2, e, = 0. 


Genau so wie friiher ergiebt sich endlich der Lehrsatz. 
Ks ist: 


By (% ’ Vg) 3 
( (0), Vg) 7 


B0e*-"a0," 
= bss Co py d-Pa% (V1, Vy). ByP (V1, 0). Bel (V,, Vy) . Ba? (V,, Vo) » 
e+B+y+oO—2xe+4+2, Bt+d=y4+d=—0mod2, 8<4. 
Dabei ist (a, b, c, d) ein beliebiges Gipel’sches Quadrupel. Die 
Zahl der willkiirlichen Constanten betrigt 2(% + 1)? + 2. 


Als Beispiel nehmen wir wiederum den Fall x = 1 und das 
Quadrupel (5, 0, 12, 34). 


3,?*42(v,,09)° 


OP aly (Uy, Uy)? 4 ‘ 
" ou! == Cy ly. 1y (ty) tly) + Cy Wliz (Uys My) Fy Ly? (ty » Hp) 


ey .alss (uy, Uy) +e, .als3(t4,, Uy) 
E001 52( Uy, Uy) Lys (thy, Uy) He, «Ly 2(Ubyy2y) « ALr3 (tty » My) 
6, a Usi(thy ty) «a Lr3( Uy, Uy) 
ly Gly (Uy, My) Aly, (6,4). Alyo (Uy, Uy) 
Die Constanten kénnen mit Hilfe der friiheren Formeln leicht 
bestimmt werden, indessen ziehen wir es auch hier vor, von der Sub- 


stitution halber Perioden Gebrauch zu machen. 
Es ergeben sich die Gleichungen: 





$13 Oot 2 
iu. a 3 =¢,).9,?+e,. 901, 
A 
a 3 2 : 
— — =e).9u-+ ¢,.3,7, 


2 2 
=e, .Fo3 + e,. 4, 
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_g 2-99-08 


= 6, .3,2-Le, dos 

8,2 . 9? 3 alias + 6 ’ 
2 2 

0 = C,. Pia e, . B23, 

0 . =e,.F3-+ e,. 13, 


2005 . O14. pe? = ¢. F23-+-¢,. 14+ ey . 23. O14, 


— 2005 . Pi]. w?> =e). ite, .Oes-+e;.925. 911, 








0 = 6). Pst €,.O,!+ €, 93.2, 

02.9, - 92 - 9,2 es 

—2— = 33 =¢).9,i+e,.ste,. 3.9, 
34° 5 

3-913 - Oot ‘ — 

—6 ne o =e,.8,4+e,. 901+ ¢,.9,2. B01, 

5 
g?. 92.92 . 
— 6 29 Oh =e, Doi +e, Fy! Le, .B?. Dor. 





Os 


In ahnlicher Weise sind die beiden anderen zweiten Differential- 
quotienten zu berechnen. Die Bestimmungsgleichungen zeigen viele 
Aehnlichkeit mit den Gleichungen, welche bei den Ausdriicken 


aly (Uy, Ug) y, (Sis Ug) ). (! ee Ug) tr Ws) ) (ee Uy, Ue) 


Ou OU 


auftreten. Thatsiichlich unterscheiden sich denn auch die Constanten 
die bei den zweiten Differentialquotienten von al,?(u,, u.) auftreten, 
von den entsprechenden die bei den Quadraten resp. Producten von 
den ersten Differentialquotienten von al,(u,, u,.) auftreten, nur um 
ganze Zahlen und zwar sind die Constanten mit den Indices 0, 4, 5 
das doppelte, mit den Indices 3, 9 das vierfache, mit den Indices 
1, 6, 7 das 6-fache der entsprechenden Constanten in der friiheren 
Entwickelung. 

In ahnlicher Weise kénnten wir weiter gehen und noch eine 
Fiille weiterer Siitze aufstellen — indessen diirften die vorhandenen 
geniigen, um die Methode auseinander zu setzen. Aus den speciellen 
Sitzen kénnen die allgemeinen mit leichter Miihe entwickelt werden. 
Bei der wirklichen Berechnung der hierbei auftretenden Constanten 
zeigt sich die lineare Transformation als wirksames Hiilfsmittel. Es 
ist dieses ausfiihrlich in der schon citirten Arbeit des Verfassers be- 
handelt worden. 

Wir machen nur von folgenden Sitzen Gebrauch. 

Wendet man die lineare Transformation 
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ee eB 
0 190 9 
10 01-1 
(000 1 


an, so gehen die Thetafunctionen mit den Indices 

5, 01, 4, 34, 12, 23, 2, 02, 3, 03, 0, 04, 1, 13, 24, 14 
iiber in die Thetafunctionen 

5, O1, 23, 34, 0, 4, 2, 1, 24, 14, 12, 13, 02, 04, 3, 03, 
d. h. also 


‘ 2 u,? ° u® ‘ py? . 
2 & 2 pce 2 A al 2 i 2 2 
“in ae, %* in =P, A? in —S, 4? in —>, win w, 
1,2. u* 2 2 
$: 2 23 hl 23 2,2 2; 2,2 
#,? in w?,  a,? in ye ge? “x ay wo: Ot me TT 


Ferner gehen die Veriinderlichen u, und w, resp, tiber in 
M,.u, + M,.u,, M,.u, + My. uy. 
Dabei ist: 
M,=0, M,=—x.4, MU, = =}, M, = 0. 


Ferner fiihrt die lineare Transformation: 
100 0} 

'—1 100 

i" £eorte 

os 2 5 


die Thetafunctionen mit den Indices: 

5, 01, 4, 34, 12, 23, 2, 02, 3, 03, 0, 04, 1, 13, 24, 14 
iiber in die Thetafunctionen mit den Indices: 

5, —14, 03, 0, 12, —i2, 23, 24, 3, 4, 34, 04, 18, 7.1, 


—i.02, —7.0l, 
d. h. also: 





. ue — ‘ az s 1 ee” 
2 2 i 2 — 2 2 xd 
in — Fe, mm Te, A? in iP? 4,*? in iz? w Mae, 
P 2 ° 2 ° u,” " x? 
2in 2 i a oh Se © in a aes 
m,"in > A? in yr? Me in Zr? 4° in i? 


Ferner geht w, und w, resp. iiber in 


M,.u, + M,.u,, M,.u, + M,.u, 
M,=4,, M,=—i4,.4, M_=—0, Mz=—4,3 


wobei 


ist, 


| 
t 
\ 
' 


Far Ee ae Te | SOON, 4 


eg ge 


A Se ES 


4 eS rey 
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Diese Bemerkungen lehren aus den Differentialquotienten, die wir 
fiir al,(u,, v,) gefunden haben und den mit ihnen zusammenhingenden 
unmittelbar die Differentialquotienten fiir a1,,(u,,u,) und al,, (w,, ut) 
nebst den mit diesen zusammenhiingenden kennen. 

Die Bestimmung der Coefficienten in diesen Formeln kann im 
allgemeinen Fall auf mehrfache Weise sich gestalten. Erstens dadurch, 
dass man die Werthe der Differentialquotienten fiir die Nullwerthe der 
Argumente als bekannt voraussetzt und zweitens mit Hiilfe von Recur- 
sionsformeln. Die nédthigen Entwickelungen, welche zur Darstellung 
dieser Formeln dienen kénnen, sind im friiheren simmtlich gegeben — 
indesen wiirde es zu weit fiihren, hier diese Formeln wirklich aufzu- 
stellen. Wir begniigen uns damit, kurz anzudeuten, wie dieselben aus 
dem friiheren unmittelbar abgeleitet werden kénnen. 

Wir fanden die Formel: 


* aly(u,, Ug) 


a Y P dy 
— > ca pya-alo (2, Uo). Ash (ee,, Uy) « alr (dy, Uy). 
Ou" Ou, 


Der Symmetrie wegen lassen wir hierbei die Bedingung fallen, 
dass 0 < 4 ist. Durch zweimaliges Differenciren nach uw, ergiebt 
sich hieraus die Formel: 


C pots a I, (uy ’ Ug) \) F 
9, 2x+2—7 5 Tr _ Capyd ? 
ou OU, 


wobei 


F = aw. — 1. aly” * (t,, ty). als (ty, My) @Lr3 (Uy, Uy) aly’ (u,))” 
aa Zz 20.y.al,*(u,, uy) abr (uy, u,).alia (et, Uy). als4(U,)- al (u,) 
+ an AL, (ty, thy) -bgg (Uy, Uy). a1, (Uy, Wy) aly” (244). 


Es braucht nicht niher auseinandergesetzt zu werden, in welcher 
Weise hier die Summen zu nehmen sind. Die Ausdriicke al,’ (u,), 
(aly (u;))?, alsa(u,)-aho(u,) und die mit ihnen zusammenhiingenden 
haben wir aber wirklich bilden gelernt. Setzen wir die gefundenen 
Ausdriicke ein, so ergeben sich Recursionsformeln, vermége deren die 
Coefficienten in dem definirten 2% + 2'" Differentialquotienten be- 
stimmt sind, wenn es die Coefficienten in dem urspriinglichen 2x!‘ 
sind. In fhnlicher Weise kann mit allen 2x + 2' Differential- 
quotienten verfahren werden. 

Diese Formeln wiirden das Fundament fiir die Lésung des Problems 


bilden, die hyperelliptischen Functionen in Potenzreihen der veriinder- 
lichen zu entwickeln. 
























‘\ 
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§ 2. 
Darstellung der Potenzen und gewisser Producte der hyperelliptischen 
Functionen. 


Wir gehen jetzt zu dem umgekehrten Problem iiber, die Potenzen 
und Producte der hyperelliptischen Functionen durch die Differential- 
quotienten der Functionen selbst und gewisser einfachen Verbindungen — 
derselben auszudriicken. 

Wir, wihlen zuniichst den Ausdruck: 


95 (01,02). OF (04, 0p) Pst (v4, 02)-912 (04, 0») 
atp+ty+téd=244+1, y+d=6+0=— Omod2 
st, 0 ferner kleiner als 4. 


Dieser Ausdruck euthilt dann willkiirliche Constanten. 


(2u+1)?4+1 
> 


Denselben Bedingungsgleichungen geniigen aber die Ausdriicke: 


a2x—2r 


9,2*+1(v,,05)° e Gly (U; , Ug) 


éve*—r- * Bv,! = 0,1,.., %} s==0,1,...,2%—2r 
und: 


2x—2r 
0,241(050,)- Aaa Al Dy 1,2, 
ary * Ov," 
sae Q,1,...,2%—2?. 
Hieraus folgt: 
AUS (Uy, Uy). Os} (Uy, Uy). 1:3 (1, t,) 


= SF She shee 4S Sh Palle ain 
e+ B+y+tod—2x«+4+1; supa al gl a aie d<4. 
Diese Formel dient dazu, Reihenentwicklungen fiir die Ausdriicke 

all (uu, , U) « alsh(u,» Uy) - aL: (uy tty) 
zu finden, wenn die Reihenentwickelungen von al,(u,, u.) und 


A Ls 4 (Uy, Uy) - Alyy (Uy, Uy) 
bekannt sind. Ai mA! § 
Nehmen wir den speciellen Fall x = 1, so folgt durch Umkehrung 
unserer friiheren Gleichungen mit leichter Miihe. 


2 2 
2 x? my?-u 2: oi a 2, Palo(uy, ue) 1 aly (uy, %) 1 





OU, OUg al, Ou? aly 


+ (A?.u?+ u?.n? —2.27.A2— ut + 2? A?.u?)- Gly (uy, te) 


al, 
4 Gls, (uy, Ug) . Alig(Wy, Ue) 
‘Bly ali ’ 


— #7. 
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2x,?- 2, Alo(tyta)- U3 (Mis te) aly (ty te) 1 aly (yy My) A 
aad) al,.al, OU, OU, al, eu; aly 


2 (D__ pr), Geass Me). Tie (ry Me) 
+%, (2 u ) Gls, . Gli 


Hieraus sind die iibrigen Ausdriicke mit Hiilfe der linearen Trans- 
formation leicht abzuleiten. 

Die Constantenbestimmung kann im allgemeinen Fall auf mehr- 
fache Weise geschehen. Erstens durch Umkehrung der friiheren 
Formeln, zweitens mit Hiilfe der Werthe der Differentialquotienten 
fiir die Nullwerthe der Argumente und endlich drittens durch Recursions- 
formeln. Um die letzteren zu entwickeln, denken wir uns die rechte 
und linke Seite in der allgemeinen Gleichung nach u, zweimal dif- 
ferenzirt. Links treten dann Ausdriicke von der Form auf 


als (aby, Uta). Ugh (thy, thy) AT$ (tty, hy). Ty’ (0e,)?5 
GTS (thy tty). Dba (by) ty) . Oba * (044, tt). aU s4(t,). ali (et,)5 
Als (tb, thy) . @ Ugh (ty, My) « @Lr$ (41,045). a,” (uy). 
Denken wir uns an Stelle der Gréssen 
Aly (u,)?5 @ls4(t,) « @hi2(u,); aly” (u) 


die friiher gefundenen Ausdriicke eingesetzt, so ergeben sich auf der 
linken Seite Producte von der Form 


alo’ (uU,, Ug). ali (u,, u,). ales (u, » Me) 


a +y,+9,+6,—2*+3 ist. 

Denken wir uns die Entwickelungen derselben eingesetzt, so giebt 
die Vergleichung der rechten und der linken Seiten eine Reihe von 
Coefficientenbeziehungen, die zu der Berechnung derselben dienen 
kénnen. Hierbei ist die Bedingung fallen gelassen, dass 6 resp. 
o < + ist. 

Wir nehmen jetzt Ausdriicke von der Form: 


wobei 


ale (u,, Up) .als(u,, Up).ah3 (u,, ty), 
ae+B+y+o=—2x, B+0=7+6=0 mod. 2. 
Ks treten bei diesen Ausdriicken Gs + 2 Constanten willkiirlich 


auf. Die Functionen, aus denen sich dieselben linear zusammensetzen 
lassen, sind zu wihlen unter den Ausdriicken: 


2 
a l,? (u, ’ Uy) > a Isi (ut, > Uy) ? a lia (uy ’ Uy), 


deren geraden Ableitungen bis zur 2x — 2" incl., dem Ausdruck 








ie. a 








~\ 
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G1, (Uy, Uy) - ALgy (Uy, Ma) « Tyo (ty, Hy) 
und dessen geraden Ableitungen bis zur 2% — 4', 
Als Beispiel wihlen wir den Fall x = 2. 


Durch Umkehrung der friiher gefundenen Formeln ergiebt sich 
dann nach einigen Reductionen: 











2 oy, 2py,2, olor (Ms Me) 
6x ad Wl of aly! 
aw —1_. (92. FebGn er  Feb(s, aF 
al? Ou, OUg ou,* 
(x?.4?.u,?-+u. u2) 
+4 ae Ug? (ty, MH) 
22?.p,? — al Is, (1 I 
— 22°. ta* — or aha ala * (Hy, Uy) + O15, (Uy, My) AT, (ty, Uo); 
62,2 .u,? 2 
a = 3 1,7 (Uy, Uy). Ale (ty » Uy) 
O° 12 





Gu Oty oue a 


Ra (Zaeteumr allan. we) Qy.2 alss (U1, Up) 
Gl? \ Oty Oty We ae Be F 





D__ ppd). ag 2 Fb (Urs a) Tyg (ty, Uy). AUyo (Uy, Me) 
+42 " ) * Aly .Glgy . Alyy 
Hieraus sind die tibrigen Formeln mit leichter Miihe abzuleiten. 

In Bezug auf die Constantenbestimmung im allgemeinen Fall gilt 
dasselbe wie vorhin. 

Bei den entwickelten Siitzen ist die Voraussetzung nothwendig, 
dass die zur Darstellung der Potenzen resp. Producte von Thetafunc- 
. (2% 1?+1 (2x)? 2 F 
tionen gebrauchten -——"-~"— resp. ~—— + 2 Ausdriicke linear von 


einander unabhiingig sind. 


§ 3. 
Die ungerade Transformation, insbesondere die Transformation 3‘ Grades. 


Wir kommen jetzt zu dem eigentlichen Transformationsproblem. 
Dasselbe lautet in der urspriinglichen Fassung — es soll ein beliebiger 
zu einem Grade n gehdrender Repriisentant als rationale Function der 
urspriinglichen Thetafunctionen ausgedriickt werden. Dabei sehen wir 
als Reprisentant das Product einer transformirten Thetafunction multi- 
plicirt mit der dazu gehérenden Exponentialgrésse an. Wir beschrinken 
ups zunichst auf den Fall, dass » eine ungerade Zahl ist, ferner auf 
die Repriisentanten, welche vom Verfasser im 20%" Bande dieser 
Annalen eingefiihrt worden sind. 

Dann findet sich nach Hermite die Darstellung 
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Jf r , , ey ef, ’ ’ y ‘ Jd . 
B, (U1, V2y Tit, Tig, Tze) = . Neayso® (v, V,). H(v,, Vo). Be (v,, UV»). Pal Y, Vp), 
a+B+y+o—n, B+0=>y7+0=0mod2, d<4 
wobei zwischen den Gréssen v1, v2, Tir, Tig, T22 und den Groéssen v,, 
Uy, Tip» Ty» Toy, Cie bekannten Beziehungen stattfinden. 

Diese Gleichung kann in die Form gebracht werden: 
/ , , , , 
5 (1) Mos Tir» Tier Tee) 


(04 v2)" 


%, cy 3 . J 
= > Cup yd Alo (Uy, Uy). Al, (Uy, Uy). EE (u,, Uy) .ala(u,, ey), 


al, (uy, Uy, #', A, w’)- 


wobei 
u = M,.u+M,. um, wu =—M,.u,+ M,.u, 
gesetzt sind. 

Die Constanten kénnen auf zweierlei principiell von einander ver- 
schiedenen Methoden bestimmt werden. 

Erstens lassen sie sich, wie der Verfasser gezeigt hat, als rationale 
Functionen der urspriinglichen und transformirten Thetafunctionen fiir 
die Nullwerthe der Argumente ausdriicken, zweitens kénnen sie, oder 
doch ihre Quotienten, wie Brioschi gezeigt hat, als rationale Func- 
tionen von : 

o. ( m + el ++ Mg T;2 : m -+- m, Ss ++ mg Toe 


ausgedriickt werden. Die Zahl der Constanten betrigt 1 

Wir wollen nun das Problem so fassen: Ks sollen die méglichst 
allgemeinen Beziehungen zwischen den Repriisentanten, die zu einer 
Transformation n' Grades gehéren und den urspriinglichen Theta- 
functionen aufgestellt werden. 

Seien dazu #,(v,', v,', Ti, Tiz, T22) und Hy (v,", vy", Tit, Tiz, Tee) Zwei 
beliebige von einander verschiedene Reprisentanten, so geniigt der 
zweite Repriisentant denselben Gleichungen wie der erste. Hieraus 
folgt die Beziehung: 


By (01, Vy’, Tiny Tia, Te) = Cy. Dy (Vy", Vy", Tri, T12, Te) 
d x J 
+ > Ca pyd- PO (V4) Vp) PF (04, Vy). BF (v,, Vy). BG (v,, Vy) 


wobei die letzte Summe iiber genau dieselben Verbindungen wie vorhin 
zu nehmen ist, mit Ausnahme einer einzigen. Es ist dieses dadurch 
angedeutet, dass die Summe mit einem Strich versehen ist. Solcher 


ane : 244 ; 
Gleichungen giebt es ” +1 verschiedene. 


Diejenige Art der Constantenbestimmung, die sich zuerst darbietet, 
bestiinde in der Elimination je eines Gliedes aus den beiden urspriing- 
lichen Gleichungen, welche fiir die beiden Repriisentanten gefunden 











sin 
so! 
ur 
da 
di 
fu 


we 
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sind. Jedenfalls folgt fiir die Constanten in dieser Gleichung unter 
solechen Umstiinden genau dasselbe wie fiir die Constanten in den 
urspriinglichen Gleichungen. Auch sie kénnen auf doppelte Weise 
dargestellt werden als rationale Functionen der Thetafunctionen fiir 
die Nullwerthe der Argumente und als rationale Functionen der Theta- 
functionen mit den urspriinglichen Moduln, deren Argumente die Theil- 
MM Ty MyTyq —-M ~My TQ ++ Mg Tee 


werthe a ; — sind. 
Indessen diirfte die Darstellungsart wesentlich neue Resultate nicht 
liefern — auch nach anderer Richtung hin nicht zu empfehlen sein. 


Ks empfiehlt sich von directen Methoden Gebrauch zu machen. 

Dazu denken wir uns aus der urspriinglichen Gleichung durch 
Substitution halber Perioden 15 andere entwickelt, welche dieselben 
Constanten enthalten, ferner verbinden wir mit der urspriinglichen 
alle andern Gleichungen, die zwischen denselben zwei Repriisentanten 


bestehen. Wir erhalten dann 16 td Gleichungen mit (= >" ; 


Unbekannten, die linear auftreten. 
Diese Gleichungen kénnen in die Form gebracht werden. 





/ , P , , , , oN 
(01> Pps Tins Tigs Tee) 


al, (ui, Ue, #, Aw) - rar 
5\"919 2 


“a fr ” ad ” 
Os (Ps Mes Tir» Tie» Tez) 


~ ” ” ” ” 
= Cy. Gly (Ui, Uz, #2", mW”) (01, 0)” 
5\[1. V2 


4- > Ceepyd AW (Uy, ty). aU (Uy, Uy). al (Uy, Uy). a 13 (u,, ty). 
Dabei ist 
u, = M,.u,+M.u,, uw = M,.u, + M,.u,, 
, ==> M,”.u, + M,".u,, «= M,’.u, + My” ty. 


Wir denken uns nun beide Seiten dieser Gleichungen nach Potenzen 
von u, und uw, entwickelt. Die Coefficienten in der Entwickelung von 
al(u,, ¥,) sind dann jedenfalls rationale Functionen der urspriinglichen 
Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente, die Coefficienten 
in der Entwickelung von al, (u,’, uy’, x’, 4’, w’) und al, (w,", uy", %", 4”, w’) 
dagegen rationale Functionen der Gréssen M’, M”, und der trans- 
formirten Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente, Wir 
wollen die letzteren durch 0,/, 0.” bezeichnen, dann folgt mit Hiilfe 
weniger Schliisse, dass alle Constanten sich rational durch die Gréssen 
Fa, Ov, On", MZ und M,;’ ausdriicken lassen, wihrend zwischen diesen 
Gréssen unendlich viele rationale Beziehungen bestehen. Zweitens 
kénnten die Constanten dadurch bestimmt werden, dass man an Stelle 
der Argumente v,, v, die vorhin definirten Theilwerthe einsetzt. Wir 
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gehen auf diese Art der Bestimmung bei dieser Gelegenheit nicht 
naher ein. 

In ahnlicher Weise kénnen Beziehungen zwischen je drei, vier etc. 
Repriisentanten aufgestellt werden. Es ist klar, dass die Zahl der- 





selben iibereinstimmt mit der Zahl der Combinationen von 6) 
Elementen zu je 2, 3 ete. 


Hierbei wiirde sich dann von selbst das Problem ergeben, zwischen 
w+ 1 
2 
Auflésbarkeit des Problems folgt unmittelbar aus den vorhin gemachten 

Bemerkungen. 


+ 1 Repriisentanten lineare Beziehungen herzustellen. Die 


Wir kénnen das Resultat auch so aussprechen. Bezeichnet man 
die Zahl der von einander verschiedenen Repriisentanten durch Rk — 
dieselbe ist im 3'*" Bande der Acta mathematica bestimmt worden — 


. + n+ 1 . 
so bestehen zwischen den R Repriisentanten R — wt von einander 


unabhiingige Beziehungen, welche simmtlich linear sind. 


Noch allgemeiner kénnen wir sagen: Die R Repriisentanten sind 
die Lésungen eines Systems von ebensovielen linearen Gleichungen. 


Die rechten Seiten bei R — bee I dieser Gleichungen sind Null, bei 


den iibrigen gleich 9 (v,,v,).f (v,,0,). 82 (v,, v.).95(v,,0,) wobei die 
Gréssen b, c, d, a, B, y, 6 die nun schon mehrfach aufgestellten Be- 
dingungsgleichungen erfiillen. Die Constanten kénnen auf mehrfache 
Weisen bestimmt werden, die principiell von einander verschieden 
sind, Die Ausdrucksformen sind unendlich mannigfache, 

Dieser letzte Satz lést zu gleicher Zeit das Problem die Functionen 
OE (v,, Vy) OF (v,, vp). 9% (v, , 0»). 83 (v,, v,) in Fourier’sche Reihen zu 
entwickeln. 

Andererseits kann man die Fourier’schen Reihen fiir die ur- 
spriinglichen und die transformirten Thetafunctionen, die ja unmittelbar 
bekannt sind, zu Constantenbestimmungen benutzen. Es wird sich 
diese Methode vor allem da empfehlen, wo es sich um Aufstellung 
der linearen Relationen zwischen Nepriisentanten allein handelt. Man 
erhalt fiir eine Primzahltransformation auf diese Weise ohne alle 
Schwierigkeiten die Coefficientenbestimmung wie sie von Herrn Wilt- 
heiss gegeben worden ist. 

In alien andern Fallen ist die Anwendung der Fourier’schen 
Reihen keine so einfache, da es nicht leicht ist, die Potenzen resp. 
Producte von Thetafunctionen in passender Weise in Fourier’sche 
Reihen zu entwickeln. Zwar handelt es sich vermége unserer Siitze 





. : n+ : : : 
immer nur um die Darstellung der +" ersten Glieder, indessen ist 
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es ohne Hinzunahme anderer Theorien schwer, diese Glieder in eine 
brauchbare Form zu bringen. 

Bei diesen Entwickelungen ergeben sich dann unendlich viele 
Thetabeziehungen. 

Bleiben wir bei denjenigen stehen, die zwischen den urspriing- 
lichen und den transformirten Thetafunctionen bestehen, so zerfallen 
dieselben in zwei Categorien. 

Erstens kénnen in ihnen thatsichlich nur Quotienten von Theta- 
functionen enthalten sein oder zweitens es ist dieses nicht der Fall. 
Je nachdem der erste oder der zweite Fall stattfindet, erhilt man Be- 
ziehungen zwischen den Wurzeln der Modulargleichungen oder Multi- 
catorgleichungen, deren Theorie in friiheren Arbeiten von dem Ver- 
fasser entwickelt worden ist. Die Betrachtungen die in denselben 
angestellt worden sind, lassen klar erkennen, dass die eingefiihrten 
Gleichungen nur Vertreter zweier wesentlich von einander verschiedenen 
Gleichungsarten sind, dass ausser ihnen noch unendlich viele andere 
Gleichungen existiren miissen, die entweder zu der einen Art oder zu 
der andern gehéren. Es hingt dieses wesentlich davon ab, ob wir es 
mit Thetaquotienten oder nicht zu thun haben. Als Vertreter der 
letzteren hat Verfasser die Multiplicatorgleichungen gewihlt. Es 
kéunten aber auch diejenigen Gleichungen gewihlt werden, deren 
Wurzeln die Form A.O2 haben (siehe diese Annalen Band XX, p. 56). 

Der Existenzbeweis iindert sich nur ganz unwesentlich. Diese 
Gleichungen haben vor den andern insofern einen Vorzug, als ihr 
Character reiner und klarer hervortritt, dagegen aber kénnen sie nicht 
mit dem Namen der Multiplicatorgleichungen bezeichnet werden, wenn 
man sich auf den Standpunkt der Transformationstheorie stellt und 
analog wie in der ‘Theorie der eliiptischen Funetionen verfabren will. 

In der schon citirten Arbeit beschiftigt sich Herr Wiltheiss mit 
Gleichungen , denen die Gréssen A.O,? Geniige leisten, beschrinkt sich 
aber darauf, in anderer Form den im Wesentlichen schon bekannten 
Satz abzuleiten, dass die repriisentirenden Gréssen A.O,? Wurzeln 
einer und derselben Gleichung sind, deren Coefficienten sich rational 
aus den Groéssen 3, zusammensetzen lassen. 

Es soll jetzt der Fall » = 3 betrachtet werden. 

Zwischen zwei willkiirlichen Reprisentanten kénnen dann fiinf 
wesentlich von einander verschiedene Relationen hergestellt werden. 

Erstens findet eine Relation von der Form statt: 

9, (0y', V2’ Tin, Tia, Toe) = €,- B; Vy", Vy", Ti, Ti2y Tae) 

+ ey. Ps(04, Vp), (01, Vp) ly -Bs(O4, Vp) Foe (4,02) 

CyB; (04,0). Bsa (Oj, Vp) 6; -Dy(V4, Vp) Doo (4, V2) - Py, (04,02). 
Durch Substitution halber Perioden ergeben sich, nachdem die Argu- 
mente Null gesetzt sind, die Gleichungen: 





Oy .%, 
Oor Fp, 
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04.9, =e,.04'.9, +e,.8,?. 9st, Obs. Pyg—= O05. Bog + Cy. Mos Pe5, 
04.9, =e,.0,".0, — e.0,2.9u, 
Ob4.F3,= O51. 5, + €,.9,2.831, O45.9,3—= €,.035. O43 — €5.F03 . 13, 


’ , ” ” © 2 
€.04.9,, =C,.é O14.9 4+ Cy. 3. F14, 


8, = €,.03'.9, — €y.8,2. 12 — ey. B,?.O5? + €,.8,7. For — 65.9.9). 10, 
Ole. Pyo= Cy. O13. Byp ey. Diz. By? LH €5.13. Bor fF Cy. O13. By? + €;..Dy. Hyp y. Dy - 


Dabei sind die Gréssen ¢« und «é” je nach der Wahl der Repriisen- 


tanten gleich plus oder minus Eins. Um die Formeln iibersichtlicher 
zu gestalten, setzen wir: 


Eup = Og .Og” — Og .0.”. 
Ist a oder B gleich 14, so denken wir uns die entsprechende Function 
O mit dem Factor « oder «” versehen. Ferner setzen wir: 
ng = On’. Ba + 05’. 8s, Cog = On". Pa + 05". Oy 
wenn 
aw4,f=—14; a=03, B=23; a=0, B=01; a=—0, B=2 
ist. Im ersten Falle denken wir uns iiberdies Oj, mit dem Factor 
é' versehen. 
Dagegen werde gesetzt: 
Cap = G. -@; = Os. 3, Cap = oY .s. — O;’. Oe, 
wenn « = 5, B = 34; a=0, 6 = 12 ist. 
Schliesslich fihren wir die Bezeichnungen ein: 
bap = On'.Bp? — Op’ .9a3, 84’ = On" .B4? — Op" 9,3. 
Ist wiederum « oder # gleich 14 so denken wir uns die entsprechende 
O Function mit ¢ oder &” multiplicirt. 
Aus den obigen Gleichungen ergeben sich dann die Relationen: 





, , P 
_s-5,34 ‘3, 93 4,14 
°—e= sy =|, = FS; 
5, 34 03, 23 4,14 
i By 4 ae Eg, 23 ‘ E35 5 
- aes ABE bas ae eT a, 
Oy Fig egg Fog - Bog - og, 23 85. Faq - 65,34 


, 
2 


” ” , 7 
€0,01 - €5, 34 — €0,01- 65,34 == Eas, 03. Boz. Fos + Es3,5 3; Bs, 
Md ” ” , 1 
€0,2 -€5,34 — €0,2 -€5,34 = Ess,5 .d,,.9, a Ess. O, 4.9, ; 


st ” ” J 7 
€0, 12 + €5,34— €0,12.5,34 = Era -9,,.0, + Es.(3-Fy3. Foo - 


1 €. Oo’. B + 6.9”. 9ot + €;.,°. 3,” + ¢4.95?. O13 + 6.8). Bo). F,-Fy, ? 
= €,. Opt. Foy — Cy» Pot By? — Cg. Fotis + ey. Por. Hy? — €;.By. yy. Fy. Fo, 








an 
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In iihnlicher Weise sind die andern Fille zu behandeln. Fiir den 
zweiten Fall ergeben sich die Formeln: 
95 (v'; Vo) Ti1, Tiz, T2) = C.F; (vy, V9)® + e;. 4, (v,", U2", Tit, T12) T22) 
+ €,.95(0;502)- Pos (04, 02) + ey. D5 (Oy, Ve). Psi (04,0) 
$e 49-By(01, 0) «Hoa (04, Vp) - By y (V4, V), 


7 , 
4,14 ®14,4 


6 = . °6= 





” ” d 

14,4 ®14,4 
2 ” 8 3 

Cy. Fog - Fe3 - &14,4 = B,3. Losia + Gia. Es03 + Bos. Eis, 4, 
2 3 

€y.D, . Osa. bt4,4 = 8,3. Bs 1 aa Ou. Ess + 0°. Buss, 

’ ” wr , ieee E (9 4 9 ‘) 

€5,34 + €14,4 — 05,34 - 144 == M414. \U5* — Vos), 


, “7, isd , 4 4 
€03,23 + €14,4 — €03,23- €14,4 = Lissa. (P03 + o3), 


€o,01 — €7+€0,01 = Cy. (Hy! + Dor) — €,. Ds. ug + €y.,?. Oss, 

€,2 — €7.€0,2 = ey. (8! + 8,4) + ey .5?.9s4, 

€0,12 — €; +0, 12 = eg. (@,! — #3) — C5. Boe . Ba5. 

Im dritten Falle ergeben sich die Formeln: 
8, (04, Va) Tir, Tie» Tea) = 4-55 (04, Ve) $F C25 (0, V2) -B,7(0, 2) 

+ 43.95 (04, VQ", Tit, Ti2y T22) 
+ 64-5 (0, , %). Osi (0,5 U2) 
+ C45 By (Mp, Oy) - Boa (Oy, Vp) - Byy (M1, Pp), 





, 
ys, 23 £93, 68 
ee er ws 
€23, 03 23, 03 


2 ” 3 3 
C19. Dy. P14. €23,03 = Bos . Los, 4-+ F235. Es, 03-+ 3,3. Eos, 23, 
2 3 8 
€14-9; . D34 - €93,03 = Bos. Es, o3-+ O23. Eos, s+ O,°. Es,03, 
, ” ” , 4 
5, 34 + €93,03 — €5,34 +» &23,03 = Eos,28 . (0,4 4 Osi), 
, ” ” ” 4 
€4,14 - €93,03 —- @4,14 --€23,03 = Es, 23. (o,! + O14) 
: ” 4 2 9,2 
€0,01 — 13+ €o,01 = C1 - (Bp! aL Moi) + C14 oO - Bsa, 
OS ce 4 4 2 92 2 9,2 
€o,2 — Cy3-€o,2 = Cy, -(Dy* + Dy) + Cyq- By? ra + yy D5? Fa, 
, ” 4 2 
€0,12 — @33- €o,12 = 4° (8! + 913) + C19-9 2 Oy. 
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Im vierten Falle erhalten wir die Relationen: 
, , , , 9 
5 (0,, Vy, Try Tia, T22) = €45-9;5(0,, Vy) + €7-9; (0, Vy) - By? (Y,, V9) 
2 
+ e,5-9; (0,02). Boz (v, p) UV») 
” ” , ia 
+ Cy9- 9; (v, » V5 Tit) Ti2, T22) 


H+ Cy - Dy (0, , Vp) Bog (V, , Vg) «By, (Y,, U2), 


ite Es, 34 £5, 34 
ae om CS 
®34,5 F345 


2 ” 3 
Cy,» Oy - Oia. 54,5 = B9. Ege ot O51. Fs + 8,3. Es, 34, 
2 ” 3 3 
Cyg - Dog - Fog. &54,5 = B,°. Los sat B34-Ls, 03+ Fos. Esi,5, 
’ ” ” , 4 4 
€03, 23 - €34,5 — €o3, 23. €34,5 = E;, 31+ (Pos -+- 923), 
, ” ”” , 4 
€4,14 + €34,5 —— C4, 14 . €34,5 = E;, sa. (8,4 + 914) ’ 
, ” 4 _ 
€o, v1 —— €19+ &o, aq = C16: (9,! a ey) —-_ 18-903 . B23 
, ” ¢ 3 
€o,2 — Cy9- C0,2 = Cyg- (Dot B,*) + e)7-9,?.Ou, 
. ” 4 2 2 a2 
€0,12 — 19» €o, 12= C16: (9,! a= O13) +4; ‘ @,:. Oy — €1g. 903 . O93. 
Der fiinfte und letzte Fall ergiebt die Ausdrucksform: 
B; (0), Vy, Tiny Ti, Tez) = Cy, B59 (Oy, Vp)  Cgq- F,(Y , V2) - By? (0, V2) 
, 2 s 
FH Cy 5(04, 02). Fo:(0 , V2) 
H+ €24-95(0,, Vp). Ps4(0,, V2) 
" ” ” ” ” 

+ ey; - 8, (0), Vy Tir, Ti2, Tae). 
Die Relationen, die sich in diesem Falle ergeben, mégen nicht weiter 
aufgestellt werden, da sie zu grosse Aehnlichkeit mit den urspriing- 
lichen haben. 

Bilden wir jetzt fiir einen jeden der fiinf Fille durch Substitution 
halber Perioden diejenigen sechs Gleichungen, auf deren linken Seiten 
Repriisentanten ungerader Thetafunctionen stehen und differenziren, so 
erhalten wir im Ganzen 60 weitere Gleichungen, die acht neue Un- 
bekannten enthalten, die Grissen M’ und M”. Diese Gleichungen 
kénnen dazu dienen, weitere Beziehungen zwischen den urspriinglichen 
und den transformirten Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argu- 
mente herzustellen. Vor allem ergeben sich hieraus eine Reihe in- 
teressanter Beziehungen zwischen den fiinfundzwanzig Constanten 
€,--.,,, die nur schwer auf andere Weise herzuleiten wiiren. 

In der That, nehmen wir die zu dem ersten der fiinf Systeme 


gehdrende Gleichung, welche sich auf die Thetafunctionen mit dem 
Index drei bezieht, so ergeben sich die Gleichungen: 











n 
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’ 0," , ’ , ” 0,” ‘ ” ” 
& 9 Al; ( ty’ )o-M,'—e,"- %, *€, Al; ( Uy”). M,"=e, .,.9,4.ahis(,)o, 


& 3: -Al,’(Uy)q: (m1, -Al3(U.)) — M,’. ahs (u,)p) 
oo, i 3 *€, Al; (Uy")y (m,” - Ahs(U,)y — M,” .ahs (u)o) 
= (€5 - O14 —ey.,?) ly’ (Uy) lis (Hy)o. 


Die Bedeutung der eingefiihrten Bezeichnungen braucht nicht 
weiter auseinandergesetzt zu werden. Es mége in Bezug hierauf tiberdies 
auf die Arbeit des Verfassers im 3'" Bande der Acta mathematica 
verwiesen werden. 


Die entsprechenden Gleichungen in den andern vier Fallen ergeben 
sich aus den vorliegenden, wenn an Stelle von: 
€& @; @, @, gesetzt wird resp. 
C7 gy Cg C49 - 
C13 Oey C55 * 
C19 %13 9 C9, 
C25 C3 C4 O « 


Aus diesen Gleichungen folgen die Relationen: 











6 ay: Be es ME a, ce Sti 
a — & &y — C13 &y — Cy 1 — egy 
2 2 2 
Mi4—e) — OM) MBE HW) M(t) — 98. 
ey — & &y — yg €; — C49 
2 
B14 -(€s—€g3) — Oy? (€;—€a4) 
&y — gs, 


Nehmen wir ferner die zum ersten Falle gehérende Gleichung, welche 
sich auf den Index 24 bezieht, so ergeben sich die Gleichungen 


&° > A les(u,’), My’ —«,”. + C4 Alaa(Uy”)o- My” —— €,.5.995.Alos(ty)o, 
& = A loa(uy’)o. (1, - 4 (Uy)y — My’. arloa(tty)9) 
a" 3 -€, Algi (u,”). (m," Ao, (ty)o — My”. alog (uy)o) 


=: (os — €, -P23) «a Log (tty )p «2 Loa (thy)o « 


Hieraus ergeben sich die weiteren Relationen: 


Odie O8e- 6) _ Melee) 8b om) Ata) 88.0. 
ey — &; & — €; — Cg 
a Os . (¢2—€2e) — #5 » (€4— €g4) ; 
per &; — 9; 
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Auf eine ganz analoge Weise erhalten wir die Relationen: 


#2. (es—e,) + 4,3. (e,—ey) - O42. +83 . (4 — e14) a B42. (C3 — C45) + O45 - C4 


& — C, &, — Cg €; — C9 


4? .(€5 — x3) +945 . (€; — Cas) 


? 
ey — Ops 


862 e+ 9,3 . (eg—ey) m 8,2 . (ey — €12) + Fog - (Cs — es) D3 .(p—C7) + Boo -e 





o's €; — C13 €; — Cy 
__ B45. (Ca — eae) +995 - (C4 — Cas) 
7 &) — C5 ’ 
Of tO? (65 — €,) O55. (€2— C2) +O? .¢5 O55 -(Co—C1z) + 52 - (€5—€4s) 
&— e Bt &1 — arth @ €; — 419 
O5h (Ce — Cae )-+9;2. (5—Og) 
ee 1 — Ces os 
O2. eg-t Bai. (:— es) 3,7. (€2— C2) + Osi -€, B52. (€g— €17)+ oi (¢3 — 1s) 
a—-G te e, — 4 1 — Cy 
2. (¢— ea) + 853. (€s — Cas) 
— €; — Cg, 


Die hier aufgestellten Relationen mégen geniigen. Es ist klar, 
dass durch weitere Differentiationen und durch Combination der ge- 
fundenen Formeln die Zahl derselben ins unendliche vermehrt wer- 
den kann. 

Zu interessanten Resultaten fiihrt ferner die Anwendung der 
supplementiiren Transformation. Es ergeben sich dann einfache Be- 
ziehungen zwischen den urspriinglichen Thetafunctionen und den 
Reprisentanten, die einer Transformation 3'" und 9'" Grades gehiéren. 
Wir sehen von der methodischen Aufstellung derselben als zu weit- 
fiihrend ab. 

In tihnlicher Weise wie die Relationen zwischen je zwei der 40 
Reprisentanten, lassen sich die Relationen zwischen je drei derselben 
ableiten. Ks werden sich hierbei 10 von einander wesentlich ver- 
schiedene Ausdrucksformen ergeben. Wir begniigen uns damit eine 
einzige herauszugreifen, um die Anwendbarkeit der Methode zu zeigen. 
Die andern neun Fille lassen sich auf genau dieselbe Weise behandeln. 

Ks ist: 


a 


850104 pny Piay Tea) ey Ds (04" 509", 11h T1515) Hey 404" 508", 11h p88 1) 
+ €3. (0; 5 Vy) -Fo2 (0; , V2) + €,. 9, (0, 02) -Psi(v,, V») 
+ é, -B, (0,, Vy). Py (01, Vy) « By4 (0, , Vo). 


Durch Substitution halber Perioden ergeben sich dann bei bekannter 
Bezeichnungsweise die Ausdriicke: 
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e,.N = 0,/.0%— 014.0,",  e).-N = 0,". 04 -— O%.0,, 
' 5 7 ver ar oe ar “ee , ’ ’ 
C5. 93-P 25. N= Og. 93 .(O,”. O17 — O%4.0,”) + O05. By3-(O,". O14 — O%..0,') 
+025 .%y5.(O,'. Of — Oi4.0,”), 
€,-9,2. Pst N= 0,'.4, . (0," .O%% — O7;.0,") + O,”.4, (0,”". O"un— O%. 0,) 
+ 0,”.9, (0; Ou—O1n. 0,"); 
N=0,".0%4 — Of. Gg". 


Dazu kommen die Thetabeziehungen : 


(O,'., — Ob4-844).(O,"-O%4 — O%4.0,") + (0,8, —O54.%5,).(0,"”.O4n—O1. O,') 
+(0,".%, —O%.9,).(0, O%4— O'4.0,") =0, 

(Oh-Fog-+ 05-99). (O,”. O14 — Of4.0,') + (O05 -Ppg+ Oos.,5)-(O4”-Otu— O14.0,') 
(O05 -Pyq-+ O95. 5).(O,'. Ofs—O440,”) =0 , 

(Op'- Py +-Oor-%y,) (O,". Of, — O%4.0,") + (O5”. By +001. %,)-(O,"-O'4—O%4.0,') 

+ (0,'" %—O0i -Fy,)-(O,' O14 —O'4.0,”) 

=(0,'. 8, —Obs.®3).(O,”.O14 — O%4.0,"") + (O,”. ®,— Ovis.Pog)-(O,""-O'u— O%4.0,') 

+ (0,'".,— 043-9 y9)-(O4'. Of46—O14.0,”) , 
(0,'.%, + O,.%,).(O,". O14 — O%4.0,”) + (0,”:%)+0,”.9,) (0, O14 —-O%4.0/') 
+ (0,".%+0,"".9,).(0/.O%4—014.0;”) 


w= 0,'.8,.(0,".0%4 — O%4.0,") + 0,".9;.(0,".O'14—-0%4.0,) 
+ 0,'".;.(O; Of —O'4.0,”), 

(0,9, 4 Or Byy).(Os" 0% aes Ov . 0,"") + ( 0,’ - a, — O12.99).(O.”. Ou— 14-0,') 
+ (O;” %— O%3-4)(O,'. Of —O'44-0,”) 

= Ovs-%q3-(O,"”. Of4 — O74. O,”) + Ofis -Pyg.(O,' Oi —O14.0,'”) 
+ Oiis .By9.(O,”.O1r—O%. OY). 


So haben wir auch in diesem Falle einige elegante Relationen 
gefunden. Durch Differentiation lisst sich die Zahl derselben bis ins 
unendliche vermehren. Der Verfasser glaubt von der weiteren Auf- 
stellung derselben um so eher absehen zu diirfen, als die Methoden 
keinerlei Aenderungen erfahren. 

In aihnlicher Weise kénnen nun Beziehungen zwischen je vier, 
fiinf und sechs beliebigen Repriisentanten hergestellt werden. Es ergeben 
sich resp. 16, 5, 1 wesentlich von einander verschiedene Ausdrucks- 
formen, Da die Fourier’schen Entwickelungen der repriisentirenden 
Thetafunctionen unmittelbar bekannt sind, so liefert der zweite Fall 
zu gleicher Zeit die Fourier’sche Entwickelung der Ausdriicke: 


B59 (01, V_); By (Oy, Vg) Dy? (Oy, Va); B, (Y, , Vg). Poa (,, V2) 5 
D; (0, %) O34 (0; 1 Yq); By (V1, Vp)-Doo(Vy, Vy) - 54 (0), V2)- 
24* 
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Allerdings nehmen die Coefficienten eine etwas complicirte Form an. 
Es empfiehlt sich unter solchen Umstinden umgekehrt die ersten Glieder 
in der Fourier’schen Entwickelung der eben genannten Functionen 
auf irgend eine Weise zu bestimmen und diese dann zur Berechnung 
der Coefficienten anzuwenden. Im ersten Falle nehmen die Resultate 
noch eine ziemlich complicirte Form an, dagegen gestaltet sich die 
Berechnung im zweiten und dritten Falle héchst einfach. Wir be- 
schranken uns hier auf den dritten Fall. 

Es findet nach dem friheren jedenfalls eine Gleichung von der 
Form statt: 


, , , , , Tu Ti2 Teo 
B5(01, V,, Tu, Tiz, Tae) = &, (x, %, 3 ) 


ae x 
+ &. 9, (v,, », 48, *, 2) 
+ ¢., (v,, v», *, ta", “s ) 
$64.95 (015 025 Soo Ps BE) 


tT1—8 te—8 te —8 
+ es . a; (0, ? Vo) 3 ? 3 ? 3 


wobei die Function auf der linken Seite einen beliebigen Repriisen- 
tanten bedeutet, welcher von den auf der rechten Seite stehenden 
verschieden ist. 

Setzen wir: 


p= er ttn, I= EF itn , ‘= etitn, 
so ist: 


9, (0,,0,)—=1+ 2). cos 2am, v, + 2>¢~. cos 2am, v, 
+ 2> >. q~ 2mm, ¥™*, cos 2 (m,v, — My V2) 
+ 2>) >. qt 2mm, x, cos 2 (Mm, V+ mM, V2) 


wobei die Summationen nach m, und m, von 1 bis oo zu nehmen sind, 
Wir wollen nun setzen: 
,(0;', V2’, Tu, Ti2, T22) = Gy + a,.cos 2x0, + a,.cos 2x, 
+ a,.cos 2x(v,—v,) + a,.cos 2a(v,+0,)+--, 
so sind die Gréssen a in jedem Falle unmittelbar bekannt. Fiir die 
Constanten e,...¢, ergeben sich dann die Bestimmungsgleichungen : 


E+ O&tet & t+ & =A, 


2p. +&.q+e+ | +8.6)—m, 


1 


2r* (e+ ey fey + 8.€, + &.6) = ay, 
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1 2 1 

et 2g 

2p'.q «rr .(@ +e.e,+8 .Q+8.e+ ¢) =a, 
1 2 1 

9 3 +F 3 2 

2p .q  .r .(€, + &. ey + &. 6; + 8.6, + 8.6) = ay. 


Diese fiinf Gleichungen lehren mit leichter Mihe die fiinf gesuchten 
Coefficienten kennen, da ihre Form eine ungemein iibersichtliche ist. 
In ihnen ist 
~- 
e=e * 
gesetzt worden. 
Wihlen wir z. B. als Repriisentanten auf der linearen Seite: 
9; (30,, 30,, 3144, 3t42, Ft») 
so nehmen die Gleichungen die Form an: 
e+ e+ e+ 4+ 6=—1, 
é +e.e,+ e+ e,+2.e,=—0, 
a+ e+ ef+eé.e,+e.e,=—0, 
e +e.e, + €.e, -e&.4+ @& =O, 
e, + €.e, +8.e,4+ &.¢, + 8@.6, = 0. 
Hieraus ergeben sich die Werthe: 
2(1 + e) 1+ 
4 G2). @+8) &~ 1). ef ~ © 
a 1 


0.” Gs eee «4 


5 (28) (+e) 
Uebersichtlicher und eleganter gestalten sich die Ausdrucksformen, 
wenn man nach linearen Relationen sucht, die nicht nur zwischen je 
sechs der 40 Repriisentanten sondern zwischen allen 40 Reprisentanten 
bestehen. Man erhiilt dann die Resultate von Herrn Wiltheiss. 


§ 4. 
Die Transformation geraden Grades, insbesondere die Transformation 
zweiten Grades. 


Wir gehen jetzt zu der Transformation paaren Grades iiber. Die 
Untersuchungen gestalten sich hier nicht so einfach wie bei der Trans- 
formation unpaaren Grades, vielmehr treten hier mehrere von einander 
verschiedene Fille auf, die einzeln behandelt werden miissen. Die 
Griinde, auf welchen diese Unterschiede beruhen, zeigen sich im 
wesentlichen schon bei der Transformation zweiten Grades, wenngleich 
einige neue Momente bei der allgemeinen paaren Transformation 
hinzutreten. 

Die Transformation zweiten Grades nun ist in mannigfachen Arbeiten 
von Goépel, Kénigsberger, Pringsheim, Rohn, Borchardt, 
Caspary u. a. in ausgiebiger Weise behandelt worden. Wir wolle. 
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unter solchen Umstinden den Fall der paaren Transformation nicht 
volistiindig durchfiihren, vielmehr uns damit begniigen die entwickelte 
Methode auf einen Fall derselben wirklich anzuwenden , wihrend die 
andern Fille unberiicksichtigt bleiben sollen. 

Wir wahlen dieselben Ausdriicke zu Repriisentanten, nur sollen 
die Zahlen links von der Diagonalreihe nicht nothwendiger Weise 
durch acht theilbar sein. 


Setzen wir: 
TT (v,, Va)a = D2 (v,', Vy’, Ti, Tiz, T22) 

wobei A das Indicessystem u, v, p, q reprasentiren mége, so finden 
die Gleichungen statt: 

THe, + 1, ea = (—1)".11 (a, %)a; 

TH(e,, % + I), = (—1)" . 1%, %)a, 

TT (vy + 44) Vg + Tyla = (— 1). ce * FV t™, T(v,, v,)a, 

TT(O, A 25 V2 + To9)2 = (— 1). em * Amt TT (0,, v2), 
wobei: 
M = dy. U, 
un=b,.4+b,.v, 
PH GUY V+ &.p+ea.c, 
g=d.utd.v+d,.p+d,.q+d.d,+d,.d, 
ist. 

Es ergeben sich nun eine Reihe wesentlich von einander ver- 
schiedener Fiille, je nach dem Verhalten der Gréssen m, n, », q nach 
dem Modul zwei. 

. Wir wollen lediglich den einen Fall betrachten, dass simmtliche 
Zahlen m, un, », 9 durch 2 theilbar sind und auch diesen nicht in 
voller Ausfihrlichkeit. 

Wir fragen zunichst, giebt es immer Zahlen w, v, p, q welche 
die soeben genannten Bedingungen erfiillen, welches ist ihre Anzahl 
und wie findet man dieselben ? 

Die Frage ist offenbar identisch mit der Frage nach der Auflésung 
der Congruenzen: 

0 = a,-z, 

O = by.x + b,.y, 

OS ea $ Cy + Cy.2 + 4 0C5, 
O=d.«4+d,.y+ d,.2+ d,.w + d,.d, + d,.d, 


wobei die Bedingungsgleichungen bestehen: 


Cy -d, + ¢,.d, — c,.d, = 0, 
by-ds + b,.d, = (Q, 
ay -ds + b,.¢, =n. 











a oe ee &. eet AD) Qe, 


en 
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Es werden nun mehrere Falle eintreten kénnen. Erstens giebt 
es Repriisentanten, fiir welche alle Indicessysteme (a, y, 2, w) oder was 
dasselbe sagt (u,v, p,q) diesen Congruenzen Geniige leisten. Es sind 
dieses die Reprisentanten, bei denen alle Transformationszahlen durch 
2 theilbar sind. Zweitens giebt es Repriasentanten, fiir welche acht 
Indicessysteme den obigen Congruenzen gentige leisten. Es sind 
dieses z. B. diejenigen Reprasentanten, bei denen die simmtlichen Trans- 
formationszahlen in drei Horizontal- oder Verticalreihen durch 2 theil- 
bar sind, oder aber bei denen die Transformationszahlen in zwei 
Horizontalreihen durch zwei theilbar sind, wahrend sie in den beiden 
andern einander congruent nach dem Modul zwei sind. Es wiirden 
hierfiir Beispiele die Reprisentanten sein, deren Zahlen nach dem 
Modul zwei resp. gleich sind. ; 


jo 000; jo 000 
bape poere (0 00 0 
(0 0 0 0 \P gae 
}o 001}; |1110 

also etwa fiir n = 12 die Reprasentanten 
j4000) | 6 O00 
10 6 0 0| }—2 4 0 0| 
1002 0{| | 1 +41 8 0] 
0.0.08) .}. bo dh bf 


Zu ihnen gehéren die Indicessysteme: 
0000, 1000, 0100, 0010, 1100, 1010, 0110, 1110 
resp. 1000, 0100, 0010, 1001, 0101, OO11, 1110, 1111 


oder was dasselbe sagt, die Thetafunctionen mit den Indices: 
5, O01, 4, 34, 23, 2, 3, 24 
resp. O1, 4, 34, 02, 03, 0, 24, 14. 

Diese Repriisentanten bilden eine Eigenthiimlichkeit der Zahlen, 
die mindestens durch die 2° Potenz von 2 theilbar sind und verdienen 
daher besondere Beriicksichtigung. Endlich giebt es Repriisentanten, 
zu denen lediglich vier Lésungen des obigen Congruenzsystems gehéren. 

Wir greifen aus ihnen diejenigen heraus, die fiir die Folge von 
Bedeutung sind. 

Fiir die Reprisentanten, die nach dem Modul 2 die Form haben: 


0 0 0 0| 
0 0 0 0} 
001 0 


0001) 
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ergeben sich die Indices 5, U1, 4, 23. Fiir die Repriisentanten: 


0 0 0 4 }1 0O 0 0 10 0 7 


0 1 0 0 i 0 0 0 e-: 0 © 
0i 00) [00 10) |i 00 
000 1} |\f 0 —i 0} |v i Oo O 


resp. die Thetafunctionen mit den Indices 5, 01, 34, 2; 5 
5, 34, 12, 0. 

Die auf diese Weise gefundenen Reprisentanten zerfallen dann 
von selbst in zwei Categorien, die gesondert betrachtet werden miissen. 
Die eine Categorie enthilt die geraden, die andere die ungeraden 
Thetafunctionen. Die Zahl der einen wie der andern ist unmittelbar 
anzugeben. In dem Falle nun, dass die Gréssen uw, v, p, g eine un- 
gerade Thetafunction definiren, kénnen die Gépel’scheu Quadrupel 
nicht mehr gebraucht werden. An ibre Stelle treten vielmehr Quadrupel, 
welche bei bekannter Bezeichnungsweise die Bedingungen erfiillen: 

Hy + Be + Hs + oy = 9, 
y%+t+r+r; +%,=—290, 
P+ PP, + Ps +P = 9, 
UVKthty+y=9, 
8, + 8, + 8, + in L, 8 = Bi-Gi — %-Di- 

Wir wollen diesen Fall nicht weiter in Betracht ziehen, beschriinken 
uns vielmehr auf die geraden Thetafunctionen pw, v, p,q, fiir welche 
die dazu gehérenden Gréssen m, u,p, q simmtlich Null sind. Ist die 
Transformationszahl von der Form 2m, wo m eine ungerade Zahl ist 
und nennen wir die Zahl der zu m gehérenden Repriisentanten r, so 
ist die Zahl der definirten Thetafunctionen gleich 60 r und ebenso 
einfach kann dieselbe im allgemeinsten Falle bestimmt werden. Wir 
wollen sie mit R bezeichnen. Dann folgt leicht, dass alle diese Func- 


tionen - + 2 willkirliche Constanten enthalten. 


4, 12, 03; 


? 


Denken wir uns nun ein beliebiges G6 pel’ sches Quadrupel heraus- 
gegriffen (a, b,c, d) und bilden den Ausdruck: 
Bat (V,, Vy) - By (v,, Vy) . BY (vy, Va) - Fa9(V,, Vy), 
ae+Bt+y+d=—n, B+d=—0, y+d=—0, 
so geniigt er denselben Bedingungsgleichungen, wie unsere repriisen- 
tirenden Thetafunctionen. Nehmen wir die Bedingung 0 < 4 hinzu, 


. n2 ‘ ° i . 
so erhalten wir gerade — -+ 2 linear von einander unabhiingige Aus- 
driicke. 


Hieraus ergiebt sich der Satz: 














— 


a ft 
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Kine jede der & vorhin definirten transformirten Thetafunctionen 
hat die Form: 


Da (V1, V2, Tir, Tiz, Tin) > eapya Da® (V4) Vq). DP (0; ,09).F4 (V, ,Vy)-Fa?(V, 5 V9), 
e+6B+y+o=—n, B+d=—0, 0 < 4. 


Damit ist der Hauptsatz abgeleitet. Die iibrigen Betrachtungen kénnen 
ganz analog, wie im Falle der unpaaren Transformation angestellt 
werden, 

Sind zwei beliebige der vorhin definirten Thetafunctionen vorgelegt, 
so besteht zwischen ihnen eine Relation: 


ete Ee oo , hel ae ee a ee 
9.(v,; Vy, Ti, Tiz, T22) = €,- Fa (vy, » Vo y Tit, Tiz, Tez) 


-y 
-f Ss Ce py d-Pa® (Vy, Vy) -HyP(V,, Vy). BA (V,, Vy) 9, (0, Vo), 
\ 
wobei die Summe iiber alle friiheren Ausdriicke mit Ausnahme eines 
einzigen auszudehnen ist. Die Zahl der von einander verschiedenen 


. : : n® 
Ausdrucksformen ist gleich —- + 2. 


Ebenso folgt, dass zwischen je drei der R repriisentirenden Theta- 
functionen lineare Beziehungen hergestellt werden kénnen, welche 
i] SD ? 


gleich einer Summe von . Gliedern der urspriinglichen Art sind u. s. f. 


Wir kénnen schliesslich so sagen: Zwischen den FR definirten Theta- 


n 


functionen bestehen 2? — —- —2lineare Gleichungen. Es lassen sich ferner 


‘ n? é si ; ‘ 
aus ihnen | -++ 2 Ausdriicke linear zusammensetzen, welche gleich 


einem der “ +2 Ausdriicke #,%(v, , V,).By? (V, , Vy).BeY (Vy, Vy). Fa? (Vy , Vy) 
sind, vorausgesetzt, dass die friiher angegebenen Bedingungen erfiillt 
werden. 

Die Coefficientenbestimmung kann ihnlich wie im Falle der un- 
geraden ‘Transformation vorgenommen werden, Bei der wirklichen 
Berechnung tritt insofern eine Complicirung ein, als es nicht mehr 
moglich ist von der Thetafunction mit dem Index @ durch Substitution 
halber Perioden zu einer Thetafunction mit einem beliebigen andern 
Index B tiberzugehen. Die Constanten sind demnach nicht mehr in 
sechszehn Gleichungen dieselben, sondern wie eine leichte Betrachtung 
zeigt, héchstens in vier. Das Princip bleibt aber hierbei ungedndert,. 
Als Beispiel behandeln wir in aller Kiirze den Fall n = 2. 

Fiir ihn folgt, dass die 60 Functionen: 


Ba(20,, 2vg, 2t,,, Vtg, 2To) @:5, 01, 4, 23, 








—t » € 
(20, Voy 28:35 Saas = ) B:5, O1, 34, 2. 
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9, (v, iv, 2v,, Etre thee, 4 ie, Qty); 725, 4, 12, 03, 


#5 (0, %, =f s oF tm —ST om ), 0:5, 34, 12, 0 


9 7 
4 


sich simmtlich linear durch die Quadrate der nimlichen vier Theta- 
functionen ausdriicken lassen, zwischen denen eine Gdpel’sche Rela- 
tion besteht. 


Wihlen wir z, B. das Quadrupel 5, 34, 12, 0, so ergeben sich 
nach leichten Rechnungen die Beziehungen: 


40, .8,(20,, 2v,, 24,,, 2t,9, 2 To9) 
= Oy? (V,, Vp) + H,? (VY, , Vy) + Dsi(vy, 0) + 130, Vo), 
20, .3; (2 Oo Gay BE ens Sees =) .(8,! — oi) 
— (Os . 0,” + O14. Poi) . (2 (0, V2) + Osi (v;, v,)) 
+ (0,4 — Bot — O15. 9,2 — OG. Doi). (8,2(v,, v.) + H13(v,,0,)), 
20, .%, (o,, 2v,, =, Sra, 22) . (4 — Boi) 
= (Py3. Dug + 4,2. 14) . ()2(v,, v1.) + Ai2(v,, v,) 
+ (1 — Got — Fe5 .,? — o§. O14) . (8,2 (v,, v,) + si (v,, v,)), 
O;.%; (o,, UV», s ; = F ‘#) . (#4 — Bot) 
= (O15. 2+ iy. Pol —B,2. Hog) . H2(v, ,v,) 
+ (@,! — Got — B,? . Doi — Bus . Bor — Og . #2) . 9,2(0, , v,) 
+ (@,2 . 0,2 + O45 . 0,2 — Og. O35) . Psi(v,, vy) 
+ (O25 . Pus For. Pos — yg. 8,2) . HiZ(v,, v,). 


Die iibrigen Ausdriicke fiir die transformirten Thetafunctionen mit dem 
Index 5 ergeben sich aus den hier stehenden mit Hiilfe der linearen 
Transformationen: 


ik 0 &.0 6 a a 1 0 0 0 6.8 0 
0 10 0 6. 1..0 @ Sail 0 v 01 0 0 
Oo 2.4 8 Ge 0 1:0 0 0 .®@ Des F © 
60 0 1 Penge ey 0 O py Pyeng 


welche das Quadrupel (0, 5, 34, 12) von der Reihenfolge der Theta- 
functionen abgesehen, in sich iiberfiihrt. Ebenso einfach sind die 
Ausdriicke fiir die iibrigen 45 transformirten Thetafunctionen aus den 
obigen abzuleiten. 
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Ks kénnten nun Relationen zwischen je zwei, drei, vier der 60 
Repriisentanten und den urspriinglichen Thetafunctionen abgeleitet 
werden, Der letzte Fall giebt die Fourier'schen Entwickelungen der 
Quadrate der urspriinglichen Thetafunctionen und ist mehrfach behandelt 
worden, wenn auch nicht unter dem hier aufgestellten allgemeinen 
Gesichtspunkt. Schliesslich ergeben sich zwischen je fiinf der genann- 
ten Thetafunctionen lineare Beziehungen. Die Coefficientenbestimmung 
erfolgt auch hier am besten mit Hilfe der Fourier’schen Reihen- 
entwickelung. 

Ist Ba(v,', Vo, Tir, Ti2, Tx) eine beliebige der 60 definirten Func- 
tionen , so findet z. B. immer eine Gleichung von der Form statt: 


ne , , , , T— 1 Te Tee 
Da(Y;, V2, Ti, Tiz, T22) = ¢,. 9; (o,, V2, or ary —* i 
\ 


} 1 8 8©=60o 2 — 1 Tae 
+ ¢,.4, (o,, ae 2 tine ice 


"| T1 Tig aS) 
+ ¢,.9; (v,, v, 2°? 2°? ~~ 9 


. Ti Tie Tee \. 
+ ¢,.3; (%,, Y., - 3 eo ), “a, 
Setzen wir: 


Da (V;', Ve’, Tir, Tiz, Tz) = dy + a, . cos 2av, + a,. cos 2av, 
+ a,.cos2a(v, + v,) +--- 
so wird 
200 & tet & +e) =a, 
1 


2p°. (— te, +&+ & +e) =—4, 


te| = 


2q° .( é, + e, — te, + e,) = ay, 
1 1 


= 2 , . 
2p .qg-r .(— te, — e, — te, + €,) — as, 


Dieses Gleichungssystem ist unmittelbar auflésbar. So ergeben 
sich u. a, die Beziehungen: 


‘ ré ¢ ° T%— 1 Ti2 Tez 
28, (20,, 2v,, 2t44,2 449, Bt) —=(1 — i). (v4, v, 5 » 3) 
9 . 1H T2— 1 Tee 
— Ux \U,, U2, 3» 5 ? 
. TH T42 T22 — | 
+ (i —i). a, (»,, Ux, > ¢@>? ) 


+ (2¢-+1).4, (v, ? V2) 
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» Dr Y,, » & 6 saad et 
28,, (20, , 2v_, 2;,, 27,9, 2to.) = #;(o,, %, 
+ #,(v,, 0, 
‘ ‘ 9, < ») € tie 
2 Bo (20,, 20,, 2T4,, 2749, 2ey9) = 9, (v,, v2, 
— (L—2).0; (v,,., 
“iat i.05(v, 2 Vo» 
28, (20,, 2vq, 2T,,, 27), 2T99)—= —(1—*).d, (o,, V2) 
+ 3, (o, »V, 
1.3, (0, 9 Ves 


Einfacher und iibersichtlicher wiirden sich die 


Ti = Trgq— 1 gg ) 
2 





2 ? 2 ? 

TH Tie Te 

2 ? 2 ? 2 ’ 
TH T2— ! Tee 
2? ee 
TH ie 1 
9 ? 9? 2 
TH T12 Tee 
9? 9 ?) ° ’ 
2 2 2 


Ty— 1 Tie 2) 
- ee 


-— 2 » >? DY 


Ti Ti2 Te \. 
Se ? 2 ’ 2 


Formeln gestalten, 


TH Ty2— 1 oe 


wenn wir nicht nur zwischen je fiinf, sondern zwischen simmtlichen 
60 repriisentirenden Thetafunctionen Beziehungen gesucht hitten, in- 
dessen glaubt der Verfasser hiervon absehen zu diirfen. 


Warnemiinde, September 1384. 

















Ueber die algebraischen Charakteristiken der hyperelliptischen 
Thetafunctionen. 


Von 


Orro Sraupe in Breslau. 


Die Riemann’schen Charakteristiken der 16 ‘lhetafunctionen zweier 
Veriinderlicher kénnen als transcendente Charakteristiken bezeichnet 
werden, insofern sie die Entstehung der abgeleiteten Thetafunctionen 
aus einer Fundamentalthetafunction durch Aenderung der Argumente 
der letzteren um Halbe der zusammengehdrigen Periodicititsmoduln 
(transcendenten Moduln) andeuten. Demgegeniiber kann man alge- 
braische Charakteristiken diejenigen nennen, durch welche eine Ver- 
theilungsart der 16 Thetafunctionen auf die 6 Verzweigungspunkte 
(algebraischen Moduln) einer zweiblittrigen Riemann’schen Fiche 
vom Geschlecht 2 zum Ausdrucke gebracht wird. Diese Unterscheidung 
schliesst nicht “aus, dass es Charakteristiken giebt, in welche sich 
gleichzeitig jene beiden Beziehungen hineinlegen lassen. 

In einer Abhandlung ,,Ueber die Parameterdarstellung der Ver- 
hiiltnisse der Thetafunctionen zweier Verinderlicher‘*) habe ich eine 
doppelte Form algebraischer Charakteristikenbezeichnung der 16 Theta- 
functionen erwaihnt**). Bei der einen sind die Indices (Charakteristiken) 
von sechs Thetafunctionen beziiglich die 6 Zahlen* 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
wiihrend jeder der zehn iibrigen Thetafunctionen eine der 10 Kin- 
theilungen dieser 6 Zahlen in 2 Tripel beigeschrieben wird; bei der 
anderen erhalt eine Thetafunction keinen, die ftinfzehn iibrigen aber 
je 2 verschiedene jener 6 Zahlen als Indices. Diese doppelte Bezeich- 
nung entspricht einer doppelten Vertheilungsart der 16 Thetafunctionen 
auf die 6 Verzweigungspunkte a), @,, @, @,, @,, @, des hyperellip- 
tischen Gebildes. Das eine Mal ist jedem einzelnen Verzweigungspunkte 
und ausserdem jeder Gruppirung der 6 Verzweigungspunkte in 2 Tripel 
je eine Thetafunction zugeordnet; das andere Mal gehéren 15 Theta- 
functiouen beziiglich zu den 15 Paaren zweier verschiedener der 6 Ver- 
zweigungspunkte und die eine noch tibrige Thetafunction zu keinem 
oder, wenn man will, zu allen 6 Verzweigungspunkten. 

Es ist die Absicht der vorliegenden Arbeit diese beiden Gruppirungen 
der 16 Thetafunctionen und 6 Verzweigungspunkte in ihrer Bedeutung 


*) Diese Annalen, Bd. 24, S. 281 ff. (Die Abhandlung ist im Verlaufe des 
vorliegenden Textes unter ,,P. D.“ citirt). 
**) P.D. § 10. 
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und wechselseitigen Beziehung zu behandeln und dieselben aus dem 


Abel’ schen Additionstheorem als ihrer gemeinsamen Quelle hervorgehen 
zu lassen. 


Die Betrachtungen des J. Kapitels, welche die Bedeutung der 
algebraischen Charakteristiken der 1. (oben erwaihnten) Art begriinden 
sollen, haben eine zweifache Grundlage, die Rosenhain’ sche Parameter- 
darstellung*) der 16 Thetafunctionen (§ 1, 1) einerseits und ein System 
von 16 einfachsten Additionstheoremen hyperelliptischer Integrale 
(§ 3, A,, A,) andererseits. Auf diese zweifache Grundlage stiitzt sich 
die Beziehung**) zwischen den Nullpunkten der 16 Thetafunctionen und 
den 16 Additionstheoremen hyperelliptischer Integrale (§ 3, 1), welche 
den folgenden Untersuchungen als wesentliches Hilfsmittel dient. Mit An- 
wendung desselben ergiebt sich unter anderen, dass aus der algebraischen 
Charakteristik 1. Art einer Thetafunction unmittelbar abzulesen ist, 
welche Form man den Argumenten der Thetafunction geben muss, 
damit dieselbe, als Function einer Stelle des hyperelliptischen Gebildes 
betrachtet, fiir 2 beliebig gegebene andere Stellen verschwindet 
(§$ 4, ID). 

Wiihrend als Merkmal des I. Kapitels die Rosenhain’sche Para- 
meterdarstellung mit ihrer Gruppirung der 16 Thetafunctionen zu 6 
und 10 zu betrachten ist, priigt sich die Bedeutung des IJ. Kapitels 
besonders in der Pry m’schen Parameterdarstellung der Thetafunction ***) 
(§ 6, I) aus, bei welcher die Gruppirung der 16 Thetafunctionen zu 
1 und 15 den Charakteristiken der 2. (oben erwihnten) Art entspricht. 
Diese Parameterdarstellung ergiebt sich in einfacher Weise, nachdem 
die Beziehung der Nullpunkte der Thetafunctionen zu den algebraischen 
Charakteristiken 2. Art in demselben Sinne hergestellt ist (§ 5, IL), 
wie es zuvor mit Bezug auf die Charakteristiken 1. Art geschehen 
war (§ 4, Il). 

Im Anschluss an die Resultate der §§ |—6 zeigt § 7 in den Siitzen I 
und I], wie die Rosenhain’ sche und Prym’ sche Parameterdarstellung 
beziiglich als Repriisentanten zweier Systeme von je 16 coordinirten 
Parameterdarstellungen zu betrachten sind; das eine dieser beiden 
Systeme dient zur Liésung der 16 Jacobi’schen Umkehrprobleme 
(§ 7, 28), das andere der 16 Riemann’schen Umkehrprobleme 


*) Rosenhain, Mémoire sur les fonctions de deux variables et 4 quatre 
périodes, Mémoires présentés par divers savants, Bd. XI, S. 422, Formeln (97). 
**) Begriindet ist dieselbe in der allgemeinen Beziehung der Nullpunkte der 
Thetafanctionen zu den additiven Constanten ihrer Argumente, vgl. Riemann, 
Theorie der Abel’schen Functionen, Art, 22, ferner C. Neumann, Vorlesungen 
iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale, 2. Aufl. (Leipzig 1884), Satz 
auf S. 367. 
***) Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, Denkschriften 
der Wiener Academie, Bd. 24, 8. 57, Formeln (F). 
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(§ 7, 29) der hyperelliptischen Integrale 1. Ordnung; der Gegensatz 
dieser beiden Systeme von Umkehrproblemen geht wiederum dem Gegen- 
satz der algebraischen Charakteristiken 1. und 2. Art parallel. Das 
Ergebniss der beiden ersten Kapitel liegt, allgemein zu reden, in dem 
Nachweise, dass zwischen der doppelten Gruppirung der 16 Theta- 
functionen zu 6 und 10 und zu 1 und 15, damit aber auch zwischen 
den Charakteristiken 1. und 2. Art eine durchgehende Gleichberech- 
tigung besteht, die in der Bestimmung der Nullpunkte und der alge- 
braischen Parameterdarstellung der Thetafunctionen, sowie in den 
32 verschiedenen Formen des Umkehrproblems der hyperelliptischen 
Integrale 1. Ordnung zum Ausdrucke gelangt. 

Dieses vorliufige Ergebniss erhalt seinen Abschluss durch das 
III. Kapitel, welches zeigt, dass jene doppelte Gruppirung und keine 
andere vorgebildet ist in dem allgemeinen Abel’ schen Additionsthegrem 
der einer zweiblittrigen Riemann’ schen Fliche mit 6 Verzweigungs- 
punkten zugehdrigen hyperelliptischen Integrale. Betrachtet man naimlich 
das Problem der Addition einer bestimmten Anzahl hyperelliptischer 
Integrale 1. Ordnung mit variablen oberen und constanten unteren 
Grenzen, so ergiebt sich bei allen méglichen Auswahlen der unteren 
Grenzen aus den 6 Verzweigungspunkten des hyperelliptischen Gebildes 
immer ein System von 16 untereinander verschiedenen Additions- 
theoremen. In einem derartigen System aber herrscht stets die eine 
oder andere der beiden Gruppirungen der 16 Elemente des Systems 
za 6 und 10 oder zu 1 und 15 vor, jenachdem die Anzahl der zu 
addirenden Integrale ungerade oder gerade ist (§ 8). Andererseits 
kann die Bestimmung der Nullpunkte der 16 Thetafunctionen, deren 
Argumente Summen von ein, zwei oder mehr Integralen 1. Gattung 
sind, auf die Lésung eines derartigen Systems von Additionstheoremen 
zuriickgefiihrt werden. Somit iibertragen sich die zwei den Additions- 
theoremen eigenthiimlichen Gruppirungen zunichst auf die Nullpunkte 
der 16 Thetafunctionen; fiir die Bestimmung derselben ist die eine 
oder andere Gruppirung maassgebend, jenachdem die Argumente Sum- 
men aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von Integralen sind 
(§ 9). In entsprechender Weise aber beherrscht die doppelte Gruppirung 
die ganze Reihe von Folgerungen, die sich an die Bestimmung der 
Nullpunkte der Thetafunctionen anschliessen, in demselben Umfange, 
in welchem man die zweiblittrige Riemann’sche Fliche mit 6 Ver- 
zweigungspunkten als Normalform des hyperelliptischen Gebildes zu 
Grunde legt. Diesem Gedankengang des III. Kapitels dienen die Be- 
trachtungen der beiden vorangehenden nicht blos als Grundlage; viel- 
mehr enthalten sie zugleich die beiden einfachsten Fille, in denen die 
allgemeinen Resultate des III. Kapitels zur Anschauung gelangen. Weil 
nimlich bei der Rosenhain’schen und Prym’schen Parameterdar- 
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stellung der Thetafunctionen die letzteren beziiglich von zwei oder von 
einer variablen Stelle des hyperelliptischen Gebildes abhiingen, so zeigt 
sich in diesen beiden einfachsten Parameterdarstellungen bereits der 
Gegensatz der beiderlei algebraischen Charakteristiken in derselben 
Weise, wie er sich weiterhin bei der ganzen Reihe von Parameter- 
darstellungen wiederfindet, bei denen die Argumente der Thetafunc- 
tionen von mehr als zwei variablen Stellen abhiingen. Die Reihe 
dieser Parameterdarstellungen ist in §§ 10—12 soweit entwickelt, als 
sie zur Lésung der 32 Umkehrprobleme der hyperelliptischen Integrale 
1. Ordnung erfordert wird. 

Mit den Untersuchungen des III. Kapitels ist gleichzeitig darauf 
hingewiesen, dass sich auch fiir die hyperelliptischen Thetafunctionen 
hiherer Ordnung eine Theorie der algebraischen Charakteristiken auf 
das Abel’sche Theorem begriinden lisst. 


Kapitel L. 


Die algebraischen Charakteristiken erster Art. 


§ 1. 
Die Rosenhain’sche Parameterdarstellung der 16 Thetafunctionen. 
In dem hyperelliptischen Gebilde 1. Ordnung 
Ss? = (a) — 2) (a, — 2) (a, — 2) (a, — 2) (a, — 2) (a; — 2) 
werden zwei iiberall endliche Integrale: 
(1) a *(z2 —# dz : — “(2 —# a 
%q —S82 Se me 

angenommen*), welche sich durch die gegebenen Constanten g, und g, 
von einander unterscheiden. Zur Abkiirzung wird 


(1) Ga ass = dw, , Eh Ss = dw, 
gesetzt. 


Die gemeinsame Bahn der beiden Integrale u,, uv, erstreckt sich 
zwischen zwei beliebigen Stellen z,, —s, und 2,, s, des hyperelliptischen 
Gebildes z,s; die Abhiingigkeit von den Stellen z,,s, und 2,, Ss, ist 
eine symmetrische, insofern mit Bezug auf Vielfache der zusammen- 


gehdrigen Periodicitiitsmoduln der beiden Integrale die Congruenzen 
bestehen: 


*) Vgl. iiber diese Integralform Weber, Ueber die Kummer’ sche Fliche 
4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten und ihre Beziehung zu den Thetafunctionen 
mit 2 Veriinderlichen, Crelle’s Journal, Bd. 84, 8. 339 (1877). 





Ps 
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Fy % 29, $q Hy % Sa» 8 
(2) dw,= f dw,, J dw, = | dw,, 
92) Sq 41 31 rd te 1, —h 


oder auch, unter a; einen der 6 Verzweigungspunkte des hyperellip- 
tischen Gebildes verstanden, die Congruenzen*): 


$1, 8; Fy 3} By, 8 


24,8, $1981 $2» $2 Hy s 
(2) f aw, =f dw, +f dw,, J aw, =f aw, +f dw,. 
8 a; a a a; 


sy i 


2 — 


Mit Riicksicht hierauf mégen die Integrale u,, u,, auch wenn sie 
in der Form (1) geschrieben sind, nicht als Functionen von 2,, s, und 
2), —S%, sondern von 2,, 8, und 4,,s, behandelt werden. 

Zwei Stellen von der Form z,s und zg, —s sollen zwei einander 
entgegengesetete Stellen des Gebildes z, s heissen. \ 

Die Integrale u,, u, fiihre man nun in die Thetafunction zweier 
Variabler : 

+e +o 


O(v,, Vo) = > > EU MAF Ayg M Ng-Hang Mo*-2 N, O,-++2 Ny Oy 
—-2 —@ 


in der Weise ein, dass man 


V, = HU, + My, 
Vy = Myy Uy “P Cgy ty 


setzt und alsdann die Function #(v,, 0.) mit O(u,, #,) bezeichnet. 
Dabei seien die Constanten @,,, @;, @;, @» uach den von Rosenhain 
begriindeten Anschauungen, wie ich sie P. D. § 4 dargelegt habe, 
bestimmt oder um die Riemann’sche Terminologie zu brauchen**), 
in der Weise bestimmt, dass v,, v, ein Paar von Normalintegralen 
werden, Wie die Fundamentalfunction #(v,,v,) durch O(u,, w#), so 
ersetze man auch die in bekannter Weise aus jener abgeleiteten 15 Func- 
tionen @;,(v,, 0) durch entsprechende Functionen 0;,(u,, %#.). 

Zur Unterscheidung der 16 Thetafunctionen von einander sollen 
im Folgenden, je nach den gerade leitenden Gesichtspunkten der Be- 
trachtung, die algebraischen Charakteristiken 1, Art oder 2. Art (vgl. 
die Kinleitung) verwendet werden. Der Zusammenhang dieser Be- 
zeichnungsweisen mit der Riemann’schen und Weierstrass’ schen 
Bezeichnung findet sich P. D. § 1 und § 10 angegeben; die Beziehung 
der algebraischen Charakteristiken 1. und 2, Art zu einander giebt die 





*) Vgl. Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweibliittrigen Fliche, 
Denkschriften der schweizerischen naturforschenden Gesellschaft, Bd, 22, 8.15 (1866). 

**) Vgl. Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, Denkschriften 
der Wiener Academie, Bd. 24, S. 28 (1864). 
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folgende Tabelle (P. D.§ 10), bei der die gemeinsamen Argumente 


u,, u. der Functionen weggelassen sind: 
1? 2 55 





0, _ 0.4, 
0, = 8,0, 
0, = Oo, 
Oy04 _ 8, 
; 135 
(3) 0145= 8, O40 = 9.,, 
035 235 
O395= Oy35 0540 = O.3, 
051 251 
9504 = O55, 9540 _ ®.;, 
[013 213 


oOo 


1 = 9;;, 
3 = 95, 
5 = O13, 


O109 a5 0;;, 
435 

O.02 — 0,;, 
451 

Os02 _ O,;- 
413 


Die Reihenfolge der 3 Zahlen eines Tripels bei den Charakteristiken 
1. Art und der beiden Zahlen eines Paares bei denen 2. Art ist hierbei 
ohne Bedeutung. Die 6 zuerst aufgefthrten Functionen sind die 6 
ungeraden, die 10 anderen die 10 geraden Thetafunctionen der Argu- 


mente u,, Up. 


Dieselben beiderlei Charakteristiken, wie sie in (3) fiir die 16 
Thetafunctionen zusammengestellt sind, sollen auch zur Bezeichnung 
der 16 Sigmafunctionen dienen, welche P. D. § 8 detfinirt sind und 
sich von den entsprechenden Thetafunctionen je nur um einen con- 


stanten Factor unterscheiden. 


Dies festgesetet, kinnen die Verhiiltnisse der Quadrate der 16 
6-F'unctionen in ihrer Abhéingigkeit von den Grenzstellen 2,, s, und 
2,, 8, der Integrale u,, u,, welche ihre Argumente bilden, also dar- 


gestellt werden: *) 


Gy? (Uy, Mp) = DP" (2, — 2)” (aa — 4) (a2 — 22) 


2 
1,2, 2, (Uy, Uy) = H 
a3 4,45 


,| Ve RN, = A), =) 
| V4, —%) (a, — %) (a, —2 1) 


V (42,—#)(4,—#) (42,—%) |* 


V(%,— %) (4, — 2%) (a, — £2) | 


hier ist gy? ein Proportionalititsfactor, bedeutet 2 eine der Zahlen 
0,1,2,3,4,5 wnd bedeuten Ay, 4,, 4., 45, 44, 4, dieselben 6 Zahlen 


in irgend welcher Reihenfolge. 


Die vorkommenden Quadratwurzeln sind beziiglich ihrer Zweideutig- 


keit fiir 71,2 der Bedingung: 





2 V (ai, — #1) (a2,—#1) (a2,— #4) V (aa, — #4) (aa,— #1) (aa,— #1) = 5; 
zu unterwerfen. Man wird sich also bei gegebenem z;, 5; die Vor- 
zeichen der 12 einfachen Quadratwurzeln /a,— z; den beiden Be- 


dingungen 


*) PD. § 9. 








2) | 
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Va,—% Va, —# Va,—% Vas—2% Va,—#% Va,—a%—=s;, i=1,2, 
entsprechend, aber iibrigens beliebig angenommen denken, und hat 
alsdann unter 

Vea, 8) (0,8) (=A) 
fiir jede Auswahl der 3 Zahlen 4,, 4,, 4, aus der Reihe 0, 1, 2, 3, 4, 5 
das Product 


Var % Var,— i Voa,— % 
zu verstehen (vgl. auch unten § 12). 
Zur Abkiirzung sei im Folgenden allgemein 


(4) (@a,— #:) (a2, —2) (aa, — 41) = PHA 
gesetzt, sodass die Formeln (I) die Gestalt annehmen: 

G27 (Uy, Uy) —= (4, — £2)? (Ga — 4) (a2 — #2) : 
(1) | Vp eh) = fp, ea |? 


2 ° 
61,22, (Uy, UM) = Qe 
aA, 4; 





Vo {4 4,45) Vo (Aas) 


mit der Bedingung: 
6) VoD VqBD =, i= 1,2 

Diese Formeln, welche die Rosenhain’sche Parameterdarstellung 
enthalten, fiihren unmittelbar zu der Bemerkung: 

Die algebraischen Charakteristiken 1. Art der 16 Thetafwnctionen 
charakterisiren die Vertheilung der 6 Verzweigungspunkte a, des hyper- 
elliptischen Gebildes auf die 16 algebraischen Ausdriicke, welchen bei 


der Rosenhain’schen Parameterdarstellung die 16 Thetafunctionen pro- 
portional gesetzt werden. 


§ 2. 
Die Nullpunkte der Thetafunctionen in ihrer Beziehung zu den 
algebraischen Charakteristiken 1. Art. 


In den Integralen (u,, u.) soll jetzt die Grenzstelle z,,s, als be- 
liebiger, aber fest gedachter Parameter, die Grenazstelle z,, s, aber, 
die dabei unter Weglassung des Index 1 mit z,s bezeichnet sei, als 
Variable angesehen werden. Nach bekannten Sitzen von Riemann*) 
wird alsdann eine jede Thetafunction bei gegebenem Parameter z,, s, 
im Allgemeinen fiir 2 Stellen z, s des hyperelliptischen Gebildes ver- 
schwinden; jedoch wird es besondere Werthe des Parameters 2,, 8, 
geben kénnen, fiir welche sie in Bezug auf die Variable z, s identisch 
verschwindet. 


*) Vgl. Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblittrigen Fliiche 
(a, a O.), S. 14. 


25* 
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Da bei der Discussion ihrer Nullpunkte die Thetafunctionen und 
Sigmafunctionen nicht als verschieden zu gelten haben, so ist die 
Lage der beiden Nullstellen der Thetafunctionen aus der algebraischen 
Darstellung (§ 1, 1) der Verhiiltnisse der Sigmaquadrate unmittelbar 
zu ersehen. Man erkennt nimlich: 


2,38 3,8 
I. Die Function 0,(u,, u,), wo u,;=—fdw,, u,=—fdw,, ver- 
So, — % 2a, — 


schwindet im Allgemeinen fiir die beiden Punkte z= a,*) und 2, s=2.,,—s,; 

die Function ©),2,2,(U;, U,) fiir diejenigen beiden Punkte z, s = 2, S, 
45 4,2, 

und 2,8 = 2,,8,, welche neben dem Punkte z,s = 2,, s, der Bedingung 

geniigen: 


V petite V poe) iii dose V pert Y gplts 4%) =s, 
=), ¥ 


| ev ©, 4s 4s) | to Aa Aa) 1/ ep. (ae Aeds) exo 

V 9! 04s) V 9, aA, as V 9. \ a | Q,' a4s) So. 

Bei Erliuterung dieses Resultates sei es gestattet, der einfacheren 

Schreibweise wegen, 0, (w,, w.) fiir die 6 ungeraden Functionen 0,(u, , u,) 

und Opes (#,, M) fiir die 10 geraden O),2,2,(u,, u,) als Repriisentanten 
135 Ay Ay As 


(6) 


auszuwihlen, wodurch bei dem durchsichtigen Aufbau der Formeln 
§ 1, I der Allgemeinheit kein Abbruch geschieht. 

Um die beiden unter der Annahme 4,0, 4,=2, 4,=4, 4,=1, 
4,=3, 4,=—5 in (6) definirten Stellen z,,s, und z,,s, zu bestimmen, 
benutzt man zuerst die Gleichung 3. Grades in 2: 

7o™ 79,%| |— Ye fo, 
(7) G (2) =| e- Sie Be" ae 
‘ V 9) V 9,0 V 9) V9." 
a pa) gp'35) _— g(t) gp") — 0, 


welche neben ¢ = 2, die beiden gesuchten Werthe z= 2, und z= <2, 
zu Wurzeln hat. Zur Ermittlung der zugehérigen Werthe s, und s,, 
welche mit 2 und 2, nur erst in ihren Quadraten bestimmt sind, dient 
dann die urspriingliche Gleichung (6); sie bestimmt nimlich, wenn 
man in ihr 2 = Z, resp. = 2, setzt, eindeutig die Wurzel s,, resp. 
s,, im deren Factoren sie linear und homogen ist. Man kann hierbei 
die Gleichung (6) im Allgemeinen durch Multiplication mit 


Vp V p,™ oder V po) V p35) 


und nachheriger Auflésung nach s auf die tibersichtlichere Form bringen: 


*) Wenn z einem Verzweigungspunkte gleich ist, wird die sonst zur Unter- 
scheidung zweier entgegengesetzter Stellen des Gebildes erforderliche Angabe des 
Werthes von s iiberfliissig. 
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we (A —8 ) (4 —8 )(4—8 ) exe (44 ) (M8 (G58 ) 
8) $= qa) —H) (=m) 2 OF § = GG, —m) (Gm) 
Auch aus der Gleichung (7) liisst sich, durch Ausfiihrung der Division 
mit 2— 4, die quadratische Gleichung fiir 2, und 4, in einer characte- 


ristischen Form herstellen. Es ist namlich: 











ast ft — gy gf 
B— & 
se (Ag — 44) « (4 — 44) (Gp — Ag) (Go — As). (Ag — %y) (4 — 2p) (€g—#) (@y— 2) +--+ 
(@g — 4) (44 — Gq) (Gy — Ag) 
__ _ (€g— 5) . (Ay — Go) (4 — Gg) (Ay — G4) . (iy — %y) (@;— %q) (Ag — 2) (4, — 2) +--+ 
(a3 — 5) (4; — a4) (4 —@g) 7 


wo die beiden durch Punkte angedeuteten Glieder im Zihler der Aus- 
driicke rechter Hand aus dem ausgeschriebenen Gliede durch cyklische 
Vertauschung der Buchstaben a,, a,, a, fiir den ersten und a,, ds, @,, 
fiir den zweiten Ausdruck hervorgehen. Die gesuchte quadratische 
Gleichung kann daher in den beiden untereinander aquivalenten Formen 
gegeben werden: 


( (dg — a). (ay) —Q) (A@p—Ag) (4g—4,) + (@;—4y). eek (a@g—@s) (@g— Gs) 
(Gy — 2g) (@) — 2) — &q) (dp — 2) 


4. ~ Aq). (g- caiaaieaia ea =), 


(a4 — 2) (4, —2) 





(9) 
(as — @;) .(@,—Aq) (@4—Gg) (44 —y) " (@; — @,).(Ag—Mo) (4g ~ ae) (a@3—@,) 
(ay — 2g) (4, —2) (3 — 2) (a3 — 2) 

(a, — 4s). (43—Ap) (a; ~ Ag) (@,—@,) 
+ (a; — %) (a; — 2) on 0, 





Man kann hiernach an Stelle der urspriinglich durch die Gleichung 
(6) gebotenen Bestimmungsweise der Stellen z,, 5s, und 2,, 5, auch die 
in folgendem Satze bezeichnete eintreten lassen: 

VY. Zur Bestimmung der Nullpunkte z, s == 2, 8, wnd 2, s = 2,, 8 
der Function: 


p a 
ozs ( dw,, d Ww; ) 
135 
22, — Sq 22) —S2 


von 2,8 dient die eine oder andere der in z quadratischen Gleichungen 
(9), welche 2, und z, zu Wurzeln hat; und die eine oder andere der 
Functionen (8) von 2 welche mit z=, den Werth s, und mit z= 2, 
den Werth s, giebt. 

Die unmittelbar ersichtliche Abhingigkeit der quadratischen Glei- 
chungen (9) und der Funetionen (8) von derjenigen Gruppirung 
(ay Gy @4) (4, 43 a,) der 6 Verzweigungspunkte des hyperelliptischen Ge- 
bildes z, s, auf welche die Charakteristik der betrachteten Thetafunction 


372 Orro Srauve, 


hinweist, macht die Aufstellung des Satzes I’ in allgemeiner, alle 10 
geraden Thetafunctionen umfassender Form iibertliissig. 

Indessen kniipfen sich noch einige speciellere Bemerkungen an 
die ausgesprochenen Siitze. Die 3 Coefficienten der quadratischen 
Gleichungen (9) kénnen, wie man sich leicht iiberzeugt, fiir keinen 

5 , ? 
Werth von z, gleichzeitig verscliwinden, solange die 6 Verzweigungs- 
25 5 ? 5 5 5 
punkte a), @,, @,, @,, @,, a, alle untereinander verschieden sind. Dem- 
entsprechend verschwinden die 10 geraden Thetafuuctionen mit den 
Argumenten : 
> Ta - 3 
Uy “of dw,, wy, =f dw, 
Zo) —% Zo, — 82 
fiir keinen Werth der Parameter z,, s, identisch in Bezug auf das 
Argument z, s*) (vgl. jedoch § 4, I}. Unter den besonderen Annahmen 
2 = tly; Gy; G43 4,3 4, oder a, fiir den Parameter z,, s, der Function 
Ovss (4,, &) ergiebt die Anwendung der Gleichung (7) beziiglich folgeude 
198 > 2 5 5 s 5 


Paare von Nullpunkten: a@,, a,; @,, Gy} Gy, G3 3, 453 4,4, Oder 
a,,a,. Analoges gilt fiir die 9 anderen geraden Thetafunctionen. 

Die ungerade Function 0, (u,, u,) verschwindet zufolge der Structur 
der Formeln §1, I in Bezug auf das Argument z, s identisch, wenn 
ihr Parameter z,, s, dem ihr zugehérigen Verzweigungspunkt a, gleich 
wird; tritt ein anderer Verzweigungspunkt oder iiberhaupt ein anderer 
Punkt des hyperelliptischen Gebildes als Parameter ein, so gilt die 
in Satz I angegebene Bestimmung der beiden Nullpunkte.*) 

In Beziehung auf den Fall, dass der Parameter der Thetafunction 
ein Verzweigungspunkt ist, gelten somit die beiden Siatze: 

Il. Die ungerade Thetafunction: 


2 (/ dw,, J aes) 


Ou au 
verschwindet identisch, wenn u=4, dagegen fiir die beiden Verzweigungs- 
punkte 2 = a, und ¢ = a,, wenn w-=A ist. Die gerade Thetafunction: 


nr 
02,2,2, ( dw, , dw, 
Lads 
eu 


ou 





verschwindet fiir diejenigen beiden Verzweigungspunkte 2 =a, und 
z= a,”, deren Indices w und u” mit w zusammen das eine oder andere 
der beiden Tripel A, 4, 4, und A, A, 4, bilden. 

Aus den Sitzen I (I’) und II geht hervor, wie die Bestimmung 
der Nullpunkte der Thetafunctionen mit den Argumenten: 


*) Vgl. iiber diese Siitze Prym, a. zuletzt a. O. S. 18, 





(ao- 








an 
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dad %,8 
Uy =faw,, Uy =f dw, 
2, — 8 224 82 


sei es, dass der Parameter 2,, s, Verzweigungspunkt ist oder nicht, 
derjenigen Gruppirung der 6 Verzweigungspunkte des hyperelliptischen 
Gebildes folgt, welche in der algebraischen Charakteristik 1, Art ihren 
Ausdruck findet. 


§ 3. 
Die Nullpunkte der Thetafunctionen in ihrer Bezieohung zu dem 
Jacobi’schen Additionstheorem. 


Jacobi hat ein Additionstheorem hyperelliptischer Integrale 1. Ord- 
nung behandelt*), welches nicht sowohl dazu dient, eine gréssere 
Anzahl von hyperelliptischen Integralen auf zwei zu reduciren, als viel- 
mehr ein H¥perelliptisches Integral in zwei zu zerlegen. Das Theorem 
kann in vervollstindigter Form und in der Bezeichnungsweise der 
vorstehenden Paragraphen so ausgesprochen werden: 

A,. Zur Bestimmung der beiden Stellen 2, 8, und 2,, 8, des hyper- 
elliptischen Gebildes z, s, welche bei gegebenem z,, 8, den transcendenten 


Relationen 
ifaw, +f aw, + f aw, =0, 
ay a, a 
Jaw, + fdw, +f dw, =0, 
a ay ay 
(10) oder 
[ dw. +f aw, +f dw, = 0, 


zor So ie Zo, 82 


Lf de, +f dw, +f dw, =0 
a as 


a 


entsprechen, dient die in 2 quadratische Gleichung: 





(yp — Sz) (Gg—2g) (@s—2y) « (4y—2) (@g—2) (@;—2) — (A) — Bp) (g—2p) (5— 2p). (@o—2) (ag— 2) (Qy—#) —_— 
B— ky 


welche 2, und 2, als Wurzeln hat; und die Function: 


*) Jacobi, De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis, etc., 
Ges. Werke, hrsg. von Borchardt und Weierstrass, Bd. ll, 8. 46 (1834). 
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(dp —2 ) (Gg —# ) (4-2 ) : (a, —2 ) (@g—2 )(a,—2 ) 
erm (Gy — 2) (dg— 2) (@,— %_) 5 or t= (a, —4) (a, —#) (a; — Zq) Sas 
welche mit 2 = 2, den Werth s, und mit 2 = 2, den Werth s, giebt. 

Dabei kinnen in den transcendenten Relationen (10) die wnteren 
Grenzen Go, @,, a, unter sich, sowie a,,a,, a, wnter sich beliebig ver- 
tauscht werden, weil dieselben in die entsprechenden algebraischen 
Relationen beziiglich symmetrisch eingehen. 

DerSatz zeichnet die Gruppirung (a,a,a,)(a,a,@,) der6 Verzweigungs- 
punkte aus; analoge Siitze gelten fiir die 9 tibrigen Gruppirungen 
dieser Art. 

Das Additionstheorem I kann noch durch folgenden Zusatz ergiinzt 
werdén, dessen Beweis sich unter anderen aus bekannten Riemann’- 
schen Sitzen*) iiber das Verschwinden der Thetafunctionen ergiebt: 

A,. Wenn 3 Stellen 2,8 3 2,83 2, 8. des hyperelliptischen Ge- 
bildes durch die transcendenten Relationen: 








29% 8 i, Aas Sy 
sf av, + [ dv, +f dw, =0, 
A a a, 
2918 a »% $25 8) 
few, +f aw, +f aw, =0 
ay a ay 
mit einander verkniipféi sind, so ist nothwendig die eine = a, und sind 


gleichzeitig die beiden anderen zwei entgegengesetate Stellen (2, s und z, —s) 
des Gebildes (eingeschlossen den Fall, dass z ein Verzweigungspunkt 
und dann ++ s = 0 ist). 

Der Satz zeichnet den Verzweigungspunkt a, aus; analoge Sitze 
gelten fiir die 5 iibrigen Verzweigungspunkte. 

Die beiden Additionstheoreme sind auch als specielle Fille in dem 
Abel’schen Additionstheorem**) der hyperelliptischen Integrale ent- 
halten. Von dem ersten derselben ist noch eine besondere Anwendung 
hervorzuheben. Nimmt man nimlich in den Gleichungen (10) z,—a,, 
so ergiebt sich aus der quadratischen Gleichung des Theoremes fiir 
Zo, 2, das Werthepaar a,, a,. Es miissen also die Relationen gelten: 


a 
. 


Jaw, +f dw, + | dw, =O, 


(12) ” 
| dw, + faw, +f dw, =0, 


ay 


*) Vgl. Prym, a. zuletzt a. O. S, 14 und 8. 18. 
**) Abel, Remarques sur quelques propri¢tés générales d’une certaine sorte 
de fonctions transcendantes, Oeuvres compl. publ. par Sylow et Lie, p. 444 (1828). 
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in denen wiederum die 3 oberen Grenzen unter sich und die 3 unteren 
unter sich beliebig vertauschbar sind. 

Durch Vergleichung der Additionstheoreme A, und A, mit den 
Resultaten des § 2 (in (I), (7) und (8)) ergiebt sich jetzt folgender, so- 
gleich mit allgemeiner Bezeichnung auszusprechender Satz: 

I. Sind 3 Stellen 2), 8); 2,, 8,3 2) S, des hyperelliptischen Gebildes 
durch die beiden Relationen: 


30> So 41,3 » 82 


fav, + f dw, +fdw,=0, 
(13) @ a a@ 
Zo» So Zi, 
few, ve dw, + + iw, = =0 
a 


\ 
mit einander verkniipft, und nimmt man die eine dieser Stellen als Para- 
meter 2, s der ungeraden Thetafunction: 


1 (far, fi, 


w, —s 
so sind die beiden anderen die Nullpunkte dieser Function. 
Sind 3 Stellen 2, 8); 2,, 8,3 42, 8. durch die beiden Relationen: 





fis lo 21, 3 29, 89 
faw, +f aw, "7 wt hs =0, 
‘a, a, 
paw, +f aw, finns 
(14) oder 
fem +fav +fav, = =o, 
a, a, 
01 80 215 51 22) 8a 
fw +f dw, + | dw, =0 
a3, a, a, 


mit einander verkniipft, und nimmt man die eine dieser Stellen als Para- 
meter 2’, 8’ der geraden Thetafunction: 


O13 2 fam J aw,), 


2,—s’ 


so sind die beiden anderen die Nullpunkte dieser Function. 
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Im ersteren Satze ist der Fall des identischen Verschwindens ein- 
begriffen: ist niimlich 2 =z, —a,, so sind die beiden anderen den 
Relationen (13) geniigenden Stellen, z,, s, und 2, s,, zwei beliebige 
einander entgegengesetzte Stellen, z,,s,—=2,s und 2,, s, = 2, —S; 
es ist also jede Stelle des Gebildes z,s Nullpunkt der Function. 

Man bemerkt sofort die Uebereinstimmung der Indices der Theta- 
functionen mit den Indices der unteren Integralgrenzen in den Additions- 
theoremen (13) und (14) und hat hiernach jeder Thetafunction zur 
Bestimmung ihrer Nullpunkte ein Jacobi’sches Additionstheorem zu- 
zuordnen in folgender Weise: 

Zu jeder ungeraden Thetafunction gehdrt ein Additionstheorem 
dreier Integrale, deren untere Grenzen (wie in (13)) alle drei dem der 
Thetafunction zugeordneten*) Verzweigungspunkte gleich sind. 

Zu jeder geraden Thetafunction gehért ein Additionstheorem dreier 
Integrale, deren untere Grenzen (wie in (14)) dem einen oder anderen 
der beiden der Thetafunction zugeordneten*) Tripel von Verzweigungs- 
punkten gleich sind. 

Im Besonderen gehért zu jeder der 10 veraden Thetafunctionen: 

91,2, 
aa 


a, (Uy, Ue) 
a Aya, 


ein zwischen drei Halben der zusammengehérigen Periodicitaétsmoduln 
der Integrale u,, u, bestehendes Relationenpaar von der Form (12), 
niimlich: 





@). a, 4, 
J aw, -+ | dw, +f dw, = 90, 
_ aj, @, @, 
(15) ; 
; C7 a), a, 
faw, +f dw, +f dw, 0, 
e e 
aq, #2, @Q 


in welehem es auf die Reihenfolge der Zahlen innerhalb der beiden 
Tripel (A, 4, 4,) und (A, a, 4;) ebensowenig ankommt, wie in der 
Charakteristik der Thetafunction. Man kann die Gesammtheit der LO 
Relationenpaare (15) auch so charakterisiren: 

A,. Die Relationen (15) gelten, so oft Ag, 4,, Ao, 45, 44, 4, Mie 
6 Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 in irgend welcher Reihenfolge bedeuten. 

Die Verbindung dieses Resultates mit dem Satze (A,) fihrt noch 
zu einer spiter zu verwendenden Bemerkung. 

Setzt man niimlich in diesem Satze, indem man ihn mit dem all- 
gemeinen Werth aa, fiir den speciellen ay anwendet, ausserdem 2, —aa,, 
2, = M,, 22 = a,, 80 lautet er: Die Relationen: 


*) Vgl. oben die Einleitung. 




















Charakteristiken der Thetafunctionen. 


@, a a, 
fav, + fdw, +faw, =0, 
a), @), @, 

", @, %, 
Jaw, +f dw, + | dw, = 0 
a. a, ay 


kénnen nur bestehen, wenn von den 3 Zahlen A,, 4,, 4, eine gleich 
A,, die beiden anderen aber einander gleich sind; oder was (vgl. § 1, 2) 
dasselbe bedeutet: Das Bestehen der Relationen: 


a, “2, 

f aw, +f de, 0, 
e e 
a. a, 

@, @, 

. *s 

J aw. +f } dw, =0 
oo ‘a, 


bedingt, dass die 4 Grenzen ay,, a2,, 42,, da, paarweise gleich sind. 

Da nun diese letzteren Relationen aus (15) hervorgehen wiirden, 
wenn man A, = A, nihme, so ist diese Annahme in (15) nur statthaft, 
wenn zugleich 4,, 4,, 4,, 4, paarweise gleich genommen werden; also, 
indem man zusammenfasst: 

A,. Die beiden Congruenzen (15) bestehen dann und nur dann, 
wenn die 6 Zahlen dy, A,, Ay, 45, 44, 4, entweder alle 6 verschieden 
sind (wie z. B. im (12)) oder aber in 3 Paare von je 2 gleichen zerfallen. 

Hierin ist der Fall eingeschlossen gedacht, dass unter den 3 Paaren 
von je 2 gleichen wieder identische Paare sich vorfinden, 

Gegeniiber den zu den Additionstheoremen (A,) und (A,) nur als 
Hilfsmittel fiir spiitere Betrachtungen gegebenen Zusiitzen (A,) und 
(A,)*), dst als eigentliches Resultat des vorliegenden Paragraphen der 
Satz I anzusehen. Derselbe enthilt die Beziehung der Nullpunkte 
der 16 Thetafunctionen zu den Lésungen der 16 Jacobi’schen 
Additionstheoreme und weist die Uebereinstimmung der Gruppirung 
der letzteren mit derjenigen der algebraischen Charakteristiken 1. Art 
der Thetafunctionen nach. 


*) Dieselben stimmen ihrem Inhalte nach beiliufig mit bekannten Sitzen 
der Riemann’schen Charakteristikentheorie iiberein, vgl. Krazer, Theorie der 
zweifach unendlichen Thetareihen auf Grund der Riemann’schen Thetaformel 
(Leipzig, 1882), S. 3—5. 
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§ 4. 
Bestimmung einer Thetafunction mit vorgegebenen Nullpunkten. 


Im folgenden soll nach dem Vorgange von Prym*) die abgekiirzte 
Schreibweise O((u)) fiir O(u,, wu.) eingefiihrt und sollen entsprechend 
unter (w= 0) die beiden Congruenzen u, =0, u, =O verstanden 
werden, sei es dass hierbei an Stelle des Symbols w ein einzelner 
Buchstabe oder ein Integral oder eine ‘Summe von Integralen tritt. 

Die in § 3 entwickelte Bestimmung der Nullpunkte der mit einem 
Parameter 2,, 8, behafteten Function von z, s: 


2,8 
Soa (( [aw)) 
135 ‘ 
42, — 3 
oder in fquivalenter Schreibweise mit Einschaltung eines beliebig ge- 
wihlten Verzweigungspunktes a, (vgl. § 1, 2): 
2,8 925 $2 
Oovs (( dw + dw)) 
135 

as as 

kann man sich so denken, dass der den Parameter z,, s, enthaltende Theil 
425% 
( faw) des Argumentes durch das Jacobi’sche Additionstheorem in 
a 

folgender Weise zerlegt wird: 


ay Se “o 


25 
. 


+ % 3) 
(10) ( fae —| lw —faw); 
a; dy a. 
diese Zerlegung, welche bei den angenommenen, tibrigens unter sich 
vertauschbaren unteren Grenzen, nur auf eine Weise méglich ist, be- 
stimmt die Nullpunkte z,, s, und z,, 8, der Function. Dieses Resultat 
liisst sich auch dahin aussprechen, dass die Function: 


(16) vs (( faw a [aw — fw) 
135 é . 


a 


fiir 2, $s = 2, sy und 2, s = 2,, 8, verschwindet. Aus dem so formulirten 
Resultate des § 3 kann nun die Abhiingigkeit der beiden Punkte z,, s, 
und z,,s, von dem urspriinglichen Parameter z,, s, uachtriglich be- 
seitigt werden. 

Wenn pviimlich die Function (16) fiir 2, s = ¢,, s, verschwindet, 
so ist: 


*) Prym, a. zuletzt a. O. 5, 14. 








(17 


od 


(1s 


St 
de 
& 
in 


ch 


vi 
se 
si 
m 
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(17) Oovs ((few— — “ -fe*)) «)) = () 
135 


oder was dasselbe bedeutet: 


(18) Boas (few + fae) — nO, 


Da aber von den 3 durch die Relationen (10) mit einander verkniipften 
Stellen 2,, S93 2, 8,3 %), S,, den beiden Nullpunkten und dem Parameter 
der urspriinglich vorgelegten Function immer eine, also z. B. auch 
2), 8), beliebig angenommen werden kann, so muss die Gleichung (18) 
in Bezug auf die Stelle 2, s) identisch gelten; die iiquivalente Glei- 
chung (17) gilt dann ausserdem noch fiir die Stelle z,, s, identisch, 
weil das Argument 


21> Ss 20» So 31s s Zo 80 ay 
( [aw — faw — faw= — fdw — dw) 
a, a ay a a, 
von 2,, Ss, nicht abhingt. Dasselbe Argument bleibt iiberdies sich 
selbst congruent, wenn a, a, a, unter sich vertauscht oder mit Riick- 
sicht auf (12) durch a,, a,, a, ersetzt werden. Man erkennt so, indem 


man zusammenfasst, dass fiir jedes z,, s, bei beliebiger Vertauschbar- 
keit der 3 unteren Grenzen dy, a,, @, oder @,, ds, a;: 


Oo (few + dw + dw)) == 0 
135 
ay ty a, 


Oozs (( aw +f aw +fae)) = (), 
135 


Dieses Resultat mag, unter gleichzeitiger Ausdehnung auf die 9 iibrigen 
geraden Thetafunctionen, also formulirt werden: 
1. Die gerade Thetafunction: 


und 


> 5 


q dw d 
AU la +f: w+ aw)) 


a, 4, 


02,2 
aa 


3 


oder 


295 So 21% 


©22 2 (( (fre + few fom) 


a, 


verschwindet, so oft zwei von den 3 Stellen 29, Sy; 2,, 8,3 25 8. eimander 
entgegengesetzt sind, in Bezug auf die dritte identisch. 
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Dieser Satz giebt eine Ergiinzung zu dem aut die ungeraden 
Thetafunctionen beziiglichen Theile des Satzes § 2, II, den man nach 
Analogie des vorstehenden so aussprechen wird: 

I. Die ungerade Thetafunction: 


205 8 4,8 Za 8 
Q, ((f aw +f dw +f aw)) 
a @ @ 
verschwindet, so oft zwei von den 3 Stellen 2,, 8)3 2, 8,3 22, S, eimander 
entgegengesetat sind, in Bezug auf die dritte identisch. 
In einer etwas veriinderten Auffassung lauten dieselben Sitze: 
lI. Betrachtet man in der ungeraden Thetafunction : 


: os a) 71s % 22> Sy 
8: ((_faw +f aw + favw)) 
aj a a 
und in der geraden Thetafunction: 


a> 3 


205 So 2 2q,% 
03,2, a. ((_faw +f dw + faw)) 
Lae 


@), @, Ay 


Qa, a((_ fae + fae +faw)) 
4, A, As 
a3, 3, a, 


von den 3 Stellen 2, , 5); 2,, S; 3 22) S, die eine als Argument, die beiden 
anderen als willkiirlich gegebene Parameter, so sind die den letateren 
entgegengesetzten Stellen die beiden Nullpunkte der Function. 

In diesem Satze ist der Fall des identischen Verschwindens wiederum 
eingeschlossen: so oft nimlich die beiden Parameter, also etwa z,, s, 
und 2,, s,, selbst einander entgegengesetzte Stellen sind (¢,,s,—2z,, —s,), 
so werden die Argumente der Thetafunction von diesen Parametern 
(2,, 8, und z,, —s,) unabhingig; wenn also die den Parametern ent- 
gegengesetzten Stellen die Nullpunkte sein sollen, so bedeutet dies, 
dass jede Stelle des hyperelliptischen Gebildes Nullpunkt ist. 

Dass ein identisches Verschwinden in Bezug auf z,, s, nur eintritt, 
wenn 2, S, = 2, —s, und dass, so oft 2, 8,==2,, —s, ist, nur die 
zwei Nullpunkte z,, s, = 2,, —s, und 4g), s, == 4,, —s, vorhanden sind, 
ist von Prym*) ausfiihrlich dargelegt worden. Die vorstehende Ent- 
wicklung will uur die charakteristische Gruppirung der betreffenden 


oder 


*) Prym, a. zuletzt a. O., Art. 7 und 8. Vgl. auch C. Neumann, Ueber 
das Verschwinden der Thetafunctionen, Berichte der k. siichs. Gesellschaft der 
Wissenschaften, 1883, S. 99; sowie Vorlesungen tiber Riemann’s Theorie der 
Abel’schen Functionen, 2, Aufl., Leipzig 1884, Kap. 13. 
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Resultate mit Bezug auf die 16 Thetafunctionen und die 6 Ver- 
zweigungspunkte des hyperelliptischen Gebildes zur Geltung bringen. 
Der Satz II enthailt eine Erweiterung und einen Abschluss der 
Resultate der §§ 2-und 3. Dort handelte es sich um die Nullpunkte 
der mit einem willkiirlichen Parameter behafteten Thetafunction; die 
beiden Nullstellen der letzteren waren durch den Parameter mitbestimmt 
und somit nicht unabhingig von einander: hier weisen die Argumente . 
der Thetafunctionen zwei willkiirliche Parameter auf; die beiden Null- 
stellen sind die diesen beiden Parametern entgegengesetzten Stellen 
und somit ebenso willkiirlich und wnabhdngig von einander, wie diese. 
Hier wie dort ist die Beziehung des gefundgnen Resultates zu den 
algebraischen Charakteristiken 1. Art unmittelbar ersichtlich. 


Kapitel I. 
Die algebraischen Charakteristiken zweiter Art. 
§ 5. 


Die Nullpunkte der Thetafunctionen in ihrer Beziehung zu den 
algebraischen Charakteristiken 2. Art. 


In § 3 wurde jeder der 16 Thetafunctionen mit den Argumenten 


(w = | d w) 
S24 — 82 
ein Additionstheorem zugeordnet, welches ihre Nullpunkte bestimmte. 
Fiihrt man mit Riicksicht auf die Tabelle § 1, 3 die Charakteristiken- 
bezeichnung 2. Art ein, so driickt sich jene niimliche Zuordnung in 
folgender Form aus: 
Der Function 0((u)) gehért das Additionstheorem : 


Zo» 8 1) $1 22) 82 
( faw + faw + faw=o) 
ay ay a 


Zo» 


(fiw +faw+faw=o), 
ay a, 


a 


oder 


der Function 0, ((w)) das Additionstheorem: 


Zo So 2, % Ze, 82 ax 
(Jaw + faw +faw + faw=0) 
% & a% a; 
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(Jaw + faw + faw + faw = 0) 


zu. Sind niimlich die Indices i und x beide gerade oder beide ungerade 
Zahlen, so hat dieses Additionstheorem die Form (13), sind die Indices 
¢ und x von verschiedener Art, der eine gerade, der andere ungerade, 
so hat es die Form (14). 

Die Beziehung der Nullpunkte der Thetafunctionen zu den Charakte- 
ristiken 2. Art entspricht daher dem Satze (vgl. § 3, I): 


Sind 3 Stellen 2), Sy; 2,, 8,3 %2) S_ des hyperelliptischen Gebildes 
z, 8 durch die Relationtn: 


Zo» 0 35% 35 82 ox 
(fav +faw+ dw + faw =o) 
a Uy as @; 

(19) oder 

295 So 


(faw +fadw + dw + dw = 0) 


a 





mit einander verkniipft, und nimmt man die eine dieser Stellen als Para- 
meter 2’, s' der Thetafunction 


(2) 0. ((faw)), 


so sind die beiden anderen die Nullpunkte der Function. 
Hier ist der Fall i = x eingeschlossen, in welechem 


( [aw = 0) 


wird; man muss nur unter 0,;;((#)) die Function @((w)) (ohne Index) 
verstehen. 


Die Congruenzen (19) haben aber noch eine andere Bedeutung; 
sie bestimmen auch die Nullpunkte der Function: 


(21) .) (( fax +faw)) ' 


52, —% 


Denn stehen die 3 Stellen 2, sy); 2,, 5,3 2, S, in der Beziehung (19) 
zu einander, so ist: 
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(fires faw=faws fies ftwm few fan f dw 


1, % 


ve fee-j fiw Jaw); 
0 (( few fan Jee)) 


nach § 4, II die Nullpunkte z, s = 2, s, und z,s = 2,,s,. Die Func- 


tionen (20) und (21), in ersterer 2’, s’ = 4,, s, gesetzt, haben somit 
dieselben Nullpunkte: 


I. Die beiden Nullpunkte der Thetafunction: 


ou((few)) 


sind identisch mit den beiden eee der Function: 


e (Jew, ww) 


Hiernach ist in der Bezeichnung der Thetafunctionen durch die 
Charakteristiken 2. Art die Abhdngigkeit der Nullpunkte der 15 Theta- 
[unctionen 0;,((u)) von den Nullpunkten der einen ausgezeichneten Theta- 
function ©((u)) zum Ausdrucke gebracht. Zu derselben Einsicht gelangt 
man, indem man in die Resultate des § 4 mit Benutzung der Tabelle 
§ 1, 3 statt der Charakteristiken 1. Art die der 2. Art einfiihrt. 
Nach § 4 verschwinden die Thetafunctionen: 


0 (( fiw +fav +faw)), 
e,, (( Jet, (or Je) oder @,, (( i dnt fre fie J aw)), 


0,,( ((Jewsfewsfar)) oder @,,(( ((fiwt few few. fav)), 


u. S. W., 


es hat aber: 





" Dieser Satz zeigt, dass die iistnaine Charakteristiken 2. Art (wie sie 
P. D. § 1,2 eingefiihrt sind) ihrem Wesen nach zusammenfallen mit den Weier- 
strass’schen Charakteristiken der Thetafunctionen, deren Grundlagen K énigs- 
berger angiebt, Ueber die Transformation der Abel’schen Functionen 1. Ordnung, 
Crelle’s Journal, Bd. 64, SS, 20. 21. 


Mathematische Annalen. XXV. 26 
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so oft man 4, s, als Argument ansieht, fiir 2), s, = 2,, — s, und 
29) Sy = 2, — S., und allgemein: 
ll. Betrachtet man in der Thetafunction: 


0:, ( fav +fdw+fdw +fa w)) 
oder ' 
Zo So $19 Sao % ox 
Oix (( few +f dw +f aw +f d w)) 


von den 3 Stellen 2), 8); 2,, 8,3 2, 8, Ue eine als Argument, die beiden 
anderen als willkiirlich gegebene Parameter, so sind die den leteteren 
entgegengesetzten Stellen die Nullpunkte der Function. 

Hier ist wiederum fiir i = x unter 0;; die Function O (ohne Index) 
zu verstehen. Es ist also der Gruppirung (a, a, @,) (@, a; @,) und damit 
der geraden Thetafunction 0((w)) = Ooz4 ((w#)), auch in diesem Satze I] 

135 


eine ausgezeichnete Rolle zagewiesen. 

Bis hierher enthili der vorliegende § 5 nur eine formelle Umge- 
staltung der Resultate der §§ 3 und 4, welche die Nullpunkte der 
Thetafunctionen mit einem oder zwei willkiirlichen Parametern be- 
stimmten. Auch ist, was zuerst die in Satz I ausgesprochene Beziehung 

ad 

der Nullpunkte der Thetafunction mit den Argumenten (1 = aw) 
zu den Charakteristiken 2. Art angeht, diese Beziehung keine selbstindige. 
Denn durch die Zusammenfassung der die Nullpankte bestimmenden 
Additionstheoreme (13) und (J4) in die Form (19) ist die wahre 
Gruppirung jener 16 Additionstheoreme, die Gruppirung zu 6 und 10, 
nur verdeckt, aber nicht geiindert worden. Man kann aber durch 
eine Aenderung in der Form der Argumente der 16 Thetafunctionen 
den Nullpunktpaaren der letzteren wirklich die Gruppirung zu 1 und 
15 aufpriigen; man erreicht dies am einfachsten, indem man die 
Argumente (w) der Function 0;,((w)) von einer variablen Stelle 2, s 
in der Weise abhiingig zu machen sucht, dass 0,;,((w)) fiir = a; und 
2 =a, verschwindet. Das Mittel hierzu bietet der Satz I. 

Setzt man dort 2, =a; und z,—a,, ferner 2, s, =, s, und 
beachtet, dass: 


(f dwt faw+ dwt f dw =f dw+ dw faw+faw), 


a 


so folgt mit gleichzeitiger Bezugnahme auf § 4, 18: 
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Ill. Sind die Argumente (u) von der Form: 


(22) (w =faw +fav = fiw +fav) 


mit beliebiger Vertauschbarkeit der ay, a,, a, untereinander und der 
;, G3, a, untereinander, so verschwindet die Function: 
9 ((u)) 
identisch in Bezug auf 2,s, die 15 Functionen: 
0; x ((w)) 
aber beziiglich fiir die beiden Punkte 2 = a; und z= ay. 

Hierin ist in der That eine selbstindige Beziehung der Charakte- 
ristiken 2, Art zu den Nullpunkten der Thetafunctionen ausgesprochen. 
Die Gleichberechtigung dieser Beziehung mit der in Kapitel I ent- 
wickelten Beziehung der Charakteristiken 1, Art zu den Nullpunkten 
der Thetafunctionen tritt noch deutlicher hervor, wenn man die 
Parameterdarstellung der Thetafunctionen mit den Argumenten (22) 
aufsucht; bei dieser weisen niimlich (vgl. den folgenden Paragraphen) 
die 16 Thetafunctionen die Gruppirung zu 1 und 15 in derselben un- 
mittelbar anschaulichen Weise auf, wie sie bei der Parameterdarstellung 
§ 1, 1 die Gruppirung zu 6 und 10 darboten. 


§ 6. 
Die Prym’sche Parameterdarstellung der Thetafunctionen. 

Auf Grund der in § 5 gewonnenen Bestimmung der Nullpunkte 
der Thetafunctionen mit den Argumenten (22) kann man unter Be- 
nutzung bekannter Methoden*) die Quadrate der Thetafunctionen dieser 
Argumente proportional setzen rationalen Functionen der Stelle z, s 
des hyperelliptischen Gebildes, welche dieselben Nullpunkte haben. 
Indem man dabei, wie bei der Parameterdarstellung des § 1 statt der 


Thetafunctionen die nur um constante Factoren verschiedenen Sigma- 
functionen einfiihrt, erhilt man: 


(23) Gix((w)) = H?. Cix(ai— 2) (ax — 2), 

wobei g? einen Proportionalitiitsfactor und die c? Constanten bedeuten. 

Die letzteren bestimmen sich durch Annahme specieller Werthe fiir 

z,s. Nimmt man z. B. ¢=a,, sodass ( = {dw = ws) wird, so 
as 


erhalt man: 





*) Vgl. C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen 
Integrale, 2. Aufl. (Leipzig, 1884), S. 369. 


26* 
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64 (U3; )): 64) ((t#35)): Guz ((t3;)) 


2 2 2 
= 24 (@_.—A,) (4,—4, ) : Cx (€,—@,) (@y — 4) 2 Con (A4y—2,) (A.—aQ, ) ; 
da aber in diesem Falle nach § 1, I andererseits: 


624 ((uy;)): Gx ((t35)): G2 ((t3;)) 
= (dy — G3)(@y — a) : (@y — @3)(@_ — Gs) : (4 — Ag) (4 — G5), 
so folgt: 


Cai C49 Cox = (Ay — @y) (4) — Gy) (Ay — A) 3 (4g — A) (4g — Gy) (4g — A) 


:(@,— 4) (@,— a5) (@,— 4); 


Die Verhiiltnisse der iibrigen Constanten erhilt man auf analogem 
Wege, oder auch, indem man auf Grund der 6-Relationen aus den 
gefundenen Verhiiltnissen der 3 Functionen 6,3((w)), 6,2((w)), 6,2((«)) 
die Verhiltnisse der iibrigen berechnet. 

Anstatt aber die Constanten c,? in Formel (23) explicite einzusetzen, 
kann man dieselben in die Sigmafunctionen, die alsdann mit 1; ,((w)) 
benannt werden sollen, aufnelimen, um so statt (23) direct: 


T,2((u)) = g(a; — 2) (ax — 2) 
zu erhalten. 

Man gelangt auf diese Weise zur Einfiihrung gewisser, von den 
gleichnamigen Theta- und Sigmafunctionen um constante Factoren 
verschiedener Functionen, die sich auch fiir spiitere Zwecke (§ 12) 
brauchbar erweisen. Diese Functionen sollen folgendermaassen definirt 
werden. 

Es sei mit der Abkiirzung (a, —a,) = uv: 








&, = /24.01.03.05.35.51.13, &,—=  /35.01.02.04.24.41.12, 
Ey) = 6/04.12.13.15.35.52.23, @,—= ij/15.02.03.04.34.42.23 , 
fy = [02.13.14.15.45.53.34, ¢,,—  }/13.02.04.05.45.52.24, 
&, = i/01.23.24.25.45.53.34, 2, —— j/12.03.04.05. 45.53.34, 
&3 = )/03.12.14.15.45.52.24, &,, —— i}/23.01.04.05.45.51.14, 
&; = if/06.12.13.14.34.42.23, «, — //25.01.03 04.34.41. 13, 

&,, =— iV/14.02.03 .05 35.52.23, 

&4, =— V/34.01.02.05.25.51.12, 

&,—= ipf45.01.02.03.23.31.12, 


é = — iV/01,03. 05.21.23. 25.41.43.45. 24.40.02.35.51. 13 
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und alsdann: 
. O (us, Ue) Oj, (U1, Ue) 
(24) (yy my) — SM, eee (a, ty) ny 

Das Gesetz der Ausdriicke ¢;,, ¢ ist dies, dass in ¢ alle 15 Dif- 
ferenzen a, — a, vorkommen, in ¢, aber die 8 Differenzen a, — a, 
fehlen, welche von den Indices ¢ und x nur einen enthalten. Zur 
Bestimmung der Bedeutung der 4. Wurzeln schreibe man in den 
Definitionsgleichungen der «¢,, € unter dem Wurzelzeichen alle Dif- 
ferenzen a, — a, so, dass uw > v wird, und verstehe dann allgemein 





unter: j/(a,— ay) (a, — ay)... das Product: /a,—a, aw — dy’.... 
Die Bedeutung der einzelnen Factoren dieses Productes aber soll die- 
selbe sein, wie bei der Zusammensetzung der Werthe der geraden 
Thetafunctionen fiir verschwindende Argumente aus jenen Factoren,**) 

Von denjenigen Relationen, welche aus den Thetarelationen mit 
Kinfiihrung der t-Functionen hervorgehen, seien hier nur 13 angefiihrt, 
welche ein System von einander unabhingiger Relationen dieser Art 
ausmachen. Dieselben Jauten:***) 

2 f \ 2 
— (@,—ay)(44 —Aq)(4—4) Th (ty Uy) = (@y — Gy) (ly — Gy) (Gy — 5) Toa (Uy , Uy) 
; 2 
+ (ay — ay) (dg — Gg) (4, — As) Ta0 (My » Uy) 
2 
+ (dy — Gy) (4, — Hg) (4 — As) To2 (My My), 
. 2 f 2 . 
— (y~ @y)(A yy) (Gy — Ay) To (My 5 Uy) = (Ay— Ay) (Ay —— As) (1g — A) Toa (UH, , Hy) 
2 
+ (ay — Ay) (Gq — 5) (yg — ,) T40 (My y Mp) 
2 
+ (Gy — ay) (G, — as) (44 — Ay) To2(U , Uy), 
— (@y—4y)( Ay ~ yy —A4y) T13 (Uhy , Up) = (Gy — Ay) (@y — 4) (Ay — ly) T24(Uy Uy) 
2 
+ (yg — Gq) (4g — 4) (4, — Ag) Ta (Hy My) 
2 
+ (Gy — Gy) (A, — A) (4, — G4) Toa (Uy, Me), 
— (€y—@y) (44 —@ (A, — @y) + (@q-—A4 )( Ay — Ag) T° (Uy » Hy) 
= (d,—4a,) Tot (Uy, Uy) + (a,—a)) Toa (Uy Uy) + (4, —Gy) Tso (tly » Me), 
~ (g—@y)(4y—@s )(@3—Ay) « (@y— 4s ) (Gq — 4) T?( Uy , Ue) 
= (ag— 4) To3 (ty » My) + (y—ety) To2 (ty 5 Ml) + (43 — A) To (Uy Uy), 
— (4y—@)(4—a; (4, — Ag): (Ay — 44 )(Gy— Ag) T° (ty , Uy) 


‘ 2 
= (y—A1y) To5 (thy » Uy) + (44 — Ay) Tos (Hy » Uy) FE (s+ Gp) Tao (thy » Me) 





*) Die 16 Constanten, welche die 6-Functionen von den O-Functionen unter- 
scheiden (vgl. P.D.§8), gruppiren sich zu 6 und 10; die hier angefiihrten Constanten, 
welche die t Functionen von den O-Functionen unterscheiden, zu 1 und 15. 

**) Vgl. P. D. § 2. 
***) Ueber die entsprechenden Thetarelationen vgl. P. D. § 7. 


(25) 
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— (@y—4y) (Gy — 4, ) (4, —a4y) - (€y—Gg) (Ay —Ag) T? (U4, , tty) 

= (4,— 4%) Tat (uy My) + (dg—ay) t21 (ty 5 My) (y — y) To2 (ty Ua), 
— (@,—dy) (4g—4) (@3—a,) - (4,—, )(A,—a@) T? (U, Uy) 

= (Gy — 4g) T23 (tH Hy) + (dy —Gg) Tai (ty yy) -+ (45 — Gly) To2 (Uy 5 Uy), 
— (@,— 9) (@)—a, ) (4,—@y) - (4, —,) (€g—) T? (U, , Uy) 

= (a,— Uy) Tas (ty yUy) + (dg—a,) To (Ue, » U, )-+ (a, — Gy) Tos (Uy Uy), 
— (@y—,) (dy —G,) (4, —Ag)- (4, —y) (@, —a4, )T* (4, Uy) 

= (dy — ay) T41 (tt, ,¢,) + (a,— Gy) Tay (Uy y Uy) + (4, — (1g) Ta4 (Uy Uy), 
— (ay—a,)(a@, —as)(a,—ay) + (a4, —a,) (a, — a1) tu, Hy) 

= (dy ~ iy) Ta3 (Uy 5 Uy) + (dg—As) To (tty , Uy A (dg — dg) Tt (Uy yt, )s 
— (€y—Ay) (@y— G, )(4,— ay) - (4,—G,) (@y—ag) B? (Uy , Uy) 

== (dy ~ Ay) 45, (tty Uy) + (a,—a, Tay (Ut, yUy)-+ (a, —ag) toa (Uy, Us), 


(@g— Gy) (€g— Ay) Tyy (My, Uy) Toy (Uy, My) + (4g— Ay ) (4 y— hg) Tay (Uy, Uy) Typ (Hy) Uy) 





+ (ay — ay) (yg — Ay) Ty, (Uy, Uy) Tyo (Ut, , Uo) = O. 


Die Kinfiihrung der t-Functionen hat nun den Erfolg, dass die 
Relationen (25) in ihrer einfachsten Form geschrieben werden kénnen. 
Die Vergleichung der oben bestimmten Constanten c,? mit den con- 
stanten Factoren, welche die Thetafunctionen in die o6- und r-Fune- 
tionen iiberfiihren, giebt das Resultat: 

Haben die Argumente u,,u, die Form: 


“u, = few +f ae _f deo, +f dw, : 


a 


F 2,8 a, J98 ~* 

U, = f dw, + faw, fav, +f dw,, 
e 
de a as 


Ao 





so driicken sich die Quadrate der 16 t-Functionen in ihrer Abhéngig- 
keit von 2,8 also aus: 


(1) " t* (tu, , Uy) = 0, 


Uy, Uy) = p?(a;—Z2)(ax—zZ), 
wo gp einen Proportionalititsfacior bedeutet.*) 


*) Diese Parameterdarstellung stimmt ihrem Wesen nach mit einem von 
Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, a. a. O., 8. 57, F' ge- 
gebenen Formelsystem iiberein. Ein Blick auf die Formeln (1) des Textes giebt 
auch die Erklirung dafiir, dass jede der 5 von Prym a. a. O. betrachteten alge- 
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§ 7. 
Wechselbeziehung zwischen den beiden Gruppirungen der 
16 Thetafunctionen. 


Die Parameterdarstellungen § 1, (I) und § 6, (I) bringen, wie 
bereits hervorgehoben, am unmittelbarsten die doppelte Gruppirung 
der 16 Thetafunctionen (6- oder t-Functionen) zur Anschauung. 

Die vorkommenden algebraischen Ausdriicke entsprechen in der 
Abhingigkeit von ihren variablen Argumenten genau dem Gegensatz 
der algebraischen Charakteristiken 1. und 2. Art der Thetafunctionen. 
Dass aber auch auf die constanien Factoren der den Thetafunctionen 
proportional zu setzenden algebraischen Functionen dieser Gegensatz 
seinen Einfluss ausiibt, zeigt sich in der Beziehung der 6-Functionen 
einerseits und der t-functionen andererseits zu den Thetafunctionen. 

Die Gruppirung der 16 Thetafunctionen zu 6 und 10 tritt aber 
nicht mur in der Parameterdarstellung § 1, (1) und die Gruppirung zu 
1 und 15 nicht nur in der Parameterdarstellung § 6, (1) hervor; man 
kann sofort neben jede dieser beiden Parameterdarstellungen je 15 
2) weitere mit gleicher Gruppirung der 16 Thetafunctionen hinstellen. 

In § 5 zeigte sich, dass unter Annahme der Argumente 

_* . > * . 
u= J dw +f dw = f aw +f dw 
a a, a, ay 
die Function O((w)) identisch, die 15 Functionen 0;,((w)) je fiir ein 
Paar verschiedener Verzweigungspunkte ¢==a; und z=a, verschwindet. 
Auf demselben Wege ergiebt sich allgemein: 
Nimmt man als Argumente der 16 Thetafunctionen eine der 16 


lormen: 
$8 / gs th ce 
u J dw und (: J dw +f dw — } dw +f dw }, 
a a}, a, a, a, 





braischen Functionen auf 4 Weisen durch Thetaquotienten dargestellt werden 
kann. In der That kann auf 4 Weisen durch Division zweier Formeln I des 


a,—z 

Textes der Quotient a ais erhalten werden, welcher den Prym’schen Func- 
, 
x 

tionen 2, 1— a, 1—x*a, 1— 22a, 1 — w*x entspricht; so ist z. B. 


Gy —2 Top ((%)) to ((u)) rag ((%)) 95 ((t)) 


i: Se ae ies, - Meee? Goll i 

%—2 25m) = 3) eg ((mw)) 45 (te) 
Die hiernach zwischen 4 +-Functionen bestehenden Relationen von der Form 
Toe ((t)) «Tig ((t)) E Ty (()) .tog((w)) = 0 sind Productrelationen vom Typus der 
letzten Formel (25) des Textes, aus denen aber wegen der Voraussetzung 
Mu)) =0 ein Glied weggefallen ist. 
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so verschwindet jedesmal eine Thetafunction, und zwar beziiglich: 
d 
@2((#)) und — Oxa2, (4) 
identisch, die 15 iibrigen aber fiir die 15 Paare zweier verschiedener 


Verzweigungspunkte (vgl. auch § 2, (II)); oder: 
I, Die 16 Thetafunctionen mit den Argumenten: 


2,3 2,8 *, 2,8 a 
(26) («=f iw) und (« fdw+ Jaw = faw+ fae) 
@ a}, a, a, %, 


((Ap Ay Ay) (Ag 4, 45) += (024)(135)) haben, nur in veriinderter Reihenfolge, 
dieselben Nullpunktpaare, wie die 16 Thetafunctionen mit den Argumenten: 


(«=/ tw + faw= fas fan) 


Diesem Satze entsprechend erhilt man 16 Parameterdarstellungen, 
von denen die Parameterdarstellung § 6, (I) ein Repriisentant ist, und 
bei denen allen die 16 Thetafunctionen zu 1 und 15 gruppirt sind. 

Dass ebenso die Parameterdarstellung § 1, (1) Repriisentant ist 
von 16 Parameterdarstellungen mit der Gruppirung der 16 Theta- 
functionen zu 6 und 10, ergiebt sich auf folgende Weise. Um die 
Nullpunkte der 16 Thetafunctionen: 


o((fin+ f) 


42) —32 


eu ((Y a + J) 


zu bestimmen, kénnen resp. die 16 Additionstheoreme dienen: 


(J dw +f dw + J dw + J dw = 0) 
@2 a a ay 
Soy S 21581 Zay $0 ox 
(fa +f dw +f dw + J dw = 0), 
a, a, %, ‘ 


Gy 


und 


und 


34,8, 
rs 


30980 Zay $2 ox 
(J dw + J dw + faw+ faw=o) 
\ @}, Gy 








a2, 4}, 














— &. 
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denn nimmt man die 3 Stellen 2, 5); 2,, 8,3 2,8, der Reihe nach 
diesen 16 Additionstheoremen entsprechend an, so kénnen die obigen 
Thetafunctionen beztiglich in der Form geschrieben werden: 


{= - [Fay 
Orit A((fe-f — fu -f aw)), 


und haben somit nach § 4, (II) die Nullpunkte z,s—4%, s) und 
2, $= 4%,,8,, welche aus den angefiihrten Additionstheoremen bei 
gegebenem z,, s, sich bestimmen. Diese 16 Additionstheoreme aber 
sind, wie man leicht tibersieht, mit den 16 Additionstheoremen (13) 
und (14), wie auch a; und a, aus den 6 Verzweigungspunkten gewihlt 
sein mégen, in irgend einer Reihenfolge identisch. Daraus folgt aber: 


Il. Die 16 Thetafunctionen mit den Argumenten: 


(27) («= fae + few) 


2 


und 


(i += x) haben, nur in verdinderter Reihenfolge, dieselben Nullpunktpaare, 
wie die 16 Thetafunctionen mit den Argumenten: 


rf —s2 


Im Kinzelnen zeigt die niihere Vergleichung der eben angefiihrten 
Additionstheoreme mit den Additionstheoremen (13) und (14), dass, 


wenn (« = J iw) ist, die Nullpunkte von: 


42, —82 


4, 4, “a, 
e, («+ J iw)), @,, ((« 4 J iw), e,, («+ J iw)), 
by a, @), 
a, “, 
Preisi (( +J iw)), Oran (( +J iw)) ? 


beziehungsweise tibereinstimmen mit den Nullpunkten von: 
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@2,((u)),  Ox((u))> Onan ((H), Ox ((M), Onna (), 
wobei 4,, 4, zwei gegebene der 6 Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 und A,, Ay, Ay, A; 
die 4 itibrigen in irgend welcher Reihenfolge bedeuten. 

Il’. Die 6 Functionen: 


O2,((w)), Oa, (( u)), Or, Ad, ((w)), 
Aa; 
(wo 4, die 4 von 4, und A, verschiedenen der 6 Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 
durchlduft), welche sich hierbei neben die 6 ungeraden Thetafunctionen: 


a, . %, 


, a2, 
GO, {jue + | dw)}, 98,)fet+ { dw a o.,( w+ f dw 


a) ‘ «) 


stellen, bilden stets ein Rosenhain’sches System*) von 6 Theta- 
functionen. 

Wie hiernach die Gruppirung der 16 Thetafunctionen zu 6 und 
10 die Bestimmung der Nullpunkte der Thetafunctionen mit den 16 
Argumentenformen : 


8s 2,8 eg 
u J dw und u J dw +f dw 
\ Zo — So r+ 8, aj 
beherrscht, so muss sie auch in den 16 Parameterdarstellungen der 


Thetafunctionen dieser Argumente hervortreten, von denen die Para- 
meterdarstellung § 1, (1) ein Repriisentant ist. 

Von der Aufstellung der 32 im Vorstehenden charakterisirten 
Parameterdarstellungen darf an dieser Stelle um so eher abgesehen 
werden, als in § 12 allgemeinere Parameterdarstellungen gegeben 


5 


werden sollen, welche jene 32 in sich schliessen. Dagegen sei iiber 
die Anwendung der 32 Parameterdarstellungen auf die Lésung des 
Umkehrproblems noch eine Bemerkung eingeschaltet. 

Die 16 Parameterdarstellungen vom Typus § 1, (1) vermitteln die 
Lésung der 16 Jacobi’schen Umkehrprobleme**) der hyperelliptischen 
Integrale 1. Ordnung, welche beziiglich aus den 16 Ansiitzen: 


*) Ueber diesen Begriff vgl. Borchardt, Ueber die Darstellung der 
Kummer’schen Fliche 4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten durch die Gipel’ sche 
biquadratische Relation zwischen 4 Thetafunctionen mit 2 Veriinderlichen, Crelle’s 
Journal, Bd, 83, SS. 5. 6 (1877). 

**) Vgl. iiber diese Benennung C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemann’s 
Theorie der Abel’schen Integrale, 1. Aufl. (Leipzig, 1865), 8S. 514. 
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Zi) 3 29, 82 2458) 
. . 








J dw, +f dw, = wy Jf aw, +f “— = tt 
‘ ou Gy ay 
(28) : a , 
iy Sh 39,80 iy St 4a» Sa 
dw, +f dw, = Uy f dw, +. J dw, = Uy 
au on J J 





bei beliebig gegebenen Werthen u,, uw, die beiden Stellen z,, s, und 
2), 8, za bestimmen verlangen. Hierbei sind die unteren Grenzen der 
Integralsummen entweder demselben Verzweigungspunkte a, gleich 
oder den 15 Paaren a;, a, zweier verschiedener Verzweigungspunkte; 
die erstere Annahme ist nur fiir einen Fall zu zihlen, weil die Summen 
Uy, Uy, Von a, unabhiingig sind (vgl. § 1, 2). 

Die 16 Parameterdarstellungen vom Typus § 6, 1 vermitteln die 
Lésung der 16 Riemann’ schen Umkehrprobleme dev hyperelliptischen 
Integrale 1. Ordnung, welche beziiglich aus den 16 Ansiitzen: 


2,8 


} dw, =u, 


a) 
» Oa(u,,u.)=9, 


3,8 


f dw, = Uy 





a) 

Tt 
(29) 2,8 28 a}, 

J dw, + J dw, = | dw, +f dw, =u 

e 
a4, a}, a), a}, 
x, . Ona A, (Uy) Uy) =O 
fi dw, +f aw, = fi dw, +f m Uy 
a), a4, a, a, 


bei gegebenen, aber beziiglich der beigeschriebenen Relation ge- 
niigenden Werthen w,, wu, die Stelle s,z zu bestimmen verlangen. 

Wihrend also die 16 Jacobi’ schen und die 16 Riemann’ schen 
Umkehrprobleme sich zu 1 und 15 und beziiglich zu 6 und 10 gruppiren, 
zeigen die beiderseits zugehirigen Parameterdarstellungen, jede in sich, 
die Gruppirung der 16 Thetafunctionen zu 6 und 10 und beziiglich zu 1 
und 15 (vgl. die allgemeineren Siitze § 9, I. II). 

Da nun die algebraischen Charakteristiken 1. und 2. Art der 16 
Thetafunctionen sich an die Parameterdarstellungen § 1, I und § 6, | 
anschliessen, so hat man deren Stellung zu den Umkehrproblemen 
so zu bezeichnen: : 

Die Charakteristiken 1. Art zeichnen von den 16 Jacobi’ schen 
Umkehrproblemen das eine aus: 


nee ae 
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(30) J du, =%,, J dw, = u,;*) 
by — ho ay 8s 
die der 2. Art von den 16 Riemann’ schen Umkehrproblemen das eine: 
a,k a 5,8 as : 
Jf ao, +f du, =%, J dw, +f dw, =, 
ao & oder a % 
(31) as : 2 
J dw, + f dw, = U,, J dw, +f dw, =U, 
a, a a ay 


O(u,, u,) = 0. 


Kapitel LIT. 


Die algebraischen Charakteristiken 1. und 2. Art in ihrer 
Beziehung zu dem Abel’schen Theorem. 


§ 8. 
Die 16 Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. 


Mit Riicksicht auf § 1, 2 kann jede Summe von Integralen der 
Form ( J aw) mit beliebigen unteren und oberen Grenzen in eine Summe 
‘Fay Ss 
solecher Integrale verwandelt werden, deren untere Grenzen Ver- 
zweigungspunkte der zweibliittrigen Kiemann’schen Fliiche z,s sind. 
Man wird daher als allgemeine Form solcher Summen die Form: 


q a Si 
(s (e+) == > J dw) 
0 &; 


zu Grunde legen diirfen, wo 2, 5; q + 1 beliebige Stellen des hyper- 
elliptischen Gebildes sind, jeder der g + 1 Punkte a; aber einer der 
6 Verzweigungspunkte a), a, 4, d3, @,, a, desselben ist. Die der 
Congruenz beigegebenen Klammern sollen wieder andeuten, dass die- 
selbe die zwei Congruenzen vertritt: 


2 3 ee} 


9 3 q a 
U \) y 
Sr) = > | dw,, S,'¢+) — > dw, . 
0 ‘a 0 %; 


*) Dieses eine habe ich in der unter P. D. bezeichneten Abhandlung aus- 
fiihrlich behandelt. 


(33) 
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Wie nun auch die a, aus den 6 Verzweigungspunkten ausgewablt 
sein mégen, so lisst sich die Summe (S%+) immer auf eine von 
16 Normalformen reduciren; das System der 16 Normalformen ist der 
Anzahl g + 1 der Summenelemente charakteristisch und von verschie- 
dener Art, jenachdem q + 1 gerade oder ungerade ist. 

Ist zuerst g = 2@, also g + 1 ungerade, so gilt der Satz: 

I. Jede Summe (S*°+") von 2@ + 1 Integralen kann auf eine der 
16 Normalformen gebracht werden: 


$0, 80 2H ag > 3 
(32) (sven = faw+ > J dw), 
a} 1 ay 
(33) ( spzen = on oe + af ton fc me af dw + 3/ aw), 
bee ae 


a, a, @, 


wo A und w je eine der 6 Zahlen 0, 1, 2,3, 4,5 und (A, 4,4,) (A, 4,4;) 
eine der 10 Gruppirungen dieser 6 Zahlen in 2 Tripel bedeutet. 
Auf die Zahl w kommt nichts an, da die Summe 


1 


(3 fms SD fae) 


Smt» Swi 
von der Wahl des Verzweigungspunktes a, unabhingig ist (vgl. § 1, 2). 
Auch kénnen die 3 Verzweigungspunkte a,, a,, a2, und ebenso 
(,, @,, a, unter sich beliebig vertauscht werden; die rechten Seiten 
der Congruenzen (33) bleiben dabei sich selbst congruent. Demnach 


umfasst der Typus (SY°*”) 6 verschiedene Formen, der Typus (Stat 





10 verschiedene Formen. 
Um den Satz zu beweisen, wihle man einen beliebigen Ver- 
zweigungspunkt az, und setze unter Benutzung der Congruenzen: 


(fiw =f +f) dw) 


die gegebene Summe (S@°+») in es Form: 


(seem = Jf iw4 P+ 3 few), 


wo P eine Summe von o41 Integralen, je zwischen 2 Verzweigungs- 
punkten genommen, bedeutet. Aus dieser Summe fallen zuerst alle 
einzelnen Integrale mit 2 gleichen Grenzen heraus, weil sie = 0 sind. 
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Irgend zwei Integrale aber mit je 2 verschiedenen Grenzen kénnen 
immer auf eimes reducirt werden; und zwar unter Anwendung der 
Formel (vgl. § 3, 15): 


a, a, a3, 
(f dw +f aw =f aw), 
“2, A, 2, 


wenn sie zusammen 4 verschiedene Verzweigungspunkte (az, a2,, 2,) @a,) 
als Grenzen haben, wobei dann aa,, a,, die 2 noch iibrigen der 6 Ver- 
zweigungspunkte bedeuten; und der Formel: 


4, a), a}, 

. . 
(J dw+f dw =f aw), 
#4, @2, ._ 


(in der 4, und A, verschieden oder gleich sind) wenn sie zusammen 
nur 3 oder 2 verschiedene Verzweigungspunkte (aa,, a,,, @2,) als Grenzen 
haben. Durch fortgesetzte Anwendung dieser Regeln kann P auf 
die Form: 


= 
(P =J dw) 


gebracht werden, sodass, da iiberdies 
2 a°% 
> | dw 
1 ay. 
von 4, unabhingig ist, 


Jor% ae gw 
(34) (seetn =f dw +f aw +>" J dw) 
a, a, 1 or 


wird. Hiermit ist die geforderte Reduction ausgefiihrt; sind die 3 Zahlen 
Ay, Ay, 4, alle 3 verschieden, so hat man den Typus (33), sind aber 
2 oder alle 3 einander gleich, den Typus (32). 

Kine solche Reduction der gegebenen Summe (S@*+") fiihrt aber 
auch stets zu demselben Resultat; denn findet man bei einer Ab- 
iinderung der einzelnen Schritte des Reductionsverfahrens fiir dieselbe 
Summe: 


aj 


Soy 8 2 20 iJ 
(34’) (seetn = f aw +f dw + > J dw) ‘ 
a” a 1 ay’ 


a,' 


a> 


so miissen, da auf w und w’ nichts ankommt, die Congruenzen: 








od 
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40 80 
(fms fo moai fires fam). 
a," 
oder die hiermit ibis 


(fiw fewt fiw =0) 


a, 

bestehen. Dies ist aber nach § 3, A, nur’méglich, wenn entweder 
die 6 Zahlen A,, 4,, 4,, Ao’, 44’, 4. alle 6 verschieden oder aber paar- 
weise einander gleich sind. Im ersteren Falle sind die Formen (34) 
und (34’) fiquivalent und der doppelten Form des Typus (33) ent- 
sprechend; im letzteren Falle sind 2 verschiedene Fille méglich: ent- 
weder die beiden Tripel (4,4,4,) und (A,'4,’4,’) sind, abgesehen von 
der Reihenfolge ihrer beiderseitigen Elemente identisch — dann repri- 
sentiren die Formen (34) und (34’) beide dieselbe Form des Typus 
(33) oder (32) — oder die beiden Tripel sind nicht identisch, aber es 
sind in jedem Tripel 2 Elemente gleich, etwa 4, =A, und 4,’ =4,’, 
und alsdann ist das restirende Element des einen gleich dem des anderen, 
A, = 4, — dann sind die Formen (34) und (34’) von 4, =A, und 
4, =A,’ beziiglich unabhingig und repriisentiren, weil 4, = 4,', beide 
dieselbe Form des Typus (32). Hiermit ist die eindeutige Bestimmtheit 
der Reduction bewiesen. 

Ist nunmehr g = 2@ — 1, also g+ 1 gerade, so gilt der Satz: 

II. Jede Summe (S?”) von 2@ Integralen kann auf eine der 16 
Normalformen gebracht werden: 


2w—1 


(35) (se= = 2 zl aw), 
(36) Co = a + = fos) 


wo w ei: beliebige der 6 Sahin 0, 1, 2, 3, 4 5 und (A,A,) eines der 
15 Paare zweier verschiedener dieser Zahlen ist. 
Auf die Zahl w kommt nichts an, weil die Summe 


Qw—1 7k? *i wo—1 4% 
( > Jaw = >: f aw ) 
o a “ 0 4i+w> i+w 


von ad unabhingig ist. Demnach umfasst der Typus (S°)) nur eine, 
der Typus (SE) aber 15 verschiedene Formen. 
hed | 
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Um den Satz zu beweisen, bringt man unter Annahme eines be- 
liebigen Verzweigungspunktes a, die gegebene Summe (SS), wie 
oben, auf die Form: 


2u—1 > % 


(seo = P+ > f av) 
U ay 


und hierauf (P) auf die Form: 
a, 
(P= J dw). 
hy 
Damit wird: 


, 2@—l1 , % 


(seo [aw 4 > dw), 
ou 


i 0 


womit der Typus (55) oder (36) gewonnen ist, jenachdem A, und 4, 
gleich oder verschieden ausfallen. Dass die Reduction trotz der Willkiir 
ihrer einzelnen Schritte auf ein bestimmtes Resultat fiihrt, folgt ahnlich, 
wie oben, aus der Bemerkung, dass die Congruenzen: 


@ a) 


(faw= { aw) 


4}, co 


nur bestehen kénnen, wenn die 4 Zahlen 4,, 4,, a)’, 4,° paarweise 
gleich sind (vgl. § 3, A,). 

An die beiden Siitze I und II schliessen sich noch 2 Zusiitze an, 
die sich aus dem Anblick der Normalformen (32), (33) und (35), (36) 
unter eventueller Benutzung der Formeln § 3, 15 ohne Weiteres 
ergeben: 

III. Vermehrt man in dem System der 16 Summen (32), (33) jede 

a, 
Summe um das halbe Periodenintegral ( J dw) , so geht das System 
“2, 

in der Weise in sich selbst iiber, dass im Einzelnen tibergehen 8), in Sj, 
Sa, im S2,, Si, in Sia, 45 S2,, a in Si, Sra h m Si,a.4: 


As Ag ds AAAs A dodgds 
IV. Vermehrt man in dem System der 16 Summen (35), (36) jede 
a, 
Summe um das halbe Periodenintegral ( J aw) , 80 geht das System 
a, 
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in der Weise in sich selbst iiber, dass im Einzelnen iibergehen S in Sj.) 
S22, m S, Sia, m Sa, doy 82,2, in Sa, aay S22, im Sa,a, “. 

In beiden Siitzen sind unter 4,, 4, zwei gegebene der 6 Zahlen 
0, 1, 2, 3, 4, 5, unter a,, 45, 44, 4, die 4 dibrigen in irgend welcher 
Reihenfolge zu verstehen. 

Die Sitze I und I] kénnen zur Gruppirung der Additionstheoreme 
der hyperelliptischen Integrale verwerthet werden. Hin Additions- 
theorem, welches eine Beziehung zwischen gq’ + 1 Stellen, 2;, s; des 
hyperelliptischen Gebildes in der Form: 


(> J ci -= 0) 


ausdriickt, soll von der (q + 1)ten Ordnung heissen, wenn die q’+1 
unteren Grenzen a; seiner Integrale simmtlich Verzweigungspunkte 
sind, unter den gq’ +1 oberen Grenzen 2, 5; aber g+1(q¢<q) 
Stellen sich vorfinden, die nicht Verzweigungspunkte sind und von 
denen auch keine 2 einander entgegengesetzt sind. Die letztere Be- 
dingung ist deshalb hinzugefiigt, weil 2 entgegengesetzte Stellen 2, s 
und 2’, s =z, —s der Bedingung: 


( fi aa fw = f aw) 


a 


entsprechen und aus der vorgelegten Congruenz herausfallen wiirden. 

Man kann alsdann mite Bezugnahme auf die Siitze I und II das 
Resultat aussprechen : 

V. Von gegebener Ordnung giebt es 16 verschiedene Additions- 
theoreme, welche sich zu 6 und 10 oder zu 1 und 15 gruppiren, jenach- 
dem die gegebene Ordnung ungerade oder gerade ist. 

Als Beispiel vergleiche man die 16 Additionstheoreme 3. Ordnung 
in § 3, 13. 14. 

Es bedarf kaum des Hinweises darauf, dass die Vertheilung der 
16 Additionstheoreme gerader und ungerader Ordnung auf die 6 Ver- 
zweigungspunkte des hyperelliptischen Gebildes beziiglich durch die alge- 
braischen Charakteristiken 1. und 2, Art zum Ausdrucke gebracht wird. 
Es ist dies bereits durch die Bezeichnung der Summen S in (82), (33) 
und (35), (36) mit den algebraischen Charakteristiken angedeutet. 


*) Dieser Satz enthiilt als speciellen Fall (¢-+- 1—=0) den bekannten Satz 
itiber die Addition einer Riemann’schen Charakteristik zu den 16 iibrigen, vgl. 
Krazer, a. a. O, §. 5. 
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§ 9. 


Bestimmung der Nullpunkte der Thetafunctionen mit beliebig vielen 
Parametern durch die Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. 


Durch die 16 Additionstheoreme (q+ 1)ter Ordnung werden die 
Nullpunkte der 16 Thetafunctionen mit g — 1 Parametern bestimmt. 
Diese Parameter sollen in die Thetafunctionen in der Weise eingehen, 


dass die Argumente (u) der letzteren als Summen von q-Integralen 
in der Form: 


a8 q-2 , 3 
(37) (1 = faw oa >' J dw), 
@ 0 ai 


genommen und hierin z,s als eine verinderliche, z;, s; aber als g—1 
gegebene Stellen des hyperelliptischen Gebildes gedacht werden, unter 
denen sich keine 2 entgegengesetzten befinden. 

Die unteren Grenzen @ und a; sind Verzweigungspunkte. 

Es ergiebt sich nun zuerst aus den beiden Siitzen I und II des 
§ 8, dass das Argument (w), als Summe von gq Integralen, bei allen 
moéglichen Auswahlen der unteren Grenzen a, a; 16 verschiedene 
Formen haben kann, die sich zu 6 und 10 oder zu 1 und 15 gruppiren, 
jenachdem qg ungerade oder gerade ist. Um diese beiden Fille ge- 
trennt zu behandeln, sei zuerst: 

q = 2a. 
Die 16 Formen der Argumente (w) sind alsdann nach § 8, II: 


4,8 20—2 Si? i 
(38) (u = fav oe > dw) ; 

4 0 Sy 

2,8 ap Qw-2 49% 

(39) (me= fav + faw+ > fav), 

fy ay 0 Gy 
wo die Wahl des Verzweigungspunktes a, ohne Belang ist, die beiden 
Verzweigungspunkte a,, @ aber von einander verschieden sind. Es 
soll jetzt die ausgezeichnete Form (38) der Argumente gewahlt und 


unter dieser Voraussetzung sollen die Nullpunkte der 16 Thetafunctionen 
bestimmt werden. 


Was zuerst die 6 ungeraden Functionen: 


QO, (( far a Ss fav)) oder OQ, (fav a S fia) 
° ‘ “e . “a 


ay a 
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angeht, so ordne man diesen beziiglich die 6 Additionstheoreme 
(2@ -+ 1)ter Ordnung zu: 


For$o 20 a a 
(40) (Jaw + >! faw =o), 
a 1 @ 


durch welche je bei gegebenen 2 @ — 1 Stellen 2;, s; (i ==0,1,2,...,2@ —2) 
im Allgemeinen die beiden Stellen 2, s;(¢ == 2@— 1,2) definirt 
sind. Fiihrt man die letzteren in die vorliegenden Thetafunctionen 
ein, so nehmen diese die Form an: 


22w—-1> 2w—1l 2m 20 
((faw— fae — fae )) 


und haben nach § ‘ II die Nullpunkte 2, s = Zoo-1, Sew-1 und 
24,5 Zen, S2w- 
Was ferner die 10 geraden Functionen 


2,8 Qw—2 = 78 8 2,8 Quw—-2 «0 78 
oun (fier SE fite)) ste ogy (fies Sl fm) 
“ul 


a 5 


angeht, so ordne man diesen beziiglich die 10 Additionstheoreme 
(2@ + 1)ter Ordnung zu: 


(41) (fies Jaws 3} few =0), 


durch welche bei jianiieslis 20 —1 Stellen 2;, s;(¢—=0,1,2,...,2a@— 2) 
im Allgemeinen die beiden Stellen 2;, s;(i = 2@—1, 2q) definirt 
sind. Fihrt man die letzteren in die vorliegenden Thetafunctionen 
ein, so nehmen diese die Form an: 


2m—1) 82w—-1 72> 2w 
Oni (fiw fiw — fi A w )) 
72m—-1) °2m—1 “2m 82m 


ous (fiw fow fee) 


und haben nach § 4, - die Nullpunkte 2, S = %gw-1, S2o—1 und 
&, S = Zam) Sou 

Die Nullpunkte der 16 Thetafunctionen mit den Argumenten (38) 
werden also definirt durch die 16 Additionstheoreme (40) und (41); 
es sind dies gerade die 16 Additionstheoreme, welche der ungeraden 
27* 


oder 
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Ordnung (2@-+ 1) entsprechen. Mit mo — 1 geht aus diesem Resultate 
die bereits in § 3 entwickelte Beziehung hervor. 

Was nun ferner die Thetafunctionen mit den Argumenten (39) 
angeht, so ordne man der Thetafunction: 


Q, ((faw+ faw+ Sif aw), 


wo a, auch durch a, ersetzt werden kann, das Additionstheorem zu: 


Spt “e - 
(42) (feet feo+ 2} Jaw =0) 


und der Thetafunction: 


554 


O42 (few, fiw S fee), 


wo a, auch durch ag, ersetzt werden kann, das Additionstheorem: 


(43) (fi + few ot fe oo 3 fiw) = 0 


Die vorgelegten Thetafunctionen nehmen unter Einfiihrung der 
dureh diese Additionstheoreme bestimmten Stellen 224-1, S21 und 
Zam, Se» die Form an: 


2a 1> Qw—1 2m» 2a 


0 ((fiw— fiw — fiw ) 


a 
und 


2m—1> *2w—1 *2m> 
0,2, (few fe ~ fm )) 
Ady 


und haben nach § 4, II die Nullpunkte 2, s = Zgu1, Seo. und 
2,8 = Zam, S2o- 

Die 16 Additionstheoreme (42) und (43) stimmen aber nach 
§ 8, III, von der Reihenfolge abgesehen, mit den 16 Additions- 
theoremen (4() und (41) iiberein; es sind wieder alle diejenigen, welche 
der ungeraden Ordnung 2@ + 1 entsprechen. 

Es werden also beim Uebergang von einem der 16 Argumente 
U, Ure zum anderen, immer dieselben, zu 6 und 10 gruppirten 16 Additions- 
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theoreme (2 + 1)ter Ordnung den 16 Thetafunctionen zur Bestimmung 
threr Nullpunkte zugeordnet, nur immer in anderer Reihenfolge. 
Hieriiber folgt aus der Vergleichung von § 8, III und § 7, II’ 
noch der Zusatz: 
Bei diesen verschiedenen Zuordnungen fallen die 6 Additions- 


theoreme (40) oder (fiw + >} | foe =0) A= 0,1, 2,3, 4,5, 


der Reihe nach auf die 16 Risener in’schen Systeme von je 6 Theta- 
functionen. 
Es sei ferner: 
q = 2a — 1. 
Die 16 Formen der Argumente (w) sind alsdann nach § 8, I: 


459% 


(44) (w: = fiw S fe w), 
(45) (= J faw tot fie >) fos =f wer ford fee), 


a, @, 


wobei die Wahl des Verzweigungspunktes a, ohne Belang ist. 

Nimmt man nun zuerst die Argumente (44), so bestimmen sich 
die Nullpunkte 2, s = Zo», Sew. und 2, $= Zy-1, Sgw—1 fir die 
Function: 


0 (( fiw +3 fe) 


aus dem Additionstheorem: 


“a ay 2o—-1 bd Ee | 
e 2 y 2 
(46) (few + paw + > aw 0), 
a ay 0 ay 


da sie unter Anwendung desselben iibergeht in (vgl. § 5, II): 


2,8 2w—2? 2w—2 22w—1' S2w—1 
o((faw— f aw — f aw )); 


fiir die Function: 
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aus dem Additionstheorem: 


2w—1 


(47) (fant fins fans Sif 0) 


da sie unter Anwendung desselben iibergeht in (vgl. § 5, Il): 


2m—2, *2w—2 *2w—1, 2w—1 %p 


Or. (fi foe Jew + fav). 


Nimmt man ferner die Argumente (45), so stellen sich neben die 
Functionen : 


“dh, Se—s wt? % 


0 (( fire. ws S fi) 


@, ay 


und 


2a@—3 


Ore ( (fins. few Sf ba v)) 


beziiglich die Additionstheoreme: 


(48) Pt tet Si ftw dw = -0) 


und 


oh 20—1 


(49) (fins dwt, dwt [ies Si faw=0), 


Die 16 Additionstheoreme nee (47) und (48), (49) sind aber je 
die 16 zu 1 und 15 gruppirten Additionstheoreme von der geraden 
Ordnung 2@, von deren Normalformen (35), (36) sie sich beziiglich 
nur um die additiven Constanten: 


a a, 
(fae +f dw) 
a a %}, 
( fa +f dw - dw) 
Ay ay a 


1 


und 


unterscheiden. Die Zufiigung dieser Constanten iindert nach § 8, 1V 
nur die Reihenfolge der Normalformen (35), (36) ab 
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Es werden also beim Uebergang von einem der 16 Argumente 
Ua, U2,a,a, wm anderen, immer dieselben zu 1 und 15 gruppirten Additions- 


Ay Ag As 
theoreme (2@)" Ordnung der 16 Thetafunctionen zur Bestimmung ihrer 
Nullpunkte zugeordnet, nur immer in anderer Reihenfolge. 

Ausserdem iibersieht man sofort: 

Bei diesen verschiedenen Zuordnungen fillt das Additionstheorem 


Se—1 <8 % 


Di faw=o 


0 hy 


der Rethe nach auf alle 16 Thetafunctionen. 
Mit o = 1 und 4), 4,, 4, = ay, a, a, erbiilt man aus (48), (49) 
die Additionstheoreme: 


Zh 
. 


(aw +f dw = 0) 


ou Ou 
und 
2a» % fy % 
(_faw +faw=0) ‘ 
ay ao 


welche fiir die Thetafunctionen 


0 ((faw + far) 


ao 


ee (( fw + faw)) 


und 


& 
beziiglich die Nullpunkte z, s = 2), s) und z, s =4%,, —s, mit beliebigem 
Z), 8) und g=a, und ¢ = ay ergeben; es ist dies der in § 5, III be- 
handelte Specialfall. 
Durch die vorstehenden Betrachtungen ist die Bestimmung der 
Nullpunkte der 16 Thetafunctionen fiir den Fall, dass ihre Argumente 
(w) Summen von g Integralen: 


2,8 q—2 a » 
(w =faw +>} faw) 
Qa 0 a 
sind, fiir jede Anzahl g und fiir jede Auswahl der g unteren Grenzen 
a, a; aus den 6 Verzweigungspunkten mit Hiilfe des Additionstheorems 
der hyperelliptischen Integrale ausgefiihrt, zugleich aber das Gesetz 


gefunden, welches die Gruppirung der Nullpunkte der 16 Thetafunc- 
tionen in jedem Falle befolgt. Indem man Argumente von der eben 
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bezeichneten Form, weil sie Summen von q Integralen sind, Argumente 
gq Ordnung nennt, kann man dieses Gesetz so aussprechen (vgl. § 7, 
am Ende): 

I. Sind die Argumente der Thetafwnctionen von gerader Ordnung, 
so gruppiren sich die 16 Formen dieser Argumente zu 1 und 15, die 
16 Additionstheoreme aber, welche die Nullpunkte der Thetafunctionen 
bestimmen, zu 6 und 10. 

Il. Sind die Argumente von ungerader Ordnung, so gruppiren sich 
die 16 Formen dieser Argumente zu 6 und 10, die 16 Additionstheoreme 
aber, welche die Nullpunkte der Thetafunctionen bestimmen, zu 1 und 15. 

Will man also durch die algebraischen Charakteristiken der Theta- 
functionen auf die Gruppirung der Nullpunkte hinweisen, so hat man 
die Charakteristiken 1. oder 2. Art anzuwenden, jenachdem die Argu- 
mente von gerader oder ungerader Ordnung sind. Den 16 Formen 
der Argumente entsprechen dann 16 Vertheilungsweisen der jedesmaligen 
Charakteristiken auf die 16 Thetafunctionen. Die in § 1 eingefiihrten 
Vertheilungsweisen entsprechen beztiglich den Argumenten: 


s a 20—2 ds 
(50) (u =| dw + y fa w) 
ay 2 On 


und 


38 20s Sy 215 8; 20—3 es » 3 
(50) (u= faw+ faw+faw + >) faw 
dy ay, 2 Ou 


a, 


2a—% 


2,8 Zo, 8 24981 3 a » 3 
ftwtfaw+ f dw +>! faw), 
ty a, “Gy ° 


a, 


die sich beziiglich unter den Typen (38) und (45) vorfinden. 
g ] 


§ 10. 
Algebraische Bestimmung der Nullpunkte der Thetafunctionen 
mit 2 Parametern. 


Wenn die Bestimmung der Nullpunkte der Thetafunctionen mit 
Argumenten q'* Orduung in § 9 auf die Additiousprobleme der hyper- 
elliptischen Integrale zuriickgefiihrt worden ist, so erfordert die alge- 
braische Bestimmuns derselben lediglich eine Anwendung des Abel’schen 
Theorems. Die Aufstellung der betreffenden algebraischen Gleichungen 
wiirde daher fiir die Aufklirung der bereits in der transcendenten Form 
der Additionstheoreme deutlich hervortretenden Gruppirungsverhiltnisse 


nicht mehr erforderlich sein. Trotzdem scheint es zweckmiissig, im 


> 
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Anschluss an die in § 2 und § 5 erledigten Fille g = 2 und gq =—1, 
wenigstens die beiden Fille g=3 und g=4 auch noch nach der 
algebraischen Seite hin zu verfolgen aus einem doppelten Grunde, Es 
soll damit erstens gezeigt werden, in welchem Sinne in den algebraischen 
Gleichungen des Abel’schen Theorems der Gegensatz der beiden 
Spaltungen der Zahl 16 zum Ausdrucke gelangt*), und soll zweitens 
die Aufstellung einer Parameterdarstellung eingeleitet werden, welche 
zur Lésung der 32 in § 7 erwihnten Umkehrprobleme ausreichend ist, 

Es handelt sich zuerst um den Fall g = 3. Hier soll von den 
16 gleichberechtigten Formen (44), (45) der Argumente der Theta- 
functionen diejenige ausgewiihlt werden, welcher die in § 1 eingefiihrten 
Charakteristiken 2. Art im Sinne der Schlussbemerkung des § 9 ent- 
sprechen. Es ist die aus (50) mit @ =2 und aus (45) mit o = 2, 
Ay, 4, 44 = 0, 2, 4 hervorgehende Form: 


(w =f aw +fdw+ dw) ; 


die im Folgenden mit veriinderter Bezeichnung der oberen Grenzen so 
geschrieben wird: 


(51) (1 =f aw +faw + dw). 


Die alsdann bei gegebenem z,, s, und z,, s, 2ur Bestimmung der Null- 
punkte z,s = %,s, und z,s = 4¢,, 8, der 16 Functionen: 


O((w)) und Og, a, ((w)) 


dienenden 16 Additionstheoreme lauten (§ 9, 48. 49) beziehungsweise : 


(52) ( faw +f dew +f dw +fiw= 0) 
a %p Ou 


a a 
und 
(53) (fade +f aw +f aw +f dw = 0), 
a), aj, oy ay 


in denen die Wabl des Verzweigungspunktes a, ohne Belang ist. Das 
Additionstheorem (52) entspricht dem Falle der Identitiit; die gesuchten 
Stellen z,, 5s, und z,, s, sind die den gegebenen Stellen 2,, s, und 2,, s, 
entgegengesetzten. Die Function ©((w)) verschwindet eben nach § 4, II 


*) Die allgemeine Discussion der Gruppirungsverhiiltnisse der algebraischen 
Gleichungen des Abel’schen Theorems kann sich direct an die von Abel in der 
oben zu § 3 citirten Abhandlung unter (6) aufgestellte Function F(a) ankniipfen. 
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fir z2,s = 2,, —s, und 4,s =2,,-—s8,. Die Additionsprobleme (53) 
aber haben die Aufgabe, ein Integralpaar mit 2 gleichen unteren 
225 % z, 


a3, % 
. . 
Grenzen , ( faw+faw), darzustellen als ein Integralpaar mit 2 
au “u : 
%, 8 yi, & 
> . 
gegebenen verschiedenen unteren Grenzen, ( [aw +f d w). Um diese 
a, a, 
Aufgabe zu lésen leitet man aus den allgemeinen Entwicklungen Abel’s 
folgenden speciellen Satz ab: 
Es sei zur Ablkiirzung gesetst: 
pi) = (a, — 4) (aa, — 4%), 
pib44) — (ag, — 2) (aa, — 4) (da, — 4) (aa, — %), 

woi=00,1, 2, 3 ist oder beiderseits wegfdllt, und sei zwischen den 
Quadratwurzeln aus diesen ganzen Functionen und der Quadratwureel: 

$1 = V (dy — 41) (A, — 21) (4g — %4) (3 — 4%) (a,— 4) (a, — 4) 
die Beziehung: 
(64) YoR Yo PRED om 
festgelegt; 4,, 4,, Ay, 45, Ay, 4, sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 in 
irgend welcher Reihenfolge. Ferner bezeichne A die Determinante: 

ody A, as) ody mp,(aods dads) | 
V p* 3 2s) Vo, 3 a As) V py 3 AAs) 
aay aa vm] * 
Vor) V9.2 ge 

SVG) = 2, VG) — 2, Vp) 


Alsdann dient zur Bestimmung derjenigen Stellen 2, , 5, und z,, s,, welche 
bet gegebenen Stellen 2,, 8, und 2, 8, (2. = @,) den Relationen geniigen: 


355 8 a, Zo, % 2, 3% 
( faw +f aw + faw + dwu= ), 
a a 


a). a, 


| 
| 


A (V ptrtds) ; V g4)) = 


die in 2 quadratische Gleichung: 


AV p®*4®), Vy). a (VpPhid, — Ge) = 
(% — &) (2 — 2s) 


und die in den Factoren Y p%b44) und /p* von s homogene 
lineare Gleichung 


A (V gptats dads) ‘ V pe) = 0; 
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jene giebt 2, und 2, als Wurzeln, diese bestimmt mit z—=2, und z=z, 
eindeutig die Quadratwurzeln s, und s,. 

Der Satz enthilt 15 specielle Siitze, indem 4,, 4, auf 15 Weisen 
aus den 6 Zahlen 0,1,2,3,4,5 ausgewihlt werden kénnen; er be- 
stimmt in seinen 15 Formen die Nullpunkte 4,, s, und 2,, s, der 15 


Thetafunctionen : 
@.,2, (( J dw + | dw + J d w)) 


auf algebraischem Wege, womit die Aufgabe des vorliegenden § 10 
erledigt ist. 


§ 11. 


Algebraische Bestimmung der Nullpunkte der Thetafunctionen 
mit 3 Parametern. 


Im Fall g = 4 soll unter den 16 médglichen Formen (38), (39) 
der Argumente (uw) die unter (50) angegebene Form: 


(w= few +fav + few + fee) 


an 
oder mit verinderter Bezeichnung der Parameter: 


» 33 Za, 8 %, 3 


(v= awa. faws.f te dw =faw+ fav) 


Ou Say 


ausgewihlt werden. Aus § 9 (40), "i ergiebt sich dann: 
Die Nullpunkte z, s =, s,) und z, s = 4,, s, der 6 ungeraden 


Thetafunctionen : 
a (fa dw + Jew) aw)) 


sind beziiglich die Lésungen der 6 pitiideisiiiiiain 


Ay 23, % Za, 84 


(Jaw + faw + fa + few +Jaw=0); 


die Nullpunkte z,s = 4,,s, und ¢,s=4,,8, der 10 geraden Theta- 
functionen: 


O11 ( (few + fee) 
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sind beziiglich die — der 10 Additionsprobleme: 


21» Za, 84 


(fav + tw fw + fae Jaw =6) 


So Zi, 5 4, 53 Ba, 34 


(Jaw +) vn fiw. fr tyee=9) 


Fiir die algebraische ta dieser 16 lita ili ergiebt sich 
aus dem Abel’schen Theorem das in folgendem Satze ausgesprochene 


oder 


Verfahren: 
Es sei zur Abkiirzung gesetet: 
pint) = (az,— 2) (a2,—4) (a2,—4), 
piss) = (a2, — %) (aa,—4i) (aa,—4i), 
pi —- (aa, — &i), 


pititetr%ts) <= (a2, — £;) (a2,— #) (a2, — %) (a2, — 4%) (4, — %i), 


wo i=, 1, 2, 3, 4 ist oder beiderseits wegfdllt, und seien zwischen 
den Quadratwurzeln aus diesen ganzen Functionen und den Quadrat- 
wurzeln s; die Beziehungen: 


(55) V por) Voi + Voi V PA244A) = 5; 


festgelegt; 2,, Ay, Ay, 45, 44, 4, bedeuten die 6 Zahlen O, 1, 2, 3, 4,5 
in irgend einer Reihenfolge. Ferner bezeichne & die Determinanten: 


A (Vp Andy A, As) . Vp) 
| y/ Ay Ay ody Aya; 7 BRE 
iV ginrrada as) V pite4s4 ) V 9,% ) i? (A,Andg 4, As) 


| 

| 

| Vp Vo V 93) gp, | 
| 

| 


? 
| 


1 V £,V 9, 23 V D3 2,V wai 
| eV gy 2°V 9, — 45° Vp, 2° V9, 
und 


A (y epl4s4ads) : VY peoras ) 


Ay Ash / AA, a py te AAgds 
| V 9! a A,45) V gy, s) V 9! a4,4;) V9; aAgs) 


“ i tivated) -« ae Ras 

| VGA) 2, V pA) 2. V pied) 2, Vp Mrdn | 
a i. 
Ld dy (a Ah a | 
en. eee: Tek sae | 


| eV prard gf pA) 2,7 py) 2, per | 


Alsdann dient zur Bestimmung derjenigen Stellen 2,, 5, und 2,, 8,, welche 
bet gegebenen Stellen 2,, 8.5 25; 833 2,8, (2, += 25 == 2,) den Relationen 
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Zo» 8 Za, 8 


(aw fow + fae fees few=o), 


a, 
und beziiglich pr hanes 


Zo» 8 fi, § »% Fa, % 
(Jaws few + fow+ few + fae =0) 
q @, aq, 


oder 


Zo, 82 ¥o, 84 


(Jew + fav Jaw + fee +faw=o), 


a, 


entsprechen, die in 2 quadratische Gleichung: 


A (V Ady Aas) ms V >) _ A (VW peak As) > V >) ae 0, 
(@ — %) (@ — 45) (2 — 4%) 








und beziiglich 


AV Bd Vg Ah)) A (V qe) — gr) 
(2 — &) (@ — 2s) (2 — 2) ai. 





und die in den Factoren Vp%24%) wnd Yp™ von s homogene lineare 
Gleichung: 

A(VpG=Ath, gr) =O, 
und beziiglich die in den Factoren V p®**) und V g4) von s homogene 
lineare Gleichung: 

A(/ p%25, /p&b) = 0; 
jene giebt 2, und 2, als Wurzeln, diese bestimmt mit z—=2z, und z=z, 
die Quadratwurzeln s, und s,. 

Der Satz enthilt 16 specielle Siitze, da 4, auf 6 Weisen und die 
Gruppirung (A, 4, 4,) (a, 4, 4,) auf 10 Weisen aus den Zahlen 0, 1, 2, 
3, 4, 5 entnommen werden kann. 

Derselbe Satz bestimmt in seinen 16 Formen die Nullpunkte 
2,8 = 4%, 5, und 2,s = 42,, 8, der 16 Thetafunctionen 


2, S83 


0 ((fie + fie) 


O12, ( (few +fa0)) 
Ag dads 


auf algebraischem Wege, womit die Aufgabe des vorliegenden § 11 
gelést ist. 
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§ 12. 
Ueber ein System von Parameterdarstellungen der Thetafunctionen. 


Nachdem die Nullpunkte der 16 Thetafunctionen mit den Argu- 


menten 
die om a? % 
(1 ~f dw +f dw +fav) 
(«= fw +fae) 


algebraisch bestimmt sind, hat es keine Schwierigkeit mehr die alge- 
braische Parameterdarstellung der Thetafunctionen fiir diese Argumente 
abzuleiten. Diese Ableitung geschieht in 3 Schritten, die sich z. B. 
fiir die 2. Form der Argumente folgendermassen gestalten: 

Der 1. Schritt besteht in der Aufstellung der Proportion: 


0,7 ((u)) : O,?((w)) : O,? ((u)) 
=¢/7h? (VY pens, V9) :€,7 A? (V9! e018), V9) 67? (Vp 3 »), V—), 


deren Begriindung aus § 11 entnommen wird. Es ist namlich beispiels- 


und 


weise das Verhiiltniss en eine eindeutige und im Allgemeinen 


stetige Function der Stelle z,s des hyperelliptischen Gebildes, welche 
nur fiir die 2 Nullpunkte von 0,((#)) je von der 2. Ordnung 0 und 
nur fiir die 2 Nullpunkte von ©,((w)) je von der 2. Ordnung oo wird. 
A2(V pests? | (0) 

ary sar ts dasselbe ist 
eindeutig von der Stelle z, s abhingig, weil das Quadrat der ersten 
der in § 11 eingefiihrten Determinante, die ihrer Definition nach in 
der Form geschrieben werden kann: 


Dasselbe gilt aber von dem Verhiiltniss 


(56) APO A 
Sy 8; 8, 
gp) @ g*) 9 3 @ Aa 


| 
| sods 2. Qo (A) 239, 2,9, ? 
| 2 2 pr) £7 QP, (A) Bs 2 p,*) 2,” YP, (A) 


1 


V 9 Vo: (a) Vom Vom 


rational von den 4 Stellen 2, 8; 2,, 8); 23, 8,3 2,, 8, abhingt. Es ver- 
schwindet ferner A (/g'*'*), /q) von der 1. Ordnung fiir die beiden 
Nullpunkte von 0,((u)) und die 3 Punkte 2,, s,; 2,, 53; 2,, S,, dagegen 
A(y p?'*), Vp) fir die beiden Nullpunkte von ©, ((w)) und die 








—_— 


a - oe “gh ee. ae. ll 
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3 Punkte 2,, 5,3 2, 83; 2,,8,. Diese Bemerkungen reichen nach be- 
kannten Siitzen*) aus, um die obige Proportion zu beweisen. 

Der 2. Schritt besteht in der Bestimmung der Constanten ¢,?, c,2, 
c,*. Man schliesst**) zuerst aus der vollkommenen Symmetrie der Argu- 
mente der Thetafunctionen einerseits und der Determinanten A anderer- 
seits in Bezug auf die 4 Punkte 2,5; 2, 5: %3, S,3 24, $4, dass die 
Constanten nicht bloss von z, s, sondern auch von den 3 anderen 
Punkten 2,, 8; 43, 833 2,,8, unabhiingig sein miissen. Alsdann aber 
gewinnt man ihre Werthe, indem man in der obigen Proportion fiir 
&, 23, 2, die 3 Verzweigungspunkte a), a@,, a, einsetzt und das Re- 
sultat mit den Formeln § 6, I vergleicht. 

Der 3. Schritt besteht darin, dass man mit Ausziehung der Quadrat- 
wurzeln und Anwendung eines Proportionalitiitsfactors p setzt: 


0,((u)) = pu Ao, /p®), 
0,((u)) = pA Vp™™, 7p), 


und hiernach die iibrigen 13 Thetafunctionen aus den Thetarelationen 
bestimmt. 

Bei der Durchfiihrung dieses Verfahrens, die hier unterlassen 
werden mag, erweist es sich als zweckmiissig die Thetafunctionen zu 
ersetzen durch die t- und o-Functionen, jenachdem die 1. oder 2. Form 
der oben bezeichneten Argumente (wu) vorliegt. Es mag gentigen hier 
die schliesslichen Resultate anzugeben. Dabei soll der Deutlichkeit 
wegen die in § 10 und § 11 durch die Formeln (54) und (55) aus- 
gedriickte Abhingigkeit, welche zwischen den Vorzeichen der Quadrat- 
wurzeln in den algebraischen Ausdriicken A einerseits und den Vor- 
zeichen der Quadratwurzeln s; in den Argumenten der Thetafunctionen 
andererseits besteht, durch explicite beigesetzte Factoren ¢ von der 
Bedeutung + 1 bezeichnet werden. Zugleich sollen die in § 1 und 
§ 6 angegebenen Parameterdarstellungen recapitulirt werden. 

Man hat, wnter p einen (fiir die 4 Formelsysteme verschiedenen) 
Proportionalititsfactor und unter Ay, A, Ao, 43, 44, 4, die Zahlen 0, 1, 
2, 3, 4, 5 im irgend welcher Reihenfolge verstanden, die folgenden 4 
Systeme von Parameterdarstellungen: ***) 


*) Vgl. C. Neumann, Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der Abel’schen 
Integrale, 2. Aufl., S. 369. 
**) Vgl. Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblittrigen Fliche 
(a. a. O.), 8. 45. 
***) Die hierbei auftretenden Determinantenausdriicke haben ihren Ursprung 
in dem Abel’schen Additionstheorem, Sie finden sich in Form von ausgerechneten 
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I. Mit: 
far o Saas ° 
Uy =| dw, +f dw, U, =| dw, +f dw, 
Gy dy a ds 
(1) mie a oder aa . 
u, =f dw,+ a, f dw, TH =f aw, - af dw, 
a @2 aq YG 
ist : 
(2) T (Uy, My) =O, 
(3) T2,,(Uy> Up) = Me Van, — % Var, — 2%, 


Determinanten schon bei Abel in dem Mémoire sur une propriété générale d'une 
classe trés-étendue de fonctions transcendantes (1826), Oeuvres compl. publ. par 
Sylow et Lie, I, p. 208—210, wo das Additionstheorem der hyperelliptischen In- 
tegrale 1, Ordnung als Beispiel behandelt ist, Das System linearer Gleichungen 
ferner, durch dessen Auflisung jene Determinantenausdriicke im Falle der hyper- 
elliptischen Integrale beliebiger Ordnung entstehep, sind von Abel in den Remar- 
ques sur quelques propriétés générales d’une certaine sorte de fonctions transcen- 
dantes (1828), Oeuvres compl. I, p. 455 aufgestellt worden. In wnausgerechneter 
Form giebt Cayley, On the Addition of the double Thetafunctions (1879), Crelle’s 
Journal Bd. 88, 8. 74, solche Determinanten zur algebraischen Lisung des 
Additionstheorems der hyperelliptischen Integrale 1. Ordnung. 

Fir die Parameterdarstellung der Thetafunctionen hat in umfassender Weise 
zuerst Prym jene Determinantenansdriicke verwerthet in den beiden Abhand- 
lungen: Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen (1864) und: Zur Theorie 
der Functionen in einer zweibliittrigen Fiiiche (1866) a. den oben in der Ein- 
leitung a. O. O. Auch bei Thomae finden sich ihnliche Verwendungen, zuerst 
in der kleinen Schrift: Theorie der ultraelliptischen Functionen und Integrale 
1. und 2. Gattung, Halle 1865. 

Die hier gegebenen Parameterdarstellungen stimmeu im Wesentlichen mit 
den von Prym a. d. a. O. O. anf anderem Wege abgeleiteten iiberein, unter- 
scheiden sich jedoch, abgesehen von der infiihrung der ¢ und t-Functionen, in 
ihren Gruppirungsverhiltnissen von den Prym’schen Parameterdarstellungen, weil 
fiir die letzteren der eine der 6 Verzweigungspunkte a), a, dg, dg, 4, @, durch 
die Benennung o ausgezeichnet ist. Die 15 ,,charakteristischen Functionen 
f(2)** (in d. a Abh. von 1864, S. 100; in d. a. Abh. von 1866, S. 36. 37. 43) 
enthalten im Falle p = 2 stets einen oder zwei von den Factoren des Productes 


s = Va, — zVa, — zVa, — zVa, — 2 Va, — 2, sodass die Spaltung von s in V f(z) 


und Wi stets eine Spaltung zu 1 und 4 oder 2 und 3 Factoren ist. Diese beiden 
(2) 


Spaltungen kinnen nun bei Hinzufiigung des 6. Factors V a, — z 2us ihren Gegen- 
satz verlieren, indem sie beide in die Spaltung zu 2 und 4 Factoren iibergehen, 
oder auch behalten, indem sie etwa in die Spaltungen zu 1 und 5 und beziiglich 
zu 3 und 3 iibergehen. Auf diese Weise erkliirt sich die Verschiedenheit der 
Gruppirungsverhiltnisse in den beiden in Rede stehenden Parameterdarstellungen. 








we 


fii 
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wo &= &, ist fiir die 6 wngeraden Functionen t,2,(u,, u,) und «= 1 
fiir die 9 dbrigen. 
Il. Mit: 
u, =f dw,, 
2Q5 —— &g 82 
(1) 
U, = | dw, 
2 —& 8 
ist: 
(2) Gj, (Uy, Up) = M(e, —2,)Vaa, = - 4, 1 Va, - — fy, 
4 & V pees & Vo “0 
(3) 1,2, 2,(% Uy) cal ‘ihinine 
Ay as V 9;! 04 Ay) V 9% 14a) 
Ill. Mit: 
21, & % » 82S 255 8s 35 
Uy = few + +J mn % dw, 
25881 » 82 $9 % & 
U, =]fdw,+ fdw, +fav, 
Q @y a 
(1) oder 
215% 3) 22 8p Sq 3» &3 83 
bed = fw + fam + fae 
Zr, Oy & > &y 82 23» 83 83 
afew, + Jaw, +, dw, 
ist: 
1 1 1 
(2) T (Uy, Uy) = QD} % & &3 |» 
s* 8, 8," 
& V pee brs) & V Pa'to4n4e4s) & V py iten4s4s) 
(3) ta, (Uy, Me) = ME, VHD Vo%» Vo,%*» 
PH VeRO 790% 
Mathematische Annalen. XXV. 28 
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wo «= 1 fiir die 6 ungeraden Functionen 1%, 1,(u,, U,) und & = &, &5& 
fiir die 9 iibrigen. 


IV. Mit: 
Sr» 1% 33> @s 33 
u, =fdw,+ fav, 
ya — & 8 = —#8, 8 
(1) 
yi 5 235 8 3 
Us | dw, +f dw, 
Say —828_ 24» — Og 8 
ist: 
in Adaya Lad . 
a V ep, rteettsd &) V 9! Ads dA) & V pg dtetdsd é V py tireedds) | 
| > 3 is 
9 V 9, V 9 V 9,” V 9,” 
(2) 67,(U,, Uy) = poss : ; a 
| AV 9 22V 9,» £3 V p,*) 2,V py | 
| 
| 2°79, 2,°V yp.) £3V 3 & Vo | 


in, Welds dads Y POR Bs LAas) | 
aEVo  &, Vp ™ & V py“) €4 V 9, od 


i ESS j Aaa Tsay, | 
BE VP 2,8. V py) 2,8, V py) 2,8, V py | 


(3) 1, 2, 25 (Uy » Ma) —= x 


As Ag As | V gp, AAA) V 9," Ajay) V sitar) 


| Vp Frida) | 


A, a 2f i, Ady AAA) | 
a V po DB V Ptr*) 2,V pe ) £,V pyr | 


In allen diesen 4 Formelsystemen denke man sich die vorkommenden 
Irrationalitéten als Producte aus den 24 einfachen Irrationalititen 


(4) Vo — Va, — 4%» i= 1, 2, 3, 4, 
sodass 

(5) 3 = VEM VERO V 9 VO V EMV 9, 
(6) V p>) = Vj Vo : 


Dies festgesetzt, kann man beziiglich der Vorzeichenbestimmung in 
den aufgestellten Formeln einen doppelten Standpunkt einnehmen. 
Wenn man erstens von dem Functionsverhiiltniss zwischen wu, , w, 
und den ¢;, ¢; s; abstrahirt und nur fragt, wie die Vorzeichen in den 
algebraischen Ausdriicken (2) und (3) bestimmt werden miissen, damit 
alle 6- und t-Relationen nach Substitution dieser Ausdriicke fiir die 
G(u,;,%,) und t(u,, u,) als algebraische Identititen bestehen, so lautet 
die Antwort: Man darf die 24 einfachen Irrationalititen /g;* , jede 
unabhingig von der anderen in ihrem Vorzeichen beliebig annehmen 
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und ausserdem unabhiingig hiervon jede der 4 Zahlen «,, &, &, & 
beliebig gleich + 1 oder gleich — 1 setzen. 

Wenn man zweitens die Verhiiltnisse der rechten Seiten der Formeln 
(2) und (3) und die Verhiiltnisse der linken in ihrer gemeinsamen func- 
tionalen Abhiingigkeit von den Stellen 2;, ¢;s; des hyperelliptischen 
Gebildes auffasst, so muss man beachten, dass im Hingelnen die Ver 
hiltnisse der rechten Seiten ihrer algebraischen Form nach zweideutige 
Functionen dieser Stellen sind (vgl. § 12, 56), die der linken Seiten aber 
wegen der Willkiir der Integrationswege, auf denen die Argumente w,, u, 
berechnet werden, zweideutig von den Stellen ¢;, ¢; s; abhiingen. Und 
zwar ist im Ganzen betrachtet das System der Verhiltnisse der 16 
Thetafunctionen (6- oder t-Functionen) bei gegebenen Stellen 2;, & 5; 
bekanntlich 16-deutig. Seine 16 Werthsysteme gehen hervor, wenn die 
Integralsummen «,, #. einmal auf bestimmt gewiihlten Integrationswegen 
berechnet und dann der Reihe nach um je eines der 15 Integralpaare 


ay ay 
: > 
2 J dw,, 2 J dw. 
1? 2 
a a 


geiindert werden. Die entsprechende Vieldeutigkeit besitzt das System 
der Verhiltnisse der 16 algebraischen Ausdriicke bei gegebenen 2,, s; 
und gegebenen ¢; vermége der alsdann durch die Bedingung (5) noch 
offen gelassenen Willkiir in den Werthen der 24 einfachen Quadrat- 
wurzeln (4). 

Kine Vertauschung zweier Stellen ¢;, ¢;s; in den Formelsystemen 
Il—IV andert an den Argumenten w,, u, nichts, weil sie symmetrische 
Functionen jener Stellen sind (vgl. § 1, 2), und lisst die Verhiltnisse 
der beziiglichen 16 Determinanten unberiihrt, weil diese letzteren 
gleichzeitig das Vorzeichen wechseln. 

Aendert man gleichzeitig die 4 Vorzeichen ¢,, €,, €,, €, oder, was 
dasselbe bedeuten soll, verlegt man die Integrationswege siimmtlicher 
die Argumente w,, «, constituirender Integrale ihrer Gestalt nach un- 
veriindert aus dem einen Blatte der Riemann’schen Fliche z,s in das 
andere, so gehen die Argumente u,, uw. in — u,, — UW, tiber, und 
wechseln die 6 ungeraden Thetafunctionen ihr Vorzeichen. Zugleich 
gehen die 6 den ungeraden Thetafunctionen proportionalen algebraischen 
Ausdriicke oder die 10 iibrigen in ihren entgegengesetzten Werth iiber, 
was beides gleichbedeutend ist, da es nur auf die Verhiiltnisse dieser 
Ausdriicke ankommt. 

Die Formelsysteme 1\—IV umfassen als specielle Fille die 32 Para- 
meterdarstellungen, welche zur Lisung der 16 Jacobi'schen und der 
16 Riemann’schen Umkehrprobleme des § 7 erforderlich sind; man 
hat, um sie zu gewinnen, I und II unverindert beizubehalten und in 
28* 
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Ill fiir ¢,, 2,, in IV fiir 2,, 2, der Reihe nach die 15 Paare zweier 
verschiedener Verzweigungspunkte zu substituiren. 

In ihrer allgemeinen Form bringen die 4 Parameterdarstellungen 
1—IV durch den Aufbau ihrer algebraischen Elemente den Gegensatz 
der doppelten Gruppirung der 16 Thetafunctionen zur Anschauung, 
welcher bereits durch die Untersuchungen des § 8 und § 9 an der 
transcendenten Form des Abel’schen Additionstheorems begriindet war 
und in den algebraischen Charakteristiken der Thetafunctionen seinen 
Ausdruck findet. 


Breslau, im October 1884. 
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Ueber das Verhalten gewisser Potenzreihen auf dem 
Convergenzkreise. 


Von 


ALFRED PRINGSHEM™ in Miinchen. 


Wihrend eine Potenzreihe im Innern ihres Convergenzkreises stets 
unbedingt convergirt, so kann bekanatlich fiir die Punkte der Peripherie 
selbst sowohl bedingte als unbedingte Convergenz, wie auch Divergenz 
eintreten. Sieht man nun von dem Falle durchgiingiger Divergenz ab, 
so scheinen mir alle bisher ausdriicklich untersuchten Potenzreihen, 
insbesondere auch die Entwicklungen aller bekannteren I unctionen, 
nur die folgenden zwei Varietiiten des Verhaltens darzubieten: entweder 
die Reihe convergirt fiir alle Punkte der Peripherie, und alsdann auch 
unbedingt (z. B. (1 -+ 2)™ fir m> 0, die hypergeometrische Reihe 
F(a, b, ¢, 2) fir ¢ > a+b ete.), oder sie convergirt dort im allge- 
meinen bedingi, dann aber stets mit Ausschluss mindestens einer Stelle, 
fiir welche sie divergirt (z. B, (1+ 2)" fir —1<m<0, lg(1+ 2) ete). 
Diese Beobachtung legte mir die Vermuthung nahe, dass eine Potenz- 
reihe, welche fiir alle Punkte auf ihrem Convergenzkreise ausnahmslos 
convergirt, dort auch wnbedingt convergiren miisste. Nachdem ich mich 
indessen lange vergeblich bemiiht, einen Beweis fiir diese Annahme 
aufzufinden, ist es mir schliesslich wenigstens gelungen, mich von 
deren Unzuiissigkeit endgiiltig zu tiberzeugen: ich habe namlich solche 
Potenzreihen construirt, von denen sich mit aller Strenge nachweisen 
lisst, dass sie fiir die gesammte Peripherie ihres Convergenzkreises und 
dennoch nur bedingt convergiren. Da meines Wissens solche Reihen 
bisher noch nicht bekannt waren, so sei es mir gestattet, einen allge- 
meineren Typus dieser Gattung im folgenden zu entwickeln. 





Es sei o(m) eine positive Function der positiven ganzen Zahl n 
von folgender Beschaffenheit: sie soll von einer bestimmten Stelle 
n =a ab mit wachsendem » bestiindig abnehmen und zwar einerseits 


stirker als =) andererseits héchstens so stark wie ein Ausdruck der 





420 A. Prinesuem, 


Form (n lg, n.lg,n...lg,n)~! — wo r eine beliebig gross zu denkende, 
aber endliche positive ganze Zahl, lg,» den x-fach iterirten Logarith- 
mus von » bezeichnet. 

Man hat also fiir n> a 


(1) Aa = ; . d.h. pop( pn) < p(n) 
und fiir » = 7% 

(2) p(n) < . doh. limng(n) = 0, 
wihrend auf der anderen Seite — wiederum fiir n >a — 
(3) g (n) > : 


nlgnlggn...lg,n 


sein soll, eine Bedingung, welche offenbar die Divergenz der Reihe 


a 


> (9 nach sich zieht. 


(NB. Man geniigt offenbar den siimmtlichen hier statuirten Be- 
dingungen in nie allgemeiner Weise, wenn man setzt 


1 a. Qe 
a. (lg, n)" (lg.n)*... (lg, ny" F(n), 
y(n) 
wo die « beliebige positive oder negative Zahlen einschliesslich der Null 
bedeuten, welche nur folgenden Beschriinkungen unterworfen sind: 


1) der erste nicht verschwindende Exponent « muss positiv sein, 2) ist 
bis zu einer gewissen Stelle * hin «, = a, = 


+++== a, = 1, so muss 
G41 < 1 sein; — wiihrend #(m) eine mit wachsendem » zunehmende 
Function bedeutet, die fiir  — oo schwiicher unendlich wird, als jede 
noch so niedrige, angebbare Potenz eines beliebig oft iterirten Loga- 


rithmus*). — 


Sei dann ferner 6 eine positive ganze Zahl > 1, so soll gesetat 
werden : 


» =0 wenn ab?* <v< al’, 


A 
u (—1 +» (vv) wo 
, )” pv) pene 4 ABH y < abt, 
sodass also 


> Uy -»> (— 1)” p(v) 


= g(a) +9(a+1) +---+(ab—1) 
—{p(ab) +9(ab+1) +---+(ab?—1)} 
+ {p(ab*) +9 (ab?+1)+---+9(ab>—1)} 


* 


4 


Cf. Crelle, Bd. 76, S. 88. Math. Annalen, Bd, XXII, 8. 496. 
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-> (— by Foca wo p,=a(b—1)b’— 1 


-> (—1)’ ¥(pr) wo (py) -3 p(ab’+u). 


Es soll nun gezeigt werden, dass: 


1. diese Reihe > convergirt — und zwar offenbar nur be- 
dingt, da die Reihe > | =>) 9() der Voraussetzung 


gemiiss divergent ist; 
2. die Reihe > (ty — Uy41) unbedingt convergirt. 


Die Richtigkeit der ersten Behauptung ergiebt sich daraus, dass 
die mit alternirenden Zeichen behafteten Gliedergruppen 7 p,) bestiin- 
dig abnehmen und schliesslich gegen Null convergiren. 

Man hat niimlich 

Pytit 
(Pri) = >! pal) wo pyr =ab—1)eH—1 
.U 


oder, wenn man zur Abkiirzung 
ab’ =n 


setzt : 
(6—1) dn—1 


¥ (Pris) = > p (bn+u), 


wihrend zugleich 
(6—1)n—1 


(Ds) =>! p(n+u) 


wird. Nun ist aber 


»(Pr4i) = p(bn) +9(bn+1) ++--+ p(b.n+1—1) 
+ p(d.n$1)+o(b.n $141) +++ p(b.n+2—1) 
+ (bd. oar sesh tee ne oe. — 
+ a 
+90. bn— 1)-+90. bn— —H+1) +4 aoe ane 
< b{p(bn)+ p(b-n+1)+9(b.n+2)+---+9(b-bn—1} 


oder mit Beriicksichtigung von (1) 


W( pri) < p(n) + p(m+1) +--+ + p(bn—1) 
d. h. schliesslich: 


Y (Pops) << ¥( Pr). 
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Die Gréssen y(p,) nehmen also mit wachsendem v bestindig ab. 
Da aber ausserdem 
(Do) = p(n) + p(n) +--+ + g(bn—1) < bn. y(n), 
so folgt mit Beriicksichtigung von (2 
lim w( py) = 0. 


Hierdurch ist aber in der That die Convergenz der Reihe os 
bewiesen. *) 
Ferner ergiebt sich: 

Cy oy en 
> | ty — Uy41| -»> {p(v)—(v+1)}+ >? {p(abe— 1)+ (abe)} 
a a 1 

wobei durch den Index an dem ersten Summenzeichen der rechten 
Seite ausgedriickt werden soll, dass in der betreffenden Reihe gewisse 
Glieder fehlen, nimlich die Differenzen derjenigen Glieder, welche in 
der Reihe >” ‘, = > (—- 1)‘*@(v) einem “Zeichenwechsel unmittelbar 
vorangehen und unmittelbar folgen, d. h, die Glieder von der Form 

{p (abe —1) — p(abe} 

(an deren Stelle eben soleche von der Form 


{p(abe —1) + p(abe)} 


treten.) 


Fiigt man diese Glieder der ersten Summe noch hinzu, so kann 
man schreibeu 


> |e tot] -> or) — o(e+ np +2 Foca 


a 


=g(a)+2 De S} (a be) 
1 
und hieraus ergiebt sich, wenu man noch beachtet, dass die Reihe 


DP vale) < Z De GY 
1 1 


also convergent ist, die Convergenz der Reihe > | Uy — Uy+41|. 


*) Nimmt man an Stelle der mit p(n) bezeichneten Grissen der Glieder der 
harmonischen Reihe, setzt also p(n) --, so nehmen die (p,) zwar auch be- 


stindig ab, ihr Grenzwerth ist aber dann nicht = 0, sondern = lg 2, sodass die 
entsprechende Reihe nicht convergirt, sondern oscillirt. Aus diesem Grunde 


musste eben 9(n) <— gewihlt werden. Man vergl. iibrigens hieriiber: Math. 
Ann. Bd. XXI, 8. 370, 371. 








di 


d 


ee thin 








Potenzreihen auf dem Convergenzkreise. 423 


Aus dieser Beschaffenheit der Reihenglieder u, folgt aber — mit 
Benutzung eines bekannten Abel-Dirichlet’schen Convergenzsatzes*) — 
dass von den beiden Reihen 


> Uy sin vt, > Uy COS VA, 


die erstere fiir alle Werthe von @, die letztere fiir alle Werthe von 
% mit eventuellem Ausschluss von # = 0 bezw. # = 2xz convergent 
ist. Da aber fiir diese besonderen Werthe die Cosinusreihe tibergeht 


*) Es ist hiermit der Satz gemeint, dass aus der unbedingten Convergenz 
der Reihe 


ao 
’ 
¥ (Uy — U4 1) 
. 2 0 
die Convergenz der Reihe 
a 
> u, v% 
0 
@ 
folgt, wenn lim w,=0 und vv, nicht unendlich (gleichgiiltig ob convergent 


oder unbestimmt) ist. 


Ich will bei dieser Gelegenheit bemerken, dass die an anderer Stelle (Math. 
Ann. Bd, XXI, S. 333 und 375) fiir diesen Satz von mir gewihlte Bezeichnung 
eines Dirichlet’schen Convergenz-Criteriums nicht ganz correct ist. In Wahr- 
heit ist niimlich jenes Convergenz-Criterium nichts anderes als eine der miglichen 
Deutungen der von Abel herriihrenden, neuerdings gewdhnlich mit dem Namen 
der partiellen Summation bezeichneten Transformation: 


n 


n—1 
> Uv, = >> (4, — %4,)°V, +, y. 
0 


0 
wo 


Vi =%M+Yy+---+%, 
(Crelle, Bd. 1, 8. 314. Lehrs. Ill), Abel gebraucht indessen diese Relation nur 
zu Stetigkeits-Beweisen (a. a. O. Lehrs. IV und V), wiahrend Dirichlet die- 
selbe — wie ich glaube wohl ala der erste — auch zu Convergenz-Beweisen be- 
niitzt hat, (cf. Vorlesungen iiber Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, 
3. Aufl. 8. 255), ohne jedoch den Inhalt jener Gleichung hierbei ausdriicklich als 
allgemeinen Convergenzsatz zu formuliren, Diese Formulirung, die man im An- 
hange der erwihnten Dirichlet’schen Vorlesung (S. 376) findet, riihrt vielmehr 
von deren Herausgeber Herrn Dedekind her. Uebrigens steht sie aber mit einer 
unerheblichen Modification — und zwar gleichfalls als eine unmittelbare Folgerung 
aus dem angefiihrten Abel’schen Lemma — auch schon in Catalan’s Traité élémen- 
taire des Séries, p. 32, Théoréme XVII (dieses Buch erschien 1860, d. h. ein Jahr 
vor der ersten Auflage der Dirichlet’schen Vorlesungen), — Immerhin wird man 
nach dem gesagten das obige Convergenz Criterium am passendsten als ein Abel- 
Dirichlet’sches bezeichnen kénnen, Ich erwihne dies ausdriicklich, weil, wie 


ich hére, von anderer Seite Priorititsanspriiche beziiglich dieses Satzes erhoben 
worden sind. 
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in die Reihe > u,, deren bedingte Convergenz oben bewiesen wurde, 
so ist sie also ebenfalls durchweg convergent. 
Bildet man nun die Potenzreihe 


fe) = Sue = Dd (— 0)" 9) -#, 


welche einen Convergenzkreis mit dem Radius 1 besitzt, so geht die- 
selbe fiir die Peripherie dieses Kreises iiber in 


f(e**) -> u,(cos vy + i sin v) 


und diese Reihe convergirt, wie oben bewiesen, ausnahmslos fiir alle 
. Punkte der Kreisperipherie, jedoch nur bedingt. 

Damit ist also die Existenz von Reihen der bezeichneten Art 
erwiesen und die Frage, ob eine Potenzreihe, die fiir alle Punkte auf 
ihrem Convergenzkreise convergirt, dort auch unbedingt convergiren 
miisse, im verneinenden Sinne entschieden. 

Um ein einfaches Beispiel des oben niiher definirten Typus von 
Potenzreihen hier anzufiihren, mége gesetzt werden 


ao 2 
— nlgn 
a=l, b=—2, 


und etwa speciell g(1) = 1 
sodass also 


" . { A, = 0 wenn 22% <v < 22*+1, 
f(2) a (— 1) (vr) - 2” wo 
1 


Ay om ] Bs Y2x+1 < Vv < Qex+2 | 
d. h. 
f(2)=2 
Z2 2 
— ~ a 
} 3793 + 31g 3 4 
z 2 2 i 
+ hig + 51g5 7 6196 + TIg7} 
eine Reihe, welche fiir |z| = 1 durchweg bedingt convergirt. — 


An den gelieferten Existenzbeweis von Potenzreihen der in Rede 
stehenden Kategorie kniipfen sich naturgemiiss noch die folgenden 
Erwigungen. 

Die Mac Laurin’sche Reihenentwicklung fiir eine in der Um- 
gebung des Nullpunktes analytische Function f(z) convergirt noch fiir 
alle Punkte auf dem Convergenzkreise, wenn f(¢) auch dort noch 
iiberall endlich und stetig *) ist. Andererseits hiingt Anzahl und Charakter 


*) Vorausgesetzt, dass an Stellen mit unendlich vielen Maximis und Minimis 


eh . A, ft 1 i 1\'+e 
das Stetigkeitsmass nicht unter dasjenige von « lg, = Igy ae Igr—1 ~ (ig, -) 
fiir « = 0 herabsinkt. 
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der Singularitiiten , welche f(z) auf dem Convergenzkreise etwa besitzt, 
mit gewissen Coetficienten-Eigenschaften und dem besonderen, daraus 
resultirenden Convergenz-Charakter der darstellenden Potenzreihe 
wesentlich zusammen (wie ich in einem demnichst zu verdffentlichen- 
den Aufsatze noch des weiteren auseinanderzusetzen gedenke), und es 
ergiebt sich in Folge dessen ganz naturgemiiss die Frage: 

»Lassen sich durch irgendwelche charakteristische Eigen- 
schaften, insbesondere durch Beschaffenheit und Anzahl der 
auf einem Kreise um den Nullpunkt gelegenen Singularititen 
solche innerhalb dieses Kreises analytische Functionen defi- 
niren, deren Entwicklung zwar auf der gesammten Peripherie, 
jedoch dort nur bedingt convergirt?“ 

wihrend hierdurch zugleich die Aufsuchung derjenigen Bedingungen, 
unter welchen die Potenzentwicklung einer Function auf dem Con- 
vergenzkreise noch wnbedingt convergirt,- eine erhdhte Bedeutung ge- 
winnt, um so mehr als ja alle bekannten, auf der Peripherie des 
Convergenzkreises noch endlichen und stetigen Functionen diese Be- 
dingungen co ipso zu erfillen scheinen.*) Thatsiichlich kennt man 
nun aber, soviel ich weiss, fiir diese unbedingte Convergenz nur eine 
einzige und zwar ausserordentlich enge Form einer hinreichenden Be- 
dingung, welche Herr Lipschitz mit Benutzung der bekannten, fiir 
die Untersuchung trigonometrischer Reihen von Riemann eingefiihrten 
Methode der zweimaligen Integration abgeleitet hat.**) Diese Bedingung, 
welche a. a. Orte fiir die Form einer trigonometrischen Reihe ange- 
geben ist, lautet mutatis mutandis fiir den Convergenzkreis einer Potenz- 
reihe folgendermassen : 
Es muss (2) ‘und /’(z) fiir alle Punkte des Convergenz- 
kreises eindeutig bestimmt, endlich und stetig, ebenso /” (2) 
eindeutig bestimmt und endlich (aber nicht nothwendig 
stetig) sein.***) 
Auf Grund dieser Voraussetzungen lisst sich dann aber zeigen, dass 
die Reihe fiir f(z) fiir die Punkte des Convergenzkreises nicht nur 
iiberhaupt wnbedingt convergirt, sondern dass sie dort stdrker con- 


*) Man vergleiche das in der Einleitung hieriiber gesagte. 
**) Lipschitz, héhere Analysis Bd. I, 8. 491 ff. 
***) Setzt man fiir die Punkte des Convergenzkreises 2 = @ - e?* und 
f(2) = 9(#) 
so erfordert die von Herrn Lipschitz angegebene Form jener Bedingung ausser 
der Endlichkeit und Stetigkeit von q(#) = /f(#) zuniichst die Endlichkeit und 
Stetigkeit von ’(#) und die Endlichkeit von g”(@). Da aber 
gp (%) =t-2-f' ©), 
gp” (#) = —2-f"(@)—2-f), 
so darf man hierbei g’(#), mp” (@) ohne weiteres durch /’(z), f’ (2) ersetzen. 
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vergirt als eine Reihe der Form >’ 5 (wo ¢ eine endliche Constante 


bedeutet), und gerade hieraus ist ohne weiteres ersichtlich, dass die 
obige Bedingung viel enger gefasst sein muss, als im Wesen der Sache 
begriindet ist, sofern ja alle Reihen, die nur so convergiren wie z. B. 


= sae (0 < €< 1), hierbei ein fiir allemal ausgeschlossen erscheinen. 


So findet man denn auch schon unter deu emfachsten und bekanntesten 
Functionen f(z) soleche, bei denen nicht einmal die erste Ableitung 
f (2) auf dem Convergenzkreise durchweg endlich und stetig ist, und 
deren Entwicklung nichtsdestoweniger auf dem Convergenzkreise noch 
unbedingt convergirt, z. B. aresin z, (1-+-2)™ fiir 0 << m <1. Hieraus 
lisst sich aber schliessen, dass schon die Endlichkeit der ersten Ab- 
leitung keine wesentliche Bedingung fiir jene unbedingte Convergenz 
bilden kann, viel weniger also diejenige der zweiten. In der That ist 
es mir auch gelungen eine erheblich allgemeinere Form solcher Be- 
dingungen aufzufinden, welche ich indessen, da sie mit einer ander- 
weitigen Untersuchung in unmittelbarem Zusammenhange stehen, erst 
bei spiiterer Gelegenheit zu veréffentlichen gedenke. — 


Miinchen, Juli 1884. ~ 
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Sur la méthode de Gauss pour le calcul approché des intégrales. 
Par 


A. Marxorr a St. Petersbourg. 
Question 1. 
Trouver un polyndme entier F(a) de degré 2” — 1 satisfaisant 
aux conditions suivantes 
F(a) = f(4), F(a.) = f(a), +++) Fan) = F(Gn), 
F’(a;) = f'(a,), F’ (ay) ome f (a2), sey F’ (an) = f' (an), 
ou f(a”) est une fonction donnée et 
a) Qo, roo an 
sont des nombres donnés. 
Solution. 
Le polynome cherché F(x) est égal a 
2 


> fa day} "@2—G, tome + a—a, + taoa tots a_t 
+ SO) Fay} ea,” 


= (4 — a,) (4 — a,)... (@ — ay). 
Outre cela la différence 








ou 


f(«) — F(@) 


(p(x)? fits dees °. frm - Odt,*), 
ou 


u == at, + a, (t,—t)) + ay (ts — be) Hb Gut (tn — tn—1) + Gn — tn) 
et 


est égale a 


© = (ty — ty) (ty — te) - - « (te — fea) (1 — th). 








*) M. Ch. Hermite. Sur la formule d’interpolation de Lagrange. Crelle’s 
Journal Band 84. 
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Question 2. 
Présenter l’intégrale 


p 
Jf) (x) dx 
sous la forme “ 
A, f(a,) + A, f(a,) ++. + An f(an) 
+ B, f(a) + Bif' (a) +--+ + Baf' (an) 
pour toutes les fonctions entiéres f(x) de degré 2n — 1. 


Solution. 
Il suit de la solution de la question précédente que 


Pp bs 
= ; @ (x) % » *-4; o *—4,; \ 
Asm foe) | eves} {i+2 er +2 —" a 7 dz 
et 


ian an) ____ [9 (x)]* ’ 
B; = | (x) (@—a,) fea? dz. 


a 


D’ailleurs, si f(a) est une fonction queleonque, la différence 


8 
fre a(x) dx -> A; f (a;) — 4 B;f' (aj) 


est égale 4 l’intégrale 


t 


B : *. 
J{e@re() dex | ty: f dt, =f 2" (w) Oat. 


Question 3. 
Déterminer les nombres 
= ee - 
en sorte que 
Big Bey «2 «5 Be 
soient égaux a zéro. 
Solution. 
Nos conditions se réduisent 4 l’égalité suivante 
g 
fow - p(x) A(~) daz = 0, 


a 


ot A(x) est une fonction entiére arbitraire de degré n — 1. 
Cette égalité montre que notre fonction g(x) doit étre le dénomi- 
nateur d’une des fractions 
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Vie) wee) |, 
Pi(@)?  pa(x)’ 
convergentes de l’intégrale 
i 
(2) dz é 
e @e-—6 
a 


Nous arrivons de cette maniére 4 la méthode de Gauss pour les 
quadratures. 
Remarque. 


Dans le cas ordinaire tous les nombres de nos caleculs sont réels 
et @(z) > 0. 
Alors lintégrale 


A 
Jiy@) 2 @ (a) tofatefites J + Jrsceat, 


est égale a 


i Ts | (p(x)? @(x) dx a<ci<B. 
Conclusion. : 


—" (a P = 
Soit + une des fractions convergentes de l’intégrale 
\ 


B 
@(2) dz 
J o—s8 


la fonction @(z) conservant le signe + entre les limites de l’intégrale, 
ec’est & dire de =a jusqua z = B. 
Soit encore 


p(x) = (x — ay) (c — Ay) +++ (%@— Gy). 
Cela posé la différence 


fre oo(x) da al otk ai) 


est égale a 


at af er a(e)de, ac <B. 


Par conséquent 
A % (4;) 
[re o(z)de > > fla) = oe 


P(x) >, aca. 


si 
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Cas particulier : 


HESS E [Mom fe) 40 (om Be) +41 (oe OS 


2m(£) 
+ iacae wer (—1<§&<+1). 


Pareillement (en changeant un peu nos raisonnements) nous dé- 
duisons les formules suivantes 


“fleas =." * [f(—)+:2f (cos et) +2f (cos @n— 9) 
=i 





1 


rere (cos == Ph + (2f cos a7 )] 











+52 = 9 ae (-1<&<+1), 
fps — == [FC1) +27 (cos e=4) +2/ (cos soe ) 
—1 
+--.+2f (cos fa—*)s “= )| 
waft sh Ct <n, 
fies —<* [A+1) + 2f (cos =) +2f (cos =) 
; +++-+2f (cos = +h 1)] 
— a oe (—1<&<+1) 
1.2.3...2m 92n—1 . 


. 


On peut parvenir 4 ces résultats encore par une autre voie, indépen- 
damment de la formule de M. Hermite, tout de méme que nous par- 
venons aux inégalités de M. Tchébychef.*) 

Exemples numériques. Calcul des integrales: 


+1 
- jog (11 + y) dy - tm 1 2 : 
= Vi-y % ; Vi — y? log (11+) 


Il n’est pas difficile de voir, que pour 


—l<ze<+1 
on a 


*) Mathematische Annalen, Band XXIV, p. 172—180. 
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1.2.3...(m— loge . (— 1)" d™log (1+) 1.2.3... (m— 1) loge 
10” dz” 12” 
et 
pees 1 m i 1 
( in herarta! . 


dz” 


Aprés cette remarque disposons les résultats de nos calculs dans la 
table suivante. 





1) log(11+ cos *-)—1,06844959 ———_ ____ — 093593559 
log ( 11-++ cos = ) 
log (11+ cos **)—=1,01253746 1 ___ __ 098761778 
log (1 1-+ cos TT 
2,08098705 1,92355337 
» < 1,04049353, € > 0,96177668. 


La différence 
= * 3a 
2 [log (1 + cos = ) + log (11 + cos 7) —7 


est comprise entre 





log e 1 1 loge 1 1 
Ee ogy < 0,00000136 et °8*. 1. 1 > 0,00000065 
1 i 1 
log 11 = 1,04139269 Tee qi = 0596025256 
og 11 
+ log 12 = 0,53959062 oe ig = 446331420 
2 ee eee 2 log 12 bois awl Hf 
2,08098331 1,92356676 
n > 1,04049165 £ < 0,96178338 
IIT) 2log( 11+ cos-™-)—2, 14442750 2 __ = 1,86529972 
log (11 + cos =) 
© : © ‘ 2 ‘3 
2log(11 + cos 5* )—2,05803528 ——* _____ _. 1,94360128 
° log (1 + cos **) * 
1 
log — 4. adie Tog 10 a 
5,20246278 4,80890100 
n> 1,04049255, £ < 0,96178020. 


Mathematische Annalen, XXYV. 29 
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IV) log 12 


= 1,07918125 


2 log (11+ cos =") 2, 10684971 


2 log (11 + cos **) = 2,01643215 


520246311 
n < 1,04049263 


5 


Par conséquent 
yn = 1,0404926, 


exact aux derniéres décimales. 


Remarque. On sait que 


+1 


3 mi (a+ y) dy 
4 


Vi-y 
—1 


St. Petersbourg, 25. octobre 





= log 


Caleus approché des intégrales. 





1 
Pi. 12 
= 1,89856921 
log ai 1+ cos: ==) 
= 1,98370175 
log a 1 ie cos - “*) 
4,80889937 


£ > 0,96177987. 


— 0.961780, 
a+Vat—1i 
2 a 
1884. 


































Ueber die complexe Multiplication der elliptischen Functionen. 
Von 


G. Pick in Prag. 


Das vorwiegende Ziel der folgenden Untersuchung ist, einen ein- 
fachen Beweis fiir jenen Hauptsatz aus der Theorie der complexen 
Multiplication zu geben, welcher gelegentlich von Abel*), angedeutet, 
spiterhin von Herrn Kronecker**) nebst einer grossen Zahl weiterer 
Kigenschaften der Gleichungen fiir die singuliren Moduln eingehend 
erértert worden ist. Es hat jedoch bis heute an einer zusammen- 
hingenden und systematischen Behandlung des Gegenstandes gefehlt. 
Nimmt man hinzu, dass die neueren Fortschritte der Theorie der 
elliptischen Functionen zu einer Umarbeitung jener Resultate in dem 
Sinne herausfordern, dass vor dem Eingehen auf x? und hdhere 
Functiouen des Periodenquotienten zunichst die absolute Invariante 
J***) in Betracht gezogen wird, so diirfte der nachfolgende Versuch 
gerechtfertigt erscheinen. 

Es schien indess nicht blos der Vollstiindigkeit wegen passend, 
einige Angaben hinsichtlich der Aufstellung der Gleichungen der com- 
plexen Multiplication vorausgehen zu lassen. Denn obzwar, nament- 
lich durch Hrn. Hermite?}), in dieser Hinsicht alles Wiinschenswerthe 
schon bekannt geworden ist, so kounte doch hier ein kiirzeres Ver- 
fahren eingeschlagen werden, weil es heute unbedenklich erscheint, 
von den Modulargleichungen fiir J selbst den Ausgang zu nehmen. 

Hinsichtlich der Voraussetzungen, welche zum Beweise des Haupt- 
satzes gemacht wurden, sei folgendes erwihnt. Die Theorie der Com- 
position quadratischer Formen , wie sie in den Vorlesungen iiber Zahlen- 
theorie von Dirichlet-Dedekind im X. Supplement dargestellt ist, 








*) ,,Solution d’un probléme etc.‘‘ Oeuvres compl, I, 8. 426. 
**) Berliner Monatsberichte, Bdd. 1857, 1862, etc. 
***) Nach der Bezeichnung von Hrn. Klein. Vgl. Math. Ann. Bd. XIV: 
Ueber die Transformation der elliptischen Functionen etc.‘ 
+) Comptes Rendus, t, 48, 49. (1859.) 
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wurde im Sinne der Anmerkung auf Seite 388 modificirt gedacht, um 
iiberall Formen erster und zweiter Art gemeinsam behandeln zu kénnen. 

Es darf ferner hervorgehoben werden, dass von einem Gebrauche 
des Satzes, dass durch jede Classe primitiver Formen Primzahlen dar- 
gestellt werden kénnen, Umgang genommen worden ist. 

Hinsichtlich der weiteren Ausfihrung der Theorie, nameuntlich in 
Hinblick auf die Irreducibilitit und jene Zerlegung der Gleichungen 
complexer Multiplication, welche den Gesehlechtern der quadratischen 
Formen entspricht, sei es gestattet, auf die Abhandlungen von Herrn 
Weber zu verweisen, welche nach der giitigen Mittheilung des Ver- 
fassers demniichst in den ,,Acta mathematica“ erscheinen sollen. 


1. 


Wenn fiir das Argument @ der elliptischen Modulfunction J(@) 
die mit positivem imaginiiren Bestandtheil versehene Wurzel einer 
ganzzahligen quadratischen Gleichung 
(1) A+ Bo+ Ca’*®=0 
(von negativer Determinaute) gesetzt wird, so kann J(@) selbst als 
»singulirer Modul“ bezeichuet werden, analog der sonst fiir die Grosse 
x? iiblichen Sprechweise. Es empfiehlt sich indess anstatt J(@) die 
Function 

j(@) = 1728 J(@) 
einzufiihren, weil die singuliiren j(@) ganze algebraische Zahlen sind, 
wie sich in der Folge zeigen wird. 

Wir denken uns die Gleichungen von der Form (1) immer so 
geschrieben, dass A, B, C ohne gemeinsamen Theiler und dass A 
und C positiv sind. Wir werden uns dann des Ausdrucks bedienen, 
j(@) gehére zur Determinante 

—A=BF— 4AC, 
und werden bisweilen zwischen singuliren Moduln erster und zweiter 
Art unterscheiden, je nachdem die Form 
[A, B, C]) = Ao,’ + Bao, a, + Ca, 
von der ersten oder zweiten Art ist. 

Einige Eigenschaften der Modulargleichungen sind fiir das folgende 
von Interesse. Bedeuten a, b, c, d vier ganze Zahlen ohne gemein- 
samen Theiler von der Determinante 

ad—be=n>0, 
so besitzt die algebraische Gleichung ®,(j, 7’) = 0 zwischen 


J =J(@) 


und 
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se -_{(c+doa . 
f-5G + ba) 
folgende Beschaffenheit: Der Coefficient der héchsten vorkommenden 
Potenz von j’ ist gleich Eins, wihrend die Coefficienten der tibrigen 


Potenzen ganze Functionen von j mit ganzzahligen Coefficienten sind. 
Ersetzt man ferner in 


%,(j, 3°) = 0 
j und j’ durch denselben Buchstaben zx, so erhilt man eine ganz- 
zahlige Gleichung fiir z, deren héchster Coefficient gleich Eins ist; 
und zwar ohue Weiteres im Allgemeinen, im Falle aber, dass » eine 
gerade Potenz einer Primzahl p ist, nach Weghebung des allen 
Gliedern gemeinsamen Factors p. Von der Richtigkeit dieser Behaup- 
tungen iiberzeugt man sich, wenn man die Form der Reihenentwicklung 


jo)=a I tngt nytt} 


in welcher y,, 7,,... ganee Zahlen bedeuten, und die Rolle in Be- 
tracht zieht, welche dieselbe bei der wirklichen Aufstellung der Modular- 
gleichungen spielt. 

Zu jeder Classe primitiver Formen gehdrt ein bestimmter singulirer 
Werth von j(@), und umgekehrt. Es ist daraus die Berechtigung des 
Ausdrucks klar, dass j(@) mit eiuer bestimmten Classe componirt wird etc. 
In der That tritt fiir singulaére Moduln die Transformation in Beziehung 
zur Composition, wie genauer durch den folgenden Satz dargethan wird: 

Durch Transformation n” Ordnung entstehen aus dem singuldren 
Modul j(@) von der Determinante — & alle wnd nur diejenigen zu 
derselben Determinante gehirigen Moduln, welche zahlentheoretisch aus 
j(@) durch Composition mit denjenigen Formen der Determinante — & 
hervorgehen, durch welche n eigentlich durstellbar ist. 

Um diesen fiir die Folge wichtigen Satz zu beweisen, erinnern 
wir daran, dass jedenfalls alle nicht aquivalenten Werthe des trans- 
formirten Periodenquotienten gefunden werden, indem man von den 
simmtlichen mit dem urspriinglichen @ fquivalenten Werthen die 
n“? Theile nimmt. Also sind in unserem Falle alle Formen der zu 
j(@) gebérigen Classe hinsichtlich der Substitution 


Yr 
@, =. @, 
zu untersuchen. Es sei nun 
[P, @, RB) 
eine solehe Form, so geht aus ihr die folgende 


eae, 


“er a 


——rereee a 
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hervor, unter t den gréssten gemeinsamen Theiler von P, nQ, n?R 
verstandei. Soll nun die neue Form zu derselben Determinante — A 
gehéren, so ergiebt sich tr =, so dass die Form lautet: 


P 
& dv; mR] . 
Es ist aber augenscheinlich das Resultat der Composition von 


[P, @, R} und FS: Q, n| 


U) 


P 
oO ’ ?, n R] ° 


Umgekebhrt, sei» durch eine Form der Determinante — A eigentlich 
darstellbar, so existirt eine Form der Gestalt 


[P, d, Rj, 


R , . P ‘ " 
worin P durch m theilbar ist und , Q, Rn ohne gemeinsamen Di- 


ebenfalls 


visor sind, in jeder Classe der Determinante — A. Denn um [A, B, C] 
mit [/,m,n] nach Dirichlet’scher Methode zu componiren, kann 
man zuniichst eine zu [A, B,C] aquivalente Form [P,, Q,, R] so 
wiihlen, dass R gegen m relativ prim ist; dann aber wird nach Lésung 
der vertriglichen Congruenzen 

@ = Q, (mod. 2R), 

Q@ = m(mod. 2n), 

[P,, @,, RB] iiquivalent mit [P, Y, R), 


ie 
[/, m, nm] iiquivalent mit <a ™— 3 n|, 


und das Resultat der Composition wird die Form 
, 
¥ > es Kn), 
deren Wurzel aus der von [P, Q, R] auch durch Transformation 
n' Ordnung hervorgeht. 

Zur Vervollstiindigung des auf solche Weise begriindeten Satzes 
fragen wir noch, in welcher Multiplicitiit jede der so charakterisirten 
Wurzeln von 

%,.(j,7) = 0 
wuftritt. Versteht man unter @ das Argument von j, so stellen be- 
kanntlich 
y+do 





1 1 
—@ und — 
n n 


a+ Bo 
dann und nur dann verschiedene Repriisentanten dar, wenn 
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y = 0 (mod. n) 


ist. Sind also [P, @, R}] und [P’, Q’, R’] zwei fquivalente Formen 
der Determinante — A, worin P und P’ durch n theilbar, 


[PE], [Rem 


die zugehérigen transformirenden Compositionsformen, und endlich 


(‘ B 
y >) 
die Substitution, welche [P’, Q’, R’| in [P, Q, R] iiberfiihrt, so hat 


man pur die Beschaffenheit von y hinsichtlich des Moduls » zu unter- 
suchen. Es ist aber 


Q=2P'aB + Q' (ad + By) + 2R’ysd, 


oder 
Q— Q' =2P'aB + 2Q' By + 2R’yd 
—2P' ap + 27(Q'B + B’8) 
und 
P=Pe+y(Qa+R'y), 
also 


ith Mi 27(@'B +s9 (mod. 2%). 
0 =2y(Q’'a+ R’y) 
Aus der ersten dieser Congruenzen folgt, dass 
Q’ = Q(mod. 2n), 
falls y durch n theilbar ist. Umgekehrt, ist Q’ — Q ein Multiplum 
von 2n, so eliminire man aus den beiden Congruenzen einmal R’, 
das anderemal Q’, wodurch man erhiilt 


-Q’=0 
? gv (mod. n). 
y: k'=0 
Da nun Q’ und R’ mit n (als Theiler von P’) keinen Factor ge- 
mein haben kénnen, so folgt nothwendig 
y = 0 (mod. n). 
Also liefert die Composition mit zwei Formen, welche n darstellen, 
denselben oder verschiedene Reprdsentanten, jenachdem sie mit derselben 
oder mit verschiedenen Wurzeln der Congruenz 


&? ._ — A(mod. 2n) 
gebildet sind. 


2. 
Sind 
ji ’ Je» o 2.99 dng 
die simmtlichen hg zur Determinante — A gehérigen singuliren 
Moduln, so wird die Gleichung 
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F(x) = (& — j,) (© — jy) ++ + (© — fry) = 9 
die zur Determinante — A gehidrige ,,Gleichung der complexen Multi- 
plication“ genannt. Die Mittel zur Aufstellung und einige elementare 
Kigenschaften dieser Gleichungen sollen zunichst erértert werden. 
Die Wurzeln der schon friiher erwaihnten Gleichungen 


®, (x, 2) = 0 


, ~ ' . ™ . i da 
sind sammtlich singulire Moduln*). Denn soll o mit — re 


iiquivalent sein, so muss es offenbar einer ganzzahligen quadratischen 
Gleichung geniigen. Um zu entscheiden, durch welche singuliire Mo- 
duln ®,(#, x) = 0 befriedigt wird, bat man nach dem friiheren nur 
zu fragen, welches die Determinanten — A sind, durch deren Haupt- 


classen » darstellbar ist. Man erhalt demnach als nothwendige und 
hinreicheude Bedingung 


n= = e+ wv, 
bzw. 
n= st ; t,? + tu, + u,’, 


unter ¢, w, resp. ¢,, u, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler ver- 
standen, je nachdem es sich um Moduln erster Art |A = 0 (mod. 4)j 
oder solche zweiter Art [A = — 1(mod. 4)] handelt. Wir fragen 


ferner nach der Multiplicitiit der so bezeichneten Wurzeln von (x,7)=0. 
Da nun 


do, (x, x) Ee J) , 6%. = 
daz ray tt j= J =e 


oj aoa 


~ [ 0%, (, 5 
7 oy jas’ =2 : 


so sieht mau, dass « dann und nur dann eine mehrfache Wurzel von 
®, (2, x) =O ist, wenn j’ = x eine mehrfache Wurzel von 

®, (%, 7°) = 0 
ist. Hier tritt nun das am Schlusse des vorigen Paragraphen an- 


gegebene Criterium in Kraft; und zwar ergiebt eine ganz einfache 
Discussion der Gleichungen 


ey 


ad — By=1, 
Q=24 ap + 270, 


n= > B+ 0, 


*) Vgl. hiezu und wegen des folgenden augh Gierster, Math. Ann. XXI. 
» Ueber Classenzahlrelationen“, 
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resp. 
ad —py= 1, 


Q=2 44" ap + (ad + By) + 279, 
n= SF! p+ po + 8%, 





welche aussagen, dass [jt > @ n] der beziiglichen Hauptclasse 


angehért, folgendes: Die einfachen Wurzeln von ,(x, 2) =O sind 


1) Die zur Determinante — 4n gehdrigen singuliren Moduln 
(erster Art), 
2) wenn n = -— 1 (mod. 4), die zur Determinante -- n gehérigen 


Moduln (zweiter Art); hievon ist jedoch der Fall auszunehmen, 
dass n das dreifache eines vollstiindigen Quadrates ist, in welchem 
nimlich diese Moduln dreifache Wurzelu von ®, (2, 2) =0 sind. 
Hieraus ergeben sich folgeude Regeln zur Gewinnung der Glei- 
chungen der complexen Multiplication:*) 
1) Wenn A = 0, 4, 8 (mod. 16), erhilt man das Polynom F'4(«), 
indem man in bekannter Weise aus ®,4(x%, 2) das Product 
4 


der einfachen Linearfactoren abscheidet. 
2) Wenn A = — 4 (mod. 16), ergiebt eben dieses Verfahren zu- 
nichst F'4 (2) - Pa (x); hier ist dann das Polynom 444(2, 2) 


16 
zu Hilfe zu nehmen, welches durch af (a) theilbar, gegen 


F'4(x) jedoch theilerfremd ist. Hierdarch ist auch zugleich 

3) Der Fall A = — 1 (mod. 4) erledigt, wofern nicht 

4) A= —1 (mod, 4) das dreifache eines vollstindigen Quadrats 

ist. Dann aber erhilt man F4(x) als Product der in ®4(z, x) 
dreifach auftretenden Linearfactoren, wie leicht zu sehen ist, 

Aus einer friiher angegebenen Eigenschaft der Gleichungen 
®,(“,x2) = 0 folgt, dass die singuliren Moduln ganze algebraische 
Zahlen sind. 

Die Gleichungen F'4(7) = 0 lassen sich demnach so schreiben, 
dass der Coefficient der héchsten vorkommenden Poteuz von z gleich 
Kins, die tibrigen ganze rationale Zahlen sind. 

Hinsichtlich der Realitéit der singuliiren Moduln lisst sich nocli 
ein sehr einfaches Gesetz angeben. Ist niimlich j(@) reell, so liegt 
einer der zugehdrigen Werthe des Arguments @ auf der Axe der ima- 
gintiren Zahlen oder auf einer zu ihr im Abstande — + parallelen 


Geraden. Die zugehdrige Form [P, Q, R] besitzt dann offenbar die 
Eigenschaft, dass 


* 


) Wobei jedoch von den Werthen j = 1728 und v abgesehen ist, 
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Q = 0 (mod. R) 
ist. Umgekehrt giebt es in jeder ambigen Classe Formen, welche 
diese Eigenschaft besitzen. Es folgt somit: 
Die reellen singuléren Moduln gehiren zu den ambigen Classen und 
umgekehrt. 


3. 
Wir unterwerfen nun irgend eine Wurzel j, der Gleichung 


einer Transformation von dem ungeraden Primzahlgrade p, wobei p 
nicht in A enthalten und (=")=+1 sein soll. Unter den Wurzeln 
j der Gleichung 
®, (Jo» j) = 
befinden sich nach den Ausfiihrungen des ersten Paragraphen zwei 
welche zugleich der Gleichung 
Fy (j’) =0 


geniigen, niimlich diejenigen, welche aus j, durch Composition mit 


den Formen 
¢t+A 
[ 4p ’ + dv, P| 


hervorgehen, wo selbstverstindlich 
Q@? = —- A(mod. 2p). 

Wenn nun erstens eine dieser Formen (und folglich beide) der 
ambigen Classe P angehdrt, so sind jene beiden Wurzelu j’ einander 
gleich und die Gleichungen 

F4(j’) =(0, 
Pr(Jo, J) = 9 
besitzen uur eime gemeinsame Lésung j,, welche sich folglich als 
rationale Funetion von j, mit rationalen Zahlencoefficienten dar- 
stellen lisst: 
jy = P(jo)- 

Die Berechtigung diese Relation so zu bezeichnen ist klar; denn 

die beiden Gleichungen, deren gemeinsamer Linearfactor 

j — Pir) 
ist, sind ganz unabhiingig von der Wah! des Moduls j,, und nur be- 
stimmt durch Angabe von p, oder, was hier dasselbe ist, der Form P. 

Ist zweitens keine der beiden p darstellenden Formenclassen ambig, 
so sind dieselben verschieden und kénnen mit den Symbolen 


P und P- 
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bezeichnet werden. Dann ist der grésste gemeinsame Theiler von 
F4(j') und ®,(j,, 7’) ein Polynom zweiten Grades in j’ mit rationalen 
ganzzahligen Functionen von j, als Coefficienten: 

5? + A(jo) i + BG); 
setzt man dieses Polynom gleich Null, so besitzt die entstandene 
Gleichung die Wurzeln j,;, j-1, welche symbolisch durch 


jy =P * Jos 


zu bezeichnen sind, 
Es folgt nun unmittelbar, dass die Wurzeln der Gleichung 
Jj? + AGF + BG) =0 
folgende Gréssen sind: 
wh P- jy =—j,= P? . j,, 
oe ry, = joy 
und so fort. Wir kénnen also sagen, dass aus der Reihe der Gréssen 


(I) . - J—zy j-1 Jor dir dao» vans”) 
welche aus einer von ihnen, etwa j,, durch wiederholte Composition 
mit der Form P hervorgehen: 
jr = P’- jy, 
je zwei, deren Index um Zwei verschieden ist, Wurzeln einer Gleichung 
sind, deren Coefficienten rational mittelst rationalen Zahlen in der 
dazwischenliegenden Grésse darstellbar sind. Offenbar folgt ferner, 
dass durch zwei aufeinanderfolgende Glieder jener Reihe jedes andere 
rational (und mil rationalen Zahlencoefficienten) ausgedriickt werden 
kann: 
Jute = Cr(jey Jeti), 

wobei die Form der Function C, eiuzig von dem Index r abhiingig ist. 

Die quadratischen Gleichungen, welche auf solche Weise erhalten 
sind, lassen sich nun durch ein eigenthiimliches Verfahren auflésen. 
Ks sei p’ die niedrigste Potenz von p, welche durch die Hauptclasse 
darstellbar ist, so dass also P zum Exponenten 4 gehirt. Unter 
dieser Voraussetzung wiederholen sich die Gréssen der Reihe (1) immer 
nach je 4 Gliedern. Es ist also 

Jura = Je, 

und niitzlich zu bemerken, dass 4 > 2 ist, weil andernfalls die Form ° 
P ambig wire. Zu jeder Transformation p*ten Grades, durch welche 
aus j, wieder j,(= jx42) hervorgebt, gehdrt ein bestimmter Multipli- 
cator, auf dessen Berechnung es fiir die Erledigung unserer Absicht 
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ankommt. Bezeichnet man allgemein mit M den Multiplicator einer 
Transformation nten Grades ' 
a, =a, + ba,, 
a, = co, +da,, 
bei welcher 
@, @, 


el = @ 
@ @; 





ein zulissiges Werthesystem bildet, so ist 


Mo, =a,;, 

Mo, =o, 
also zuniichst 

M=a-+ ba. 


Bildet man nun mit Hiilfe der Modulargleichung 
2 (9, J) =9 


den Differeutialquotienten “ fiir die betrachteten Specialwerthe 


j=j =j(), 
so ergiebt sich mit Riicksicht auf 
’ —_ Stade 
= a+ba’ 
an welche Relation ja auch die benachbarten Werthe gebunden sind, 
dj’ __ da’ 
( dj Dy =F oe dw’ 
oder 
dj’ 1% Puig 
(M) a yas ~ * 


In dem speciellen Falle unserer Transformation von der Ordnung 
p’, stellt nun das Werthesystem j =j,, j° =jx einen Doppelpunkt 
der Curve 

%,,(9,7) = 9 
dar, weil nach den im ersten Paragraphen entwickelten Criterieu 
“& = j, eine doppelt ziihlende Wurzel jeder der beiden Gleichungen 
© 2(2, jx) =0, (je, 2) = 0 

bildet. Hier besitzt also die linke Seite der Gleichung (M) zwei Werthe, 
und entsprecheund muss auch M? fiir diesen Fall eine zweideutige Grosse 
sein. Es kommt nun alles darauf an, jene Gleichung durch geuaue 


*) Vgl. die allgemeine Formel z, B. bei Hurwitz. Math. Ann, Bd, XVIII, 
,»independente Theorie der Modulfunctionen etc.‘ Sie ist hier von Anfang her- 
geleitet worden, weil obnedies iiber eine eventuell hinzutretende 6" Wurzel der 
Einheit Zweifel entstehen kénnten. 








in 


ge 


si 


di; 
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Bestimmung beider Seiten aus einer scheinbar vierdeutigen Beziehung 
in zwei eindeutige zu verwandeln. Zu diesem Zwecke zerlegen wir 
die in Rede stehende ‘Transformation p*'* Ordnung in jene 4 Trans- 
formationen p'** Ordnung, welche 4 aufeinanderfolgenden Compositionen 
mit der Form P iiquivalent sind. Die Grosse j, geht dann durch - die 
Reihe der Zwischengréssen 

Jutiy Jute, ee Juti—1 
in jy-a = jx selbst itiber. Die im Sinne der Gleichung 

%,(j, 7) = 9 

gebildeten aaa. cise mr 


(Tater 


S=Setett 
sind eindeutig durch die jeweils betheiligten Argumente bestimmt, und 


das Product 
[I Gk. 


T=Ietett 

stellt einen der beiden Werthe der linken Seite von (M) dar. Den 
zugehdrigen Werth von M®? erhilt man wohl am kiirzesten durch das 
folgende Verfahren. Ls sei 

[MNyp', Q, P] 
eine Form der Classe P, 

[Mp', 2, N) 

eine der zu j, gehérigen Formen. In solche Gestalt lassen sich Formen 
der betreffenden Classen stets bringen, wie eine ganz elementare Ueber- 
legung zeigt. Es geht [Mp*, Q, N] in die iiquivalente Form iiber 
durch A-malige Composition mit [MNp*', Q, p], oder durch ein- 
malige Composition mit [M, N, Q, p*]. Man erhialt durch Zusammen- 
ziehung aller bei diesen Compositionen auftretenden Identititen : 


(0.— 3) [9==* 2, +v'9)] 
— a) [S-F4 0; + 29,7], 
(o,—-2)-[@+2-* 9,4 p9,] 
= (0 — 55): [SHEE by aT, 
B 


wo w”), @” die beiden Wurzeln der Form 
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[Mp*, Q, N) 
@,, @,; @,, @'; 2,, 2,3; 2, 2,’ dagegen Veriinderliche bedeuten, 
welche an die folgenden Relationen gebunden sind. Es ist erstens aus 
@,',@, vermittelst der Gréssen Q,’, 2,’ ein neues Zahlenpaar 
a,” = (QQ, + pQ,) a,’ + NQ, - w,’, 
@,” = — Mp*'2,-a@/+ Q - a, 
zu bilden, dann aus diesem ein weiteres 
a,” = (QQ, + pQ,) a," + NpQ, - a," 
a,” = — Mp**Q, - @," + 2, + 4", 
und iihnlich fortzufahren; das auf solche Weise erhaltene Zahlenpaar 
@,"+), @,4+ ist nun gleich zu setzen den Ausdriicken 
(Q2, + PQ,)-@, + NQ,- a, 
— MQ, -a,+ Q- @,. 
Es sei jetzt 
Q/=0, 2, —1, 


und fir Q,, Q, ein Zahlenpaar ¢, « genommen, welches eine Dar- 
stellung der Zahl 1 dureh die Form [MN, Q, p*] vermittelt. Dann 
gehen die Identitiiten iiber in 


we ay a ae , 
(.——%)-[% 2 t+ p'u| =P (@"— Sar) 


@ Q+ V—A a = »/ , 2 
(% _ Sr) . [ 3 t+ pe P (a— <r) , 
wihrend die zugehérigen Relationen jetzt einfach lauten 


p* 7 @,’ aad (Qt + p*t) @, + Nt @,, 


a, = — Mt-w, + « * @,. 








Da nun 
(Qt + piu) -u — Nt (— Mt)= MNt? + Qtut pw 
den Werth Eins besitzt, so stellen diese Relationen nichts anderes als 
eine Transformation p*'** Ordnung vor. Es zeigt ferner die erste der 
Identitaiten, dass fiir 


= = ao” , 
m% 

auch 
oe = g)'*) 
a 


wird. Setzt man endlich, diese Specialwerthe im Auge behaltend, 


a,=— M.- a,;, 


a,=— UN -oa, 





vo 


ra 
ge 
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in die zweite Identitaét ein, so erhalt man fiir den Multiplicator 


4 
P 


Dieser Werth ist nun in der That bis auf sein Vorzeichen un- 
veriinderlich, wenn auch fiir Q,’, Q,’ ein anderes Zahlenpaar, welches 
eine Darstellung von p durch die Form [M Np’, Q, p] bildet, fiir 
t, w ein anderes Zahlenpaar, welches eine Darstellung von 1 durch 
[MN, Q, p*| bildet, eingesetzt wird. Und ferner ist unmittelbar er- 
sichtlich, dass der gefundene Maultiplicator einzig und allein von den 
Zahlen p, @, das heisst von der Form P abhingig ist, und zwar so, 
dass er, vom Vorzeichen abgesehen, in den conjugirten Werth iiber- 
geht, wenn man das Vorzeichen von Q indert, also P in’ P-* iiber- 
gehen lisst. 

Man driicke nun in der Gleichung 


OTB anay, P(E 4 2) 


J=Jxtoi 


die Groéssen je42, Jets, +++) Jepa-1 in der friher besprochenen Weise 
durch j, und j,4; aus. Dann stellt diese Gleichung eine Bestimmungs- 
gleichung fiir 


Dutt — } * ix 
vor, welcher nicht zugleich durch 
Je-a == P-. jx 


geniigt wird, weil nach der obigen Auseinandersetzung mit dem Ueber- 
gange von Pin P-' auch die rechte Seite der Gleichung in den con- 


jugirten Werth sich verwandelt, Daher kann man mit Zuhilfe- 
nahme von 


Jari + A(ju) jeg + BYx) = 0 

je+i rational durch j, ausdriicken, wobei aber die Coefficienten mit 
der Irrationalitit /— A behaftet erscheinen. 

Wir sind nun in der Lage folgendermassen zusammenzufassen : 

Jeder symbolischen Relation 

j= P-; 
entspricht eine wirkliche 
= P(j), 

wobei P(z) eine durch die Formenclasse P vollstiéndig bestimmte*) 
rationale Function bedeutet, deren Coefficienten dem Zahlenkirper an- 
gehiren, welcher durch Vy — & bezeichnet ist. 


*) Bis auf Verinderungen mittelst der Gleichung F’,(j) = 0. 
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A 
Es seien nun j und j’ zwei beliebig ausgewihlte Wurzeln von 
F'4(x) = 0, 


und es sei A die Formenclasse, mit welcher j zu componiren ist, um 
in j’ tiberzugehen: 

jmA-j 
in symbolischer Schreibweise. Es sei ferner die der Classe A an- 
gehérige Form 


[M, Q, a] 
so ausgewahlt, dass 
a= p™ . p*™ ee 
eine ungerade gegen A theilerfremde Zah! ist. Man hat dann 
M a M /\2’ 
ie Q, p| 5 | 7 Q, P| > --=([M, Q, a), 


oder 


A= f*.f’*...,, 


wo somit P, P’, ... Formenclassen bezeichnen, durch welche be- 
ziehungsweise die Primzahlen p, p’,... darstellbar sind. Durch wieder- 
holte Anwendung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes ist 
es nun offenbar méglich, die Grésse 
ja Pt. Pe...j 
rational mit in Y— A rationalen Coefficienten durch j auszudriicken: 
j = A()). 

Zugleich wird ersichtlich, dass die Function A(z) nur von der 
Formenclasse A und nicht von j abhingig ist, weil. auch die Func- 
tionen P(z), P’(z), ..., aus welchen sie sich zusammensetzt, den 
Formenclassen P, P’, ... correspondiren, und von den jeweiligen 
Argumenten unabhiingig sind. Die verschiedenen Zerlegungen der 
Classe A, welche durch verschiedene Auswahl der darstellbarev Zahl a 
erhalten werden kénnen, fihren nothwendig zu identischen Resultaten 
hinsichtlich der rationalen Function A(z). Denn alle auf solche Weise 
sich ergebenden Fuuctionen bewirken bei den sdmmtlichen Wurzeln 


von 
'4(“) =0 


immer dieselben Wertinderungen, und sind also mit Riicksicht auf 
die Gleichung identisch. 

Das System der Functionen A, (2), A,(2), ..., welches durch die 
vorigen Betrachtungen gefunden ist, bildet eine Gruppe, welche mit 
der ,,Gruppe der Composition“ fiir die Determinante — & holoedrisch 
isomorph ist. Denn offenbar folgt aus der Relation 














Complexe Multiplication. 447 


A, -A,= A; 


zwischen drei Formenclassen, die gleichbedeutende zwischen den ent- 
sprechenden rationalen Functionen. 

Ks iibertragen sich somit alle Eigenschaftem der Gruppe der Compo- 
sition auf die Gruppe jener Functionen. Fiir die Gleichungen der 
complexen Multiplication kann man somit etwa folgenden Satz aus- 
sprechen: 


Die Gleichung 
F. 4 (x) = () 


wird durch Adjunction der Quadratwurzel aus — & zu einer Abel’ schen 
Gleichung. 


Das ist gleichbedeutend mit dem Satze, welchen Abel in der 
Form ausspricht: 


Toutes ces valeurs sont exprimables par des radicaux*).“ 


Prag, im November 1884. 


*) Wiahrend des Druckes vorliegender Untersuchung ist eine erste Abhand- 
lung von Hrn. Weber erschienen (Acta math. VI, 4), in welcher die Zerlegung 
der in Rede stehenden Gleichungen nach den Geschlechtern der Formen gelehrt 
wird; hingegen sind die Bestimmung der Gruppe jener Gleichungen und fernere 
algebraisch -zahlentheoretische Siitze fiir ee zweite Abhandlung in Aussicht ge- 
stellt. Durch briefliche Mittheilung von Hrn. Weber war ich in der angenehmen 
Lage die im Texte verwendeten Bezeichnungen mit den seinigen insofern in Ueber- 
einstimmung zu bringen, als j(m) an beiden Orten dieselbe Bedeutung besitzt. 

Es sei noch erlaubt, auf eine inzwischen erschienene Note in den Berichten 
der siichsischen Gesellschaft d. Wissenschaften zu verweisen (Sitzung vom 
12. Januar 1885), in welcher ich einen Beweis fiir die Irreducibilitiit der Glei- 
chungen der complexen Multiplication in seinen Grundziigen zu geben versucht 
habe. 


[Febr. 1885.] 
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Ueber projectivische Erzeugung von Curven. 


Von 


Kart Bosex in Prag. 


Der Chasles’sche Satz tiber die projectivische Erzeugung einer 
vorgelegten Curve der n = (v’ + v)'*" Ordnung lautet: 

»Soll man auf einer Curve der » = (v’ + v)'** Ordnung v’ Punkte 
so bestimmen, dass sie die Basispunkte eines Curvenbiischels v' Ord- 
nung bilden, so kann man von ihnen, wenn v' > v — 2 ist, 3v — 2 
beliebig vertheilen. “*) 

Wir wollen diesen Satz fiir einen speciellen Fall betrachten. 

Ist v’ = v und hat die Curve n'** Ordnung Doppelpunkte, so sollte 
man erwarten, dass man 3yv — 2 von den Doppelpunkten zur Basis 
des Biischels v'** Ordnung wiihlen darf; dem ist aber nicht so, wie 
folgendes Beispiel deutlich zeigt. 

Es sei eine Curve 6'*" Ordnung C, vorgelegt, mit 7 Doppelpunkten, 
vom Geschlechte 3. Ist vy = 3, so wiirde man also 3v — 2 — 7 Punkte 
willkirlich auf C, wahlen kénnen, und wiirde dann noch zwei Punkte 
finden, welche mit den 7 angenommenen die Basis eines Biischels von 
Curven dritter Ordnung bilden wiirden. Nimmt man nun die 7 will- 
kiirlichen Punkte in den Doppelpunkten an, und wiirde man auf C, 
noch zwei Punkte a, a’ finden, dass durch diese und die 7 Doppel- 
punkte ein Biischel von Curven dritter Ordnung geht, so wiirde dieser 
Biischel auf C, eine lineare Schaar von zwei Punkten gi” aus- 
schneiden **) und C, miisste also eine hyperelliptische Curve sein, wihrend 
die allgemeine C, mit 7 Doppelpunkten nicht hyperelliptisch ist. 


C, der » = 2yv'" Ordnung besitze d Doppelpunkte, von denen wir 0 


*) Vergl.: Cremona, Einleitung i. d. g. Theorie d. eb. Curven, pag. 81. 
Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, pag. 761, wo tibrigens das 
Hauptresultat nach der Bemerkung im Druckfehlerverzeichnisse nicht bewiesen ist. 

**) Wegen dieser und spiiter folgenden Bezeichnungen und Citaten vergleiche: 
Brill und Néther, Ueber algebraische Functionen etc, Math. Ann. Bd. VII, 
pag. 276 ff. 
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auf die Basis eines Biischels von Curven v'*t Ordnung bringen wollen, 
wihrend die v? — @ iibrigen Basispunkte einfache Punkte von C, sein 
sollen. Es sei oy — Ag, =O der Biischel von der verlangten Art 
so geht die Curve C,, deren Gleichung f = 0 sei durch alle Schnitt- 
punkte von g, = und gm, = 0, daher kann man 


f= Po%1 — Pi% 
setzen, wenn ~ =O und y, =O irgend welche in gewisser Weise 
bestimmte Curven v'*t Ordnung sind. Gehen % = 0 und y, = 0 auch 
durch die 6 Doppelpunkte, durch welche g, = 0 und g, = 0 gehen, 
so ergeben diese fiir die Curven ~ keine Bedingungen mehr, und es 
geht ~, = 0 durch die v? — 6 Schnittpunkte von go, = 0 mit f = 0, 
durch welche g, = 0 nicht hindurchgeht, ebenso y, =O durch die 
Gruppe von v?— dé Punkten auf f= 0 und g, =O, durch welche 
g, = 9 nicht hindurchgeht. 
Aus 


f= PoP; — Pi%o = V1 (Po — 249,) — M1 (Yo — 24) 
ersieht man, dass die Schaar g{) von @ = v? — 8 Punkten, welche 
auf f =O von dem Biischel », — 4m, = 0 ausgeschnitten wird, auch 
von dem Biischel y, — 4y, = 0 ausgeschnitten wird, der unter seinen 
Basispunkten auch die 6 Doppelpunkte besitzt, wie der erstere, und dass 
beide Biischel einander projectivisch sind, wenn Curven, die demselben 
A entsprechen, einander zugewiesen werden. 

Aber die R = v? — Od Basispunkte des Biischels po, — Ag, = 0 
oder y — Ay, =0 bilden selbst eine y@ d. h. eine lineare Schaar 
von einfach unendlich viel Gruppen zu R Punkten. Denn es ist 

f= PoP — Pi Yo = (Po — HY) ¥1 — (YP: — HY) Yo 
d. h. durch die Q@ = v? — 6 Schnittpunkte von gy, = 0, % =O geht 


ein Biischel von Curven v'* Ordnung und je zwei Curven, welche 
dasselbe uw haben 


‘ 


Po— UW=9, OH — HY, =—0 
schneiden f = 0 in einer Gruppe von R = v? — 6 Punkten, die die 
Basis ejnes Biischels &, — 4, = 0 bilden, der dieselbe Schaar g(?) 
ausschneidet, wie ¥ — Aw, =O, man braucht nur 
=P — Hy, % =H, — vy, 
zu setzen, wenn mw so bestimmt ist, dass die Curven ® = 0, 9, = 0 
sich in der betreffenden Gruppe von R = v? — 6 Punkten schneiden. 
Wir haben also folgende Aufgabe: Es sind auf C, R=v? —6 
Punkte, welche eine einfach wnendliche lineare Schaar y\}) bilden, der- 
art zu finden, dass durch dieselben noch einfach wnendlich viel Curven 
vr Ordnung gehen, welche auch noch durch 8 Doppelpunkte der C, hin- 
durchgehen, und die also die lineare Schaar g{) ausschneiden. 


30* 
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Die Bedingungen fiir die Méglichkeit der Lésung derselben finden 
wir bei Brill und Nother Math. Aun. Bd. VII, pag. 291 fiir den 
allgemeinen Fall, dass die R Punkte eine Schaar py bilden und die 
@ Punkte eine gi), wihrend die ausschneidenden Curven eine Mannig- 
faltigkeit ¢ besitzen. Als Bedingung fiir die Méglichkeit der Lésung 
ergiebt sich, dass 
(N) c—R—(Q+1)(R—t+q—r 


positiv oder allenfalls Null sein kann, Fiir unseren Fall haben wir 


R=v?—d; q=1; t= : vy(v-+3)—d; r=1, 
also ergiebt sich 
t=3v—3—0 

d. h. wir kinnen auf einer allgemeinen Curve n = 2v" Ordnung 
hichstens 3v —3 Doppelpunkte zy den Basispunkten eines Biischels 
vr Ordnung willkiirlich annehmen. Hierdurch erhalten wir eine end- 
liche Anzahl von Schaaren y\) und aus jeder dieser kénnen wir durch 
Annahme eines weiteren einfachen Punktes der Curve eine Gruppe [, von 
R = v? — 6 Punkten ausscheiden, die die Basispunkte eines Biischels 
Curven v'" Ordnung bilden, welcher die g\ ausschneidet. Durch eine 
Gruppe Ge dieser geht nun noch ein Biischel von Curven v'** Ordnung, 
welche alle auch die 6 Doppelpunkte enthalten und eine beliebige 
Curve desselben bestimmt dann eine zweite Gruppe [, von R = v? — 0 
Punkten, welche die Basis eines zum ersten projectivischen Curven 
Biischels v'* Ordnung bilden kann. | 

In den Doppelpunkten von f=0, die nicht auf gm, =O und 
9,=09 liegen, beriihren sich «ie entsprechenden Curven o,— Ag,=0 
und y,—Ayv,=0. 


II. 

Hat man auf einer Curve f = 0 der n =(v'+ v) Ordnung eine 
einfach lineare Schaar gy von Q = vv — 0 Punkten, die ausge- 
schnitten wird von Curven v” Ordnung, welche alle durch 6 Doppel- 
punkte von f =O gehen, so liegen auch die iibrigen v? — 6 Basis- 
punkte des Biischels auf f = 0 und die Schaar g'}) kann dann immer 
auch durch einen Biischel von Curven v'‘” Ordnung ausgeschnitten werden, 
zu dessen Basispunkten die 8 Doppelpunkte gehiren. Denn da auf 
f = 0 die Schaar gi) existirt, so kann man 

f= Po: — M1 % 
setzen, wo o,=0 durch eine Gruppe G, von gi) geht. Geht nun 
v, = 0 auch durch die d Doppelpunkte, so muss diess auch », = 0 
thun und der Biischel y, — Ay, = 0 schneidet zufolge der Relation 
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f= Po(¥, — Ado) — Hy (M, — AQ) 
auf f= 0 dieselbe Schaar g\) aus, wie der Biischel p, — Ag, = 0. 

Ist umgekehrt auf einer Curve f = der n = (v'+ v)*" Ordnung 
eine Schaar gy vorhanden , welche durch Curven v' und v'*" Ordnung 
ausschneidbar ist, wobei die Curven durch 8 Doppelpunkte von f = 0 
gehen, so muss Q = vv — 0d und g=—1 sein. Denn sei R die An- 
zah! der festen Punkte, durch welche die Curven v'* Ordnung ausser 
den 0 Doppelpunkten gehen, so muss Ii < v? — @ sein, damit durch 
die R Punkte und d Doppelpunkte iiberhaupt mehr als eine einzige 
Curve v'** Ordnung méglich ist. Da aber Y + R= v(v' + v) — 20 
ist, so folgt @ > vv’ — 0d. Nun soll die Schaar g\ auch durch Curven 
yet Ordnung ausschneidbar sein, die durch die & Doppelpunkte 
gehen. Da sich aber die Curven v'* und v'* Ordnung in nicht mehr 
als yy’ — 0 Punkten noch schneiden kénnen, so muss Q@< vv’ — 0 
sein, d. h. es ist Q = vv —d, R= v? — 6 und also gq = 1. 

Ist nun » > v so geht durch eine Gruppe G, von gi) nur eime 
einzige Curve v‘*" Ordnung, eben die, welche sie ausschneidet, in dem 
sie dem Biischel angehért, welcher noch in R = v* — od festen Punkten 
schneidet. Hieraus folgt, dass die Gruppe [fz von R = v? — 0 Punkten 
keiner Schaar angehért, sondern, dass zu jeder Schaar g) nur eine 
Gruppe von R = v? — 0 Punkten residual ist. 

Hingegen bilden die Gruppen [, von R’ = v* —@ Punkten, 
welche Basispunkte des Biischels von Curven v’'*' Ordnung sind, eine 
lineare Schaar y“) von der Mannigfaltigkeit 


, 1 ' , 
rat —v 41) +2); 

denn aus 

f= Pos — iY = Pol%, — CW) — V1 (Yo — Co) 
folgt, dass auf f= 0 die Schaar g\;), welche von g, -- 4g, = 0 aus- 
geschnitten wird, auch ausgeschnitten wird von dem Biischel 

v, — Cy, — (vy — Cy) = 0 

d. h. die Curve y, — Cg, =0, welche, wenn C =O eine Curve 
(v' — v)'*" Ordnung darstellt, auch eine Curve v’'*' Ordnung wird, schneidet 
f =O ausser in der Gruppe GQ, durch die m, = 0 geht, und den 0 
Doppelpunkten noch in einer Gruppe Ty vou R’ = v'? — 0 Punkten, 
durch die ein Biischel von Curven v’'" Ordnung geht, zu dessen Basis- 
punkten auch die 6 Doppelpunkte gehéren. Da nun C als ganze 
rationale Function der Coordinaten vom (v’ — v)'e" Grade 


r= > (v—v + 1)(° —v +2) 


willkiirliche Constanten enthilt, so kann man von der Gruppe [x noch 
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r’ Punkte willkiirlich annehmen, und sie bilden daher eine y%. die 
von ¥, — Cy, = 0 ausgeschnitten wird. 
Will man nun nach der Anzahl von Systemen von Schaaren g‘) | 


auf f = 0 fragen, so haben wir von den Curven v'*' Ordnung ausgehend 
in der Formel (N) 


R=v?— 4, t= + »(y + 3)— 8, q= Il, r=0O0 


» 
zu setzen, und erhalten 
t=3v—2—0 

d. h. man kann von den Basispunkten des Biischels Curven v' Ord- 
nung t willkiirlich annehmen und erhdlt dann eine endliche Anzahl 
von Gruppen, deren jede eine Schaar g'}) bestimmt. Man kann 6 =3v—2 
aunehmen also 3v — 2 von den Doppelpunkten zur Basis des Biischels 
v' Ordnung bestimmen und erhilt dann die zugehérigen Gruppeu von 
v’ — @ Punkten. Zu jeder so erhaltenen Schaar g()) tritt nun eine 
Schaar y) als residuale hinzu, so dass jede Gruppe [p derselben die 
Basis eines Biischels Curven v''* Ordung bildet, welcher die gs) aus- 
schneidet. Hieraus erkennt man, dass die Anzahl der Systeme von 
y{;) dieselbe sein muss wie die Anzahl der Systeme der Schaaren g!). 

Diess finden wir nun in der That, wenn wir von den Curven 
ve Ordnung ausgehen. Hierbei miissen wir aber einen Umstand be- 
achten. Die Punkte einer Gruppe TR, welche die Basispunkte eines 
Biixcnels von Curven v''** Ordnung bilden, sind in Bezug auf die Curve 
(v' + v) =xn'* Ordnung, welche durch sie hindurchgeht, nicht von 
einander unabhiingig, d. h. die Curve v’ + v = n'*" Orduung braucht 
nur durch R’ — @ derselben gelegt zu werden, um auch die letzten 
@ zu enthalten. 

Gelingt es also, von den Basispunkten des Biischels v’'*" Ordnung 
Rt’ — @ auf die Curve-v’ + v = n'* Ordnung zu bringen, so liegen 
alle J’ Punkte auf derselben. Die Zahl @ bestimmt sich durch folgende 
Betrachtung. 

Sind yw =0 und y,=0 irgend welche Curven v''* Ordnung, so ist 

F= Ay, — By, =9 

die Form der Gleichung einer jeden Curve (v’+ v)'*" Ordnung, welche 
dureh die v'? Schnittpunkte beider Curven yy, = 0, ~, = 0 hindurch- 
geht. Legt man nun A = 0 und B= 0, welches Curven v'* Ordnung 
sind, durch d der Punkte, so wird F = 0 in diesen 0 Punkten Doppel- 
punkte haben und enthalt dann 


zg=v(v+3)+1—206 
willkiirliche Constanten, die in A und B enthalten sind. Ist v’ > », 
so wird fiir eine bestimmte Curve / = 0 diese Darstellung also auch 
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A und B vollstiindig bestimmt sein. Nun ist aber eine Curve (v’-+ v)'" 
Ordnung, welche durch v'*? — 0 Punkte geht und ¢d Doppelpunkte 
haben soll, bestimmt durch 


y= (v +) (v +v+43)— (v2 — 0) — 306 


weitere einfache Punkte. Daher sind von den v’? — dé Punkten fiir 
die Curve (vy + v)" Ordnung 


g@=a—y= = (% — v—1)(v —v — 2) 


keine Bestimmungsstiicke, oder die Curven (v’ + v)'*" Ordnung, welche 
durch die v'? — 06 — @ Punkte gehen und in den 0 Punkten Doppel- 
punkte haben, gehen auch durch die letzten g Punkte.*) 

Nun lautet unsere Aufgabe so: auf f =O sind R’ — @ Punkte, 
welche eine lineare Schaar von der Mannigfaltigkeit r’ bilden so zu 
finden, dass die durch dieselben gehenden Curven v‘'* Ordnung, die 


eine Mannigfaltigkeit ¢ = & v' (v’+3)—90 bilden, noch einen Biischel 
constituiren; es ist also nach Formel (N) 
t= Rh’ —_9—2(R —e—t+qQ-Yr 
= 3 —2—d—?r +o. 
Zu Folge der Beziehung 
r —o=3(r — v) 
wird aber 
t=—3vy—2—d=—t, 

wie es sein muss. 

Man kann also von den Basispunkten des Biischels v'”" Ordnuny 
t = 3v — 2— 0 Punkte ausserhalb der 8 Doppelpunkte nehmen, um 
eine endliche snzahl von Schaaren y\") auszuscheiden. Dann ist durch 
Annahme von r = 5 (v —v +1) (vw — v + 2) weiteren willkiirlichen 
Punkten eine Gruppe Ur einer Schaar y\> bestimmt und damit auch 
g)). Pir v =v—), v =v — 2 ist r =O, also kann man in diesen 


*) Wiirde man dieselbe Betrachtung fiir die Schnittpunkte zweier Curven 
ver Ordnung machen gy»=0, gy, = 0 also F= Ag, — Bg, = 0setzen und A=0, 
B= 0 wiiren jetzt Curven »’ > v" Ordnung, dann wiirde sich 


1 ’ ’ 
e=> (v —v-+1) (v — »+ 2) 
ergeben, da aber fiir dasselbe F' auch F' = (A — Cq,) m — (B — Cg») 9, gelten 
wiirde und C als Function von (»’ — v)'e" Ordnung r° = F (vo —» +1) (v’ — »+ 2) 


willkiirliche Constanten enthilt, so kann man die Curven A=0, B=O aus 
einer r’-fachen Mannigfaltigkeit aussuchen und es bleiben also bloss 9 — 1’ = 0 
Punkte iibrig, die fiir die Curven (»’ + v)*" Ordnung keine Bestimmungsstiicke sind, 
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Fallen von der Basis des Biischels v’'** Ordnung nur 3v—2—90 ausser- 
halb der Doppelpunkte wihlen. Fiir v’ > »v — 2 bleiben von der Basis 
des Biischels »’‘** Ordnung 


3y— 2-84 (vh — v4 1) — v4 2) 
=1 [Ww — +37 +) — 2-0 


beliebig wihlbar, die man aber in einfache Punkte der f = 0 zu legen 
hat, wenn man die allgemeinste Schaar g{) ausschneiden will. 


II. 


Es habe nun f = 0 in a,, a, ... ag beziehungsweise x,, %, ... *5- 
fache Punkte. Zum Bestehen der Identitit 
f= Po Y ae 1% 
ist nach Herrn Néther*) nothwendig und hinreichend, dass die Curven 
vw, und g, ,,gleichsinguldre“ o-Curven seien, d. h. dass die Curve 
wv, = in a; einen 6;-fachen Punkt gerade so wie my, = 0 habe und 
iiberdiess jeder Zweig von y, =O einen entsprechenden Zweig von 
gy, = 0 in x; — 6; —1 auf einanderfolgenden Punkten treffe. Die 
Curven ~, =Ound gm, =O werden dann auch ,,gleichsingulire“ 6-Curven. 
Nun trifft jeder Zweig von y, = 0 die Curve f = 0, also auch , Y, = 0 
in x; Punkten. Da aber g, und y, gleich singuliir sind, so trifft jeder 
Zweig von 9,=0 die Curve » = 0 in a; in x; —6;-—1+6;=—%;—1 
Punkten und die Curve g, = 0 in 6; Punkten, d. h. jeder Zweig von 
P= 0 trifft mp, v,=—O0 in x;—1-+ 6; Punkten und aus x;,=x%;—1+6; 


folgt also 6;= 1. Die Curven y, =0, wv, = 0 gehen also bei ge- 
gebenen go, = 0, gy, = 0 durch dieselben Punkte a; einfach, durch 
welche py = 0, p, = 0 gehen und es schneidet ~, = 0 die Curve 
Py = 0 im a; noch in x; — 1 aufeinanderfolgenden Punkten, Diese 


Bedingung ist auch hinreichend dafiir, dass f = einen x; -fachen 
Punkt in a; hat, denn aus 


f= Pos — Pi %o = Pol¥s — 40) — VolG1 — 2M) 
folgt, da die Curven gy, =O und y% =O gleichsingulir sind und 
~)= durch dieselbe Gruppe von Punkten auf f=0 geht, wie =O 
(niimlich durch die Punkte, durch welche g, = 0 nicht hindurchgeht) 
nach dem I. Restsatze des Herrn Néther**), dass jede Curve des 
Biischels », — Av, = 0 zur Curve gy, — Aq, = 0 ,,gleichsingulér“ ist, 
daher trifft jede der o0' Curven y, — Ay, =0 die Curve y, (gy, —Am,)=0 





*) Nother: Ueber nicht adjungirte Curven. Math. Ann. Bd. XV, p, 512. 
**) 1. oc. p: 512. 
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in a; in *; Punkten also auch f=0O, d. h. f=O hat daselbst einen 
“;-fachen Punkt. 
Der Biischel om, — 4g, = 0 schneidet nun auf f = 0 eine Schaar 
é 


g}) von Q= vv —>' (x; — 1) Punkten aus, die auch von dem Biischel 
1 


v, —Awv, =O ausgeschnitten wird. Der erste Bitschel hat noch 
R= v? — 6 Basispunkte in einfachen Punkten der Curve f =O und 
diese Punkte bilden keine Schaar sobald v' > vy ist. Denn durch 


3 
Q=r'v —>} (x; — 1) Punkte liasst sich nicht eine zweite Curve 
1 


vy‘ Ordnung legen, welche mit der diese Gruppe ausschneidenden gleich- 
singulir wire, denn beide Curvep hitten dann vv’ > v? Punkte ge- 
meinschaftlich. Wohl aber bilden die v'? — d = RF’ Basispunkte des 
Bischels v’'** Ordnung eine lineare Schaar y) von der Mannigfaltigkeit 
Y = $ (v —v-+ 1) (v —v-+ 2), denn die Curve y, — Co, = 90 
geht durch die Schnittpunkte von ~,—0 und g, = 0 und ist also 
bei beliebigem C der Curve oy, = 0 gleichsingulir. 

Um die von der Basis der Curven v'** Ordnung willkiirlichen Punkte 


za bestimmen, nehmen wir wieder die Formel (N) zu Hilfe und 
erhalten, da 


Revr—d, t= lv(v+3)—6, gq=1, r—0 
ist, 
t=3v—2—d0.° 

Man kann daher 0 von den vielfachen Punkten auf die Curven v Ord- 
nung bringen, wobei d< 3v — 2 sein muss. Wiahlt man dann noch 
t Punkte willkiirlich in einfachen Punkten auf f= 0, so erhialt man 
eine gi), welche zur projectivischen Erzeugung der Curve (v’ + v)'r 
Ordnung verwendet werden kann, indem die Basis des Biischels v'e" Ord- 
nung endlich vieldeutig bestimmt wird. 

Will man von den Curven v‘'** Ordnung ausgehen und die Anzahl 
der Systeme der Schaaren g\}) bestimmen, so hat man darauf zu achten, 
dass es nicht néthig ist, alle R’ = v'? —d Basispunkte auf f—0 zu 
bringen, sondern dass f= 0 schon durch alle R’ Punkte geht, sobald 
nur R’ — @ auf ihr liegen, wobei g’ folgendermassen zu bestimmen ist. 

Jede Curve, welche durch die Schnittpunkte der Curven v'‘ Ord- 
nung yy, = 0, % =O geht, hat eine Gleichung von der Form 


wo 4=0, B=0 Curven v’ Ordnung sind. Soll nun F—0O im 
Punkte a;, welcher unter den Schnittpunkten von ¥, —0, yy =O 
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enthalten ist, einen x;-fachen Punkt haben, so sahen wir, dass hiezu 
nothwendig und hinreichend ist, wenn jede Curve des Biischels 
B—iA=0O die Curve ¥, — 4y, =0 in x;— 1 aufeinanderfolgen- 
den Punkten trifft, wobei A = 0, B=O durch a; gehen. 

Es sei }, die Anzahl Bedingungen, welche aussagen, dass jede 
Curve des einen Biischels eine Curve des anderen Biischels in h auf- 
einanderfolgenden Punkten trifft. Hat man dann einen solchen Biischel, 
so wird es h + 1 Curven in demselben geben, welche die entsprechen- 
den in h + 1 Punkten treffen. Bewirkt man also, dass h + 2 Curven 
des Biischels die entsprechenden h-+ 2 Curven in h-+1 Punkten 
treffen, so thun es alle Curven. Diess sind aber h + 2 weitere Be- 
dingungen, also ist 


Dior = » h+2 


somit 


by == (h+ 1) (kh +2) — 15), 
und daher ist 


b, ~1 => #1 (+1) — he 


Die Constanten der Curven A =0 und B= haben daher fiir jeden 





*) Man kann obigen Beweis auch so fiihren: Ist 
% —iw=SV¥iay), B-—iA= C(xy) 


so wird, wenn die Coordinaten des Punktes a;, in dem ¥ (xy) = 0 die C(ay)=0 
in h Punkten schneiden soll, (a, b) sind, fiir diese 














C (ab) =0, 
C\ dy 
20), (22) 4p 
ac ac (= Cc rs y fa: 
Ga) Cae) or dal —% 
—l yy oh—t h-1 
(SE)+-+(S2) (BT 
é2'— ey" dz 
sein, wobei 
ow 
ay __ Gz) 
dx ~ 
ec 
zu setzen ist und (<5) bedeuten soll, Pier ina statt 2 und y, a und b ge- 
setzt wurden, Diese Gleichungen sind fiir 4 vom 1.2. 3,...h. Grade, sollen sie 


also identisch erfiillt sein, so giebt das fiir die Coefficienten von B und A 


2H3H4 po. fhpi—— ht (h42)—1 


lineare Gleichungen. 
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%;-fachen Punkt > %;(%; + 1) — 1 Bedingungen zu erfiillen und haben 


daher diese noch _ 


om v(v+3)$14+8—+ Simi(m + 1) 
1 

willkiirliche Constanten, die / — 0 zukommen, wenn diese in 0 von 
den Schnittpunkten der ¥, = 0, % =O x,-fache Punkte haben sollen. 
Andererseits ist eine Curve (v’ + v)e" Ordnung, welche durch v’? — 6 
Punkte geht und 6 vielfache Punkte besitzt durch 

é 

y= sv +r) (v +4 3)—(o'?— 6) —S St mi(m + 1) 

1 

Punkte bestimmt. Mithin missen 


=" — y= (rv —v—1) (v —v— 2) 


von den v’? — @ einfachen Punkten fiir die Curve (v’ + v)'*" Ordnung 

keine Bestimmungsstiicke sein, und alle Curven (v' + v)" Ordnung, 

welche durch R’— @ der Punkte gehen, enthalten auch die iibrigen.*) 
Wir haben daher in der Formel (N) 


Ra? —8—<@, t= v'(v +3)—9, q=1, r=r 


zu setzen und erhalten 
t =3v —2—d—r+go 
und da 
r—e=3(v' — v) 
sich ergiebt, folgt 
tv =3v—2—d=—rT. 


Man kann daher auch von der Basis des Biischels v'* Ordnung vor allem 
nur t Punkte auf f=O willkiirlich nehmen um eine endliche Anzahl von 
Schaaren y=) auszuscheiden, deren einzelne Gruppen Tr , dann in jeder 
durch weitere Annahme von r = > (v’ —v-+1) (Vv —v+2) Punkten 


festgelegt wird. Die ganze Schaar y%), welche durch einmalige An- 
nahme der t Punkte bestimmt ist, liefert dann nur eine einzige Schaar 
g;, welche zu ihr residual ist, fiir die ausschneidenden Curven v'‘ 
Ordnung. 

Ist v’ = v so findet man 


t=—t=—=3y—3 -—0 





*) Eine adhnliche allgemeiner gehaltene Betrachtung findet sich bei 
Dr. Bacharach, Inauguraldissertation: Ueber algebraische Schnittpunktsysteme, 
Erlangen 1881. 
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denn dann ist unter denselben Bedingungen wie friiher 


f= Po — Pi Vo = Po (4: — HPs) — Vi (Yo — Ho) 
9, = 0 und y, = 0 gleichsingulir, also ist auch ¥, — ug, = 0 mit 
9, = 0 gleichsingular oder die Basispunkte des Biischels y,—ig,=0 
bilden gerade sowie die Basispunkte des Biischels y, — 4y¥, = 0 eine 
einfach unendliche lineare Schaar. In der Formel (N) ist also 


R=v'— 4d, t= + »(v+3)— 9, q=1, r=1 
zu setzen. 
Es sei mir zum Schlusse noch erlaubt Herrn Professor Néther 
meinen besten Dank fiir die mir bereitwilligst ertheilten Aufschliisse 


tiber verschiedene Siitze aus der Theorie der algebraischen Curven hier 
auszusprechen. 


Prag, am 1. December 1884. 




















Ueber Gleichungen siebenten Grades mit einer Gruppe 
von 168 Substitutionen. II. 


Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Nachdem ich in den Banden 17, 19 und 20 dieser Annalen eine 
Reihe von Vorfragen studirt hatte, welche sich auf die Invarianten- 
theorie bestimmter ternirer Formen bezogen, habe ich ebenda, Bd. 20, 
pag. 515 ff., eine allgemeine Theorie der Gleichungen siebenten Grades 
mit einer Gruppe von 168 Substitutionen gegeben. Aber ich habe 
damals bereits eine andere Darstellung derselben Theorie in Aussicht 
genommen, bei welcher nur die elementaren Processe der gewohnlichen 
Gleichungstheorie zur Verwendung kommen sollten. Indem ich nach- 
stehend dieses Versprechen einlése, recapitulire ich vorab des besseren 
Verstindnisses halber die hauptsichlichen in Betracht kommenden 
Punkte. Sei zunichst verabredet, dass die Gleichung siebenten Grades 
in folgender Form gegeben sei, in der das zweite Glied fehlt: 


(1) a? + (2)a5 + (8)at + (4)a¥ + (5)a® + (6)a + (7) = 0 
(wo also (2), (3), ete. die nicht verschwindenden Coefficienten sind, 
deren Quadrate und Producte ich dann fernerhin mit (22), (23) ete. ete. 
bezeichne). Die Wurzeln derselben sollen mit 2, 2,,..., 2, benannt 
werden und die Gruppe der 168 Substitutionen diejenige sein, welche 
die Function: 
(2) P = thy ® Hy + Hy Hy Hy + LyHyXy + Hy, Xe + LyX; Ly 

TF UX, + Leo Xy 
ungeindert liasst. Ich habe dann |. c. bemerkt, dass es vortheilhaft 


ist, neben (1) von vorneherein immer auch diejenige Gleichung siebenten 
Grades zu betrachten: 


(3) #+Q)2%°+@)e'+@e+ 62+ Or+M)=0, 


deren Wurzeln 2, 2,,..., % mit den a, 2,,...,%, durch folgende 
Relationen verbunden sind: 


(4) _— y2 . By = ay oe Vy + Ly+3 » 


Mathematische Annalen. XXYV. 31 








(6) 
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deren Auflésungen entsprechend lauten: 


(5) V2. ty» = Sy + Spgs + L435. 

Die 168 Substitutionen der x, wie auch solche ganze Functionen der 
xz, welche bei den 168 Substitutionen ungeiindert bleiben, nenne ich 
im Folgenden S. Ich habe dann in meinen friiheren Arbeiten be- 
wiesen, dass alle Functionen S ganze Functionen der (i), (i) sind, 
dass speciell (6), (6), (7), (7) sich rational durch die iibrigen Coeffi- 
cienten (2) = (2), (3), (3), (4), (4), (5), (5) darstellen lassen, wiihrend 
zwischen diesen eine Relation besteht, die in (5), (5) vom sechsten Grade ist. 
Eben diese Siitze werde ich im ersten Abschnitte des Folgenden aufs 
neue beweisen, indem ich direct mit den x, x operire und einen Ge- 
dankengang verfolge, welcher mit demjenigen iihnlich ist, den man 
in der Theorie der symmetrischen Functionen verwendet, wenn es sich 
darum handelt, zu zeigen, dass alle ganzen symmetrischen Functionen 
der Wurzeln ganze Functionen der Gleichungscoefficienten sind. 

Ich erinnere jetzt ferner an diejenigen speciellen Gleichungen 
siebenten Grades der hier in Betracht kommenden Art, welche Herr 
Klein im 14" und 15" Bande dieser Annalen studirt hat. Es sind 
dies alle diejenigen, deren Wurzeln sich in die Form setzen lassen: 


Ly = 





tr 24 eA? + e-47A,%) + B(e- A, A, + 2-8", 4, + 2A, 2,), 


einiaia Al Ay? + a7 ,? + eA?) + a(e%A,A, + 84,4, +28", 4,), 


2in 
wo A,, 4,, 4, drei unbestimmte Gréssen bedeuten und ¢ fiir ¢ ' gesetzt 
ist, @, B aber die folgenden Irrationalitiiten reprisentiren: ; 


erik a ee Ss 
‘af rm V8 
= V2(e+ & + &) = f2(8 + & + &*). 


Nimmt man bei ihnen insbesondere 


4,3 A, + 1,3A, + A, Ay = (), 
also 


(7) > a => x, =(), 


so haben die ausgerechneten Gleichungen die Form: 


2i+7-- = V-xt—7. S401 -V?.24—C=0, 


(8) 4 
z'-+7- ma sos g-xt—7.5—l—" 5 o=0 
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und lassen sich durch elliptische Functionen auflésen. Hr. Klein 
hat ferner pag. 268 des 15'°* Annalenbandes gezeigt, dass man jede 
Gleichung siebenten Grades mit einer Gruppe von 168 Substitu- 
tionen in eine der hier betrachteten speciellen Gleichungen iiberfiihren 
kann, wobei man zunichst keinerlei Irrationalitit zu adjungiren 
braucht, aber allerdings eine Wurzel einer Hiilfegleichung vierten 
Grades bestimmen muss, wenn man insbesondere zu einer Gleichung 
(8) gelangen will. Ich selbst habe mich dann in meinen wiederholt 
genannten Arbeiten mit der genaueren Formulirung der in Rede stehen- 
den Transformation und der Aufstellung jener Hiilfsgleichung vierten 
Grades beschiftigt. 

Es wird sich im Folgenden darum handeln, auch die hiermit be- 
rtithrten Untersuchungen in einer Form darzustellen, welche den gewdhn- 
lichen Ueberlegungen der elementaren Gleichungstheorie nahe steht. Zu 
dem Zwecke entwickele ich im zweiten Abschnitte der folgenden Arbeit 
vor Allem, dass man in der That zu den Gleichungen (8) gelangen | 
kann, wenn man von den im ersten Abschnitte fiir die Coefficienten 
(i), (¢) aufgestellten Relationen ausgeht (womit zugleich eine ange- 
nehme Verification dieser Relationen gefunden ist). Auch die Beziehungen 
zwischen den 2, 2», die sich aus (6) durch Elimination der 4,, 4,, A, 
ergeben, kénnen unter Voraussetzung der Gleichungen (8) aus den 
Rechnungen des ersten Abschnittes abgelesen werden. Ich fiilre so- 
dann eine bestimmte Terminologie ein. Bei den Gleichungen (8) ist: 


(9) (1 + Y/— 7) (3) —G —/—7) (8) = 0. 
Alle Gleichungen siebenten Grades, welche dieser Relation geniigen, 
nenne ich Normalgleichungen. Die Normalgleichung wird ausgezeichnet, 
wenn die Formeln (6) hinzutreten (aus denen riickwirts das Bestehen 
von (9) folgt). Hat man insbesondere mit (8) zu thun, so wird die 
ausgezeichnete Form kanonisch. — Ich zeige dann ferner, wie man 
durch einen gewissen alternirenden Process einer beliebigen Gleichung 
(1) zuerst eine Normalform, dann eine ausgezeichnete Gleichung zu- 
ordnen kann, die ihrerseits zu einer kanonischen Gleichung Anlass 
giebt, wenn man eine Hiilfsgleichung vierten Grades hinzunimmt. 
Alle diese Dinge finden, soweit es sich um principielle Formulirungen 
handelt, bereits im zweiten Abschnitte des Folgenden ihren Abschluss. 
Im dritten Abschnitte handelt es sich dann nur noch darum, die ge- 
fundene Transformation der Gleichung (1) in die Form von Tschirn- 
haus zu setzen: 


(10) Uo) == & + §,%, + 5,2,” + §32,° + 52,4 + §2,° + E,2,°, 


wo die § zu den Functionen S gehoren, 
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Abschnitt I. 
Von den Substitutionen S und den zugehérigen Formen. 


a g 1. 
Von den 168 Substitutionen. 
Die 168 Vertauschungen S der Gréssen a, z,,..., %, wurden 


bereits soeben durch Angabe der bei ihnen unveriinderlichen Function 
definirt : 


(1) P = UX, Hy + HHH, + Ly%y Hs + LyX, + LyX, Xp 
HF %5 eX, + Le%yXy; 
statt ihrer hitten wir ebensowohl die andere wihlen kénnen: 
(2) DL = y%4%5 Xe + LyX, eX + Ly Xe X, + Xz XX, Ly 
+ XX, X_%, + Ly %_XyX, + LX, Xy%X,H,. 

Die einzelnen Bestandtheile von P nenne ich Tripel (von Wurzeln), 
diejenigen von L Quadrupel. — Ich werde hier zunichst die 168 Sub- 
stitutionen S einzeln aufzihlen; es sind folgende: 

1. Die Identitéit. Sie hat die Periode 1. 

2. Es giebt 3 Substitutionen S von der Periode 2, welche die 
Elemente des Quadrupels x, 2, x, 2, unter einander permutiren, nimlich: 


2456\. (2456\. (2456 

4265)? \5624)? (6542) ’ 
Ebenso giebt es fiir jedes Quadrupel 3 solcher Substitutionen, also im 
Ganzen 21. 

3. Ks giebt 8 Substitutionen S von der Periode 3, welche die 
Elemente des 1'" 'T'ripels permutiren; es sind dies die Substitutionen: 
013245 ‘(013246\ _ (013256\. 013456 
> (130462 ) 
und ihre Quadrate. Im Ganzen giebt es hiernach 56 Substitutionen 
S von der Periode 3. 

4. Es giebt 6 Substitutionen S von der Periode 4, welche die 
Elemente des 1'* Quadrupels permutiren; niimlich die Substitutionen: 

(31 1082) 01 1563) 03 bie?) 


31 4652)? \10 4562)) \30 5462 


130452)? > (130561)? (130564 


und ihre Cpben. Im Ganzen giebt es 42 Substitutionen von der 
Periode 4. 

5. Es giebt 48 Substitutionen S von der Periode 7, niimlich die 
8 Substitutionen : 
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1234560 1265340) > \0432650)? \1456320 


(586240) . (1512360) 1624360) (s685420) 


1536240)> \1542360)*? \1624350)’ \1635420 


0123456) . (0126534 0143265\. (0145632 
, (0188882), 


und ihre zweiten, dritten, ..., sechsten Potenzen. 

Was die Untergruppen angeht, die man aus den § bilden kann, 
so nenne ich hier zuniichst eine erste, S’, von 24 Substitutionen. Die- 
selbe umfasst alle diejenigen S, welche x, festlassen. Es sind dies: 

1. Die Identitit. 

2. 9 Substitutionen von der Periode 2, namlich: 


24 56\, (24 56\, (24 56 
(65 49) 3 (f9 65) 3 56 24 
und die entsprechenden, welche die Elemente der Quadrupel (1345) 
und (1326) permutiren. 
3. 8 Substitutionen von der Periode 3, niimlich: 
124 365\ . (235 461\, (346 152\. (156 234 
241 653) 3 352 614)? \463 521/’ \561 342 
und ihre Quadrate. 
4. 6 Substitutionen von der Periode 4, nimlich: 


13 2465\. (26 1435\, (45 1236 
(3) 4652)? (62 4351) 3 54 2361 
und ihre Cuben. 

Eine weitere Untergruppe, S”, ebenfalls von 24 Substitutionen, 


bekommen wir durch die Bemerkung, dass die Gréssen x, (Formel (4) 
der EKinleitung) im Grunde mit den 2, gleichberechtigt sind, indem 
auch sie sich bei den Vertauschungen von S auf 168 Weisen sub- 


stituiren. Die Gruppe S” besteht aus denjenigen S, welche % (oder, 
was dasselbe ist, welche das Tripel x x, 2.) festlassen. Es sind dies: 
1. Die Identitit. 
2. 9 Substitutionen von der Periode 2: 


(S 45\. (24 59\. (25 Par 13 26), (13 45). 
62 Bt) ’ (43 65) ’ (59 64)? \31 62)’ \31 54)? 
O1 25\, /01 46). (50 24\. (03 56 
10 58) 3 (io 64) > \30 42)° \30 65)° 
3. 8 Substitutionen von der Periode 3, nimlich: 


013 246), (013 254). (013 265\, (013 456 
130 462) (30 542) > (130 652)? \130 564 


und ihre Quadrate, 
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4. 6 Substitutionen von der Periode 4, namlich: 


13 2465\. (01 2456\, (03 2546 
(31 4652)’ (io 4562)? \30 5462 


und ihre Cuben. 


Die Gruppen der S’ und S” haben 8 Substitutionen gemein, welche 
ich S” nenne, es sind dies: 

1. Die Jdentitit. 

2. 5 Substitutionen von der Periode 2, nimlich: 


26 45\. (24 56). ae), (em, 13 45). 
62 54) 3 \42 65) 3 52 64) 3 31 62)) \31 54 


2 Substitutionen von der Periode 4, nimlich: 
‘13 i650) : (31 5642) : 


9 
) 


31 4652)? \31 5642 
Die hiermit gemachten Angaben mégen geniigen. Ich mache 
schon hier darauf aufmerksam, dass ich in der Folge immer, wie es 
bei den S’, S” geschah, bald die z,, bald die z, betrachten werde. 


§ 2. 
Allgemeines iiber die zu erbringenden Beweise. 


Um die verschiedenen Siitze zu beweisen, welche in der Einleitung 
betreffs der Functionen S in Aussicht genommen wurden, gehe ich 
schrittweise vor, indem ich successive immer complicirtere Functionen 
der x in Betracht ziehe und Relationen zwischen ihuen aufsuche. 


Erinnern wir uns zuniichst an die Newton’schen Formeln fiir die 
Potenzsummen: 


(3) Sy = Ly" + 4," + 2" +-°+ + gr’, 
die sich hier folgendermassen schreiben: 

Ss, = — 2(2), 

8, = — 3(3), 

8, = — 4(4) + 2(22), 


8, = — 5(5) + 5(32), 
5 = — 6(6) + 6(42) + 3(33) — 2(222), 
(4) Js; = 7(— (7) + (62) + (43) — (322), 


sy = 8((62)+(63)+ + (44) — (422) — (882) + 1 (2222)), 

8) = 9((72)+ (63) + (54) — (622) — 2 (243) — + (833) + (8222)), 
$9 = 10((73)+ (64) — (622) + + (55) — 2 (632) — (442) — (433) 
+ (4222) + = (3322) — 1 (22222) ete., 


A 
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und denen natiirlich entsprechende Formeln fiir die Potenzsummen 
s, zur Seite stehen. 
Wir berechuen ferner die folgenden symmetrischen Functionen der a: 


> ten! und > 32," (AZu) 


und finden fiir diéselben: 


2 = ay x, = 9,2 — S22, 


A = 
> Xo" Xy" = 83° Sy — Sdty- 


Die weitere Betrachtung ordne ich jetzt in der Weise an, dass 
ich das Tripel (2, 2, 73) und also das Quadrupel (x, x, x, ,) bevorzuge. 
Alle symmetrischen Functionen der x,, 2,, £, sind bekanntlich rationale 
ganze Functionen der folgenden drei: 


(6) ty = My HAA oy, My = Aye, + MXy + 4,4, Uy = MyM, 2. 
Ich will nun im Foilgenden solche ganze Functionen der x), ..., X, 
welche ganze Functionen der Coefficienten (i), (i) und der hier definirten 
Uy, Uy, Us sind, als Functionen A bezeichnen. 

Derartige Functionen sind insbesondere die symmetrischen Func- 


tionen von 2, %,,%,,%,. Deun sie sind ganze Functionen derjenigen 
Coefficienten, die bei Ausfiihrung des Productes 


(& — a2) (w — %,) (x — a5) (@ — %) 
entstehen, diese Coefficienten aber sind selbst Functionen A, weil sich 
unser Product als Quotient der linken Seite unserer Gleichung siebenten 
Grades durch x? — u,x* + u,x” — uy, berechnen lisst. Insbesondere 
will ich den Term 2, 2, x, x, mit v bezeichnen: 


(5) 


(7) VU = Dy Hy Uy X35 
man hat dann die evidente Relation: 
(8) — (7) =4,.v. 


Ziehen wir jetzt die Theorie der cubisehen Gleichungen in Betracht, 
so kénnen wir jedenfalls folgenden Satz aussprechen: 

Jede in x,, X, symmetrische ganze Function G von x, %,, 23 kann 
in die Form gebracht werden: 
(9) G = A, + A, % + A, x, 25 
(wo A,, A,, A, Functionen A sind). — Analog kommt, wenn wir die 
Theorie der biquadratischen Gleichungen herannehmen. 

Jede ganze Function H der x,, %, &,, %, welche bei den acht 
Substitutionen S” ungedndert bleibt, kann nach Belieben in eine der 
beiden Formen gesetet werden: 
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(10) H = Ay + (A; — 4%? Aq) (%_. 45+ 4,25) 
+ Ay {a%5 (Xo? + %,? +44") + 2,25 (Xo? + 2,’ +,”)} 


resp. 
(11) H= A, + (A, — 4? A)) (%,%,-++%,2;) 
+ Ay (2% (%q? + 22+ 25”) + 1,25 (xq? + x,” + %,”)) . 


§ 3. 
Ueber die einfachsten Functionen A und die aus ihnen entspringenden S. 
Unter den Functionen A erwiihne ich insbesondere diese: 
Py =2,)"+2,"+2;", 
Pry = Xq" Ly" +H ,"L" + Ly" Ly”, 


(12) Piu = Lyi (ay xy") 247 (ey" ay") Xy* (a y"-+-0,"), {a4Zu}, 
Piya > ay! x," 25”, 

(wo also p, = 2-2), ferner, unter » den Ausdruck (7) verstanden : 

(13) V, Pv-V, Pvv-V, Pray ete. 


Ihnen entsprechen analog gebildete Functionen, in denen jedes « durch 
das correspondirende z ersetzt ist. 

Wendet man nun auf diese Ausdriicke die Substitutionen S an, 
so nehmen sie je 7 Werthe an; indem wir iiber dieselben summiren, 
erhalten wir eine Anzahl der Functionen S. Die einfachsten dieser 
Functionen werthen wir sofort aus. So wird aus (3) und (5): 


> = 33,, 
(14) 2 >) Poy = 55? — Sav, 
> Pia = SiSu — Situ 


analog > ps > pr» ete. Fiir die anderen hier gewonnenen Func- 
tionen S fiihren wir besondere Bezeichnung ein, indem wir setzen: 


> Pine = Prue, > Prue = Pays, 
> <-L, Dev =—b, 
(15) | > Pv = Ly, > no =L,, 
> pre 0 = Lie > Pay DO =D, 


_ eS they 
+ Piz = Tay, > Pi oly, 
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Wir fiigen noch hinzu: 
(16) Cin = >) 20! Hy". 


Die hiermit definirten P, L, C bilden insofern das Fundament der 
folgenden Untersuchung, als wir complicirtere Bildungen immer auf 
sie zurtickfiihren. Was ihre Auswerthung in Functionen der (é), (7) 


angeht, so kénnen wir einige von ihnen unmittelbar bestimmen. Es 
ist namlich: 


> P- =—3s,——30 — Pu 


(7) us’ 


 -— p 
Pea G- Te 


(6)8,_,+(7)8,_, Pasi,i 
> A321 ~*~ 66, — 41 "=-- See Ae — a 


also nach § 2 Formel (8): 
(17) L, =— (5); Lin = 3(6); Layer = (Ts. + (6) says. 


Die iibrigen P, LZ und die C sollen erst spiiter berechnet werden. 


§ 4. 
Inbetrachtnahme anderer Functionen A. 
Neben den symmetrischen Functionen p,, p,» etc. der 2%, %,, 23, 
die wir eben eingefiihrt haben, ist es niitzlich, gewisse andere zu be- 


trachten, die als Quotienten von Determinanten definirt werden kénnen. 
Es sind dies folgende: 

ao Xt 2%," Xo XM (%y—2,) (%—23) 
wy BM Ul, Ti = x a, ay" (%,— ws) (4, — 9) 
a, ay" 2°! ay" ay" (%,— Hy) (%3— %) 
wo A folgenden Ausdruck bedeuten soll: 





1 
(18) gue 


, 








Zi? 2% 1 
(19) A =—_ x? x, 1 . 
z,* 2, 1 








Die Ausdriicke ; (ra41,0 ++ 72,1) bezeichne ich dabei durch r4,, so 
dass also: 
(20) 2ray1 = Tap1,0 + 12,1- 

Es handelt sich zunichst darum, eine Reihe von Beziehungen 


fiir die hiermit definirten g, r und die p des vorigen Paragraphen 
darzulegen. 
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Multiplicirt man die in Formel (18) rechts stehenden Determinan- 
ten mit p;, so erhalt man 6 Determinanten, deren jede aus 6 Gliedern 
besteht. Diese 36 Glieder lassen sich auf 6 neue Determinanten ver- 
theilen, nimlich: 


of Zt 24” lait? x ayrt* |art* aye 2,” | 
att oat 2," |, ott oe at, | ae et x,” » 
| argtt ati gg | jattt ae ate! late gti gy | 
zit Zi xt | ar," xyeti %yPt* | | ae xt x" t! 


| e,2+* x," z+), z,* x et 2,°+* F | w,* Fhe tal 2H * 
xt x," aot | x4 x,t set | 2," x4M Lx xy°ti 


So gelange ich zu den Formeln: 


Pe Quy = V+x, wy V,u-tx,9 Vu, rtes 

(21) Pe Qr,uy = Va, pa, rpx Qi, a, ete Da-px, wt, vy 
Pi, x Dyuy = Dti,utx,v tt Uati,urteF Dte, wpisy F Qapx, wy pi 
+ Qa, uti, pe FQ, wbx, ri: 
Fiir: 
A=2; w=1; v=0 
gehen diese Formeln in die folgenden iiber: 
Px=x4+2,1,0+ G2, 241,0 + Qe, 1,5 
(22) Pre = Q2,x41,0 + e4x,1,x F Lx, 14-2,0 
Pix = G2+i,14x,0+ 2+i,1,x + a+x, 1+4,0 + G2+x,1,i+ Qe, +x,i+ 2, 1+i, x 


Entwickelt man die im Zahler r,, vorkommenden Determinanten nach 
der 3. Colonne, so wird: 


hi. = a" seg — ag’ 2" re wy" cog! — sty! avy 4 ay. a, — sy" wy" 
- % — Xs X3 — Xp Lo — 


Tragt man hier fiir 4 und w specielle Werthe ein, so gelangt man 
leicht zu diesen Formeln: 


Mw = pi + Pi-1.2 + Pa-2.2 +++) 
(23) T2411 = Para + Pi-i2 + Pa-as-.-, 


Viet ue = Paw + Pa—i,u+i + Prete ++ +> 
in denen sich die Summen rechts iiber solche p;, erstrecken, bei denen: 


i>x 
ist, 


Tragt man ferner fiir die Elemente der 3'e* Colonne der im Zahler 
der r,,, stehenden Determinante die Werthe ein: 











Nun 


(24) 


also 


(25) 
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(% — 2%) (%4)>— 2%) = 2a? — py X + 2,23, 
(%, —%q) (4; — 23) = 22,7 — p,X, + 23%, 
(13 — 2q) (Ly — 2,) = 2%,? — p, Ly + LyX, 


so erhalt man die Formel: 


Tage = 24a — Pi Gaur F My Q,u—1+ 
ist nach (21): 


Py Qu, = Ma,u2 HF M41, ut HF Gayut,t 


und ausserdem: 


Us Qa, u,—1 = Ga+1,u+1,0> 


mithin kommt: 


Yayo = Wa+iyuti,o — Ga+t,uyt — Ga,utiytz + Ga, u,2- 


Fiir w = 0 und 1 wird: 


72-+-1,0 = 2 Gi+2,1,0 — Gi+1, 2,05 
an —=-— 2 Ga,2,1 + a+i,2,0, 
nach Formel (20): 


(24a) Yaz. = Ga+2,1,0 — Gaa1- 
Setzt man in den Formeln (24) fir 4 und w diejenigen Combinationen 
der Zahlen 0, 1,...6, bei denen 4 > w ist, so entstehen die Formeln 


Yo = 431,05 72,1 = Y3,2,05 

Ms = 41,03 13,1 = Qs20 — 2932.13 13,2 = Gaso — 942,13 

%, = %5,1,0 — 93,215 74,1 = Y5,2,0 —2 44213 14,2 = 15,3,0 — Y5,2,1 — 94,31 5 
143 = 45,4,0 — 95,3,1 + 94,323 

Ys, = 61,0 — 94,2135 75,1 = Yo,2,0 — 2 5,2,13 15,2 = o,3,0 — Y6,2,1 — 95,3,15 
153 = 46,4,0— 4,31 — 95,41 + 95,3,2 3 
5,4 = 46,50 — 64,1 — 95,4,25 

Ye = Qi1,0— 952,13 76,1 = Y7,2,0 — 2 Ge2,13 16,2 = 7,30 — 97,2, —— 96,3,13 
6,3 = Q7,4,0 — 97,3,1 — 96,4,1 + %6,3,23 
16,4 = 97,5,0— 97,41 — 9o,5,1 + 16,4,2 5 

\ 6,5 = 76,0 — 97,51 + 965,23 





welche unter Anderem dazu benutzt werden kénnen, um die q linear 
durch die r auszudriicken, welche ihrerseits nach Formel (23) Aggregate 
der p sind. — 


Ich erwihne ferner eine gewisse Relation, welche die q mit den 


Coefficienten (7) verbindet. Sei f(#) die linke Seite unserer Gleichung 
siebenten Grades, so hat man: 


f(%) = 9, f(a)=0, flv) =0 
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und also: 
| aq . f(%q) %o" 2,” 
Ex -f(%,) 2" a” |=. 
ay". f(y) ay 24” | 
Somit hat man die Formel: 


(26) Ga+t,u,9t (2) 9245, we (3) dept, u,» (4) 04s, ue W242, u,» 
+ (6) 241,04,» + (7) G2,n,» = 9.*) 


Setzt man hier: 
A= —1, 
so wird: 
(27) douy (2) aux (3) 3,2 (4) G2.u,y + (5) guy + (6) Qou,r 
= o,u+1,r41- U- 


§ 5. 
Darstellung gewisser Functionen S durch die (i) und die G. 


Von den Functionen P, L, die in § 3 eingefiihrt wurden, will 


ich die folgenden (deren Auswerthung besondere Schwierigkeiten macht) 
unter dem Namen G zusammenfassen: 


(28) Pr22, Psa2, Ps22; Lo, Ln, Ly, Ly; 
T22, Ds, Ds,3, L422, I43, Ty. 
Ich will nun zeigen, dass die Gréssen: 
Vinny Daur Tuy Vy Piuy-¥*, Pix Vy Pin Uy’, Pix 0? 
Aggregate der folgenden sind 
(29) Dixy Pr®y Dr's Di>y Dis Dr's Uys Pitty? Dy ly"s Pix «0 
(wo bei den p;, .v die i und x < 4 genommen werden kénnen). Indem 
wir alsdann nach den S summiren, erhalten wir Darstellungen be- 
stimmter Functionen S durch die Coefficienten (i) und die G. Ich fasse 
die betreffenden Ueberlegungen in eine Reihe einzelner Punkte zu- 
sammen. 
1. Die r sind nach Formel (23) Aggregate der p;,. — 
2. Diejenigen Producte 
Qiu 
bei denen 4 > 6 ist, lassen sich nach Formel (26) auf einfachere 
reduciren, und die, bei denen v > 0 ist, haben den Factor: 
u,v = — (7). 
Die iibrigen Producte: 
Jiu, 


*) Diese Formel liefert alle Beziehungen zwischen den (i) und q, welche in 
den q linear sind, 














Gleichungen siebenten Grades. 471 


bei denen also 4 < 7 und vy = (0 ist, sind nach Formel (25) auf die- 
jenigen Producte 


Yiu 


reducibel, bei denen 4 < 6 ist und diese wieder nach § 4 Formel (23) 
auf solche Producte: 


Pix 
bei denen 7 und x < 5 ist, also auf Gréssen (29). 


3. Ich gehe nun zu den Gréssen gq,» tiber. Diejenigen unter 
ihnen, bei denen 


A>6 
ist, lassen sich mittelst der Formeln (26), (27) reduciren, und die, 


bei denen zwar 4 < 6 aber v =O ist, mittelst Formel (25) auf nm, 
und solche gz», bei denen v > 0 ist. 


Es gilt also, diejenigen g zu berechnen, bei denen: 


A<6 und vy>0 
ist, namlich: 


G3,2,15 94,21) 75,21) 94,31) 95,31» 
95,419 94,3,2 95,3,2) 95,4,2, 95,4,3+ 
Die hierzu néthigen Formeln verschaffe ich mir auf diesem Wege. 
Zuniichst entwickele ich die p,” nach dem binomischen Lehrsatze. 


Ks ist: 

D> = Py +3p,+6us, 

Py = Py t4Ds, +6294 12 p, Us, 
(30) {p1° = ps +5pq, + 10py.-+ 20p, Us +309; 1 U5, 

P,° = Pot 6p5, + 15 py. +20 p53 +30(p, + 2p, +3.U3) Uy, 

Py” = P77 Poy + 21 pso+35pg3-+7(6py + 15p;,+-20p.o+-30p, Us Us. 
In die erste und dritte dieser Gleichungen trage ich fiir die 

Us, Pots, Py, Ug 
ihre Werthe aus Formel (22) ein, und erhalte: 
(31) fe = p; + 3 Po + 693,21, 
Pr? = Ds + Spy + 10s. + 209521 + 10q43,. 

Sodann ist nach Formel (22): 


(32) Us? = 94,325 Py Us” = 95,3,2} Pz U3” = G73,2 — Yo4,2 + Y,4,3- 
Endlich hat man nach Formel (23): 


(33) 15= 61,0 — 942,13 5,1= Jo,2,0 — 2 95,2,13 15,2=6,3,0 — Yo,2,1 — 95,3,1 ; 
15,3 = Qo,4,0 — %6,3,1 — 95,4,1+ 95,3,23 15,4=46,5,0 — %,4,1 + 45,4,2- 


Aus den Formeln (31), (32), (33) ergeben sich jetzt diese Werthe 
der q: 
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69321 = Pp, — ps; — 3pran, 
421 = 61,0 — 15 

245,21 = 96,2,0 — 15,15 

104431 = = =p, — p; — Spy, — Ops, — 20521, 

(34) ius th 
53,1 = 96,30 — 62,1 — 15,25 e 
$532 = =P Us”, 
641 = 96,40 — 63,1 + 95,32 — 15,3, 
95,42 = — Ge5,0 + 9641 + 15,4, 
95,43 = — 91,3,2 + 42 + Ps%;’- 
4. Die Producte qi,,,v?, bei denen v > 0 ist, haben den Factor: 
uv = — (1), 


die iibrigen Producte q,.,0v* lassen sich nach Formel (27) berechnen. — 
Die: 
Pix, Di x Us", Pixv? 
lassen sich nach Formel (32) durch die: 
Tayujv » Prius Giuy0* 
ausdriicken. 
Somit ist unser Satz bewiesen. 
Die nun folgenden Formeltabellen, in welchen Formen bis zum 
Grade 12 berechnet sind, sind im wesentlichen nach denselben Methoden 
aufgestellt worden, die wir jetzt bereits gebraucht haben. 


Die Summen: 
7 Giu,o V 


nimlich sind mittelst Formel (25) berechnet; die: 


>) Gr und > Gu, 


nach Formel (26) und (27). Die Summen: 


> Guns und > Gus 


bei denen 4 < 6 ist, sind nach den Formeln (34) und die Summe: 


Y 
> , Ga,u,0» 


bei denen 2 < 6 ist, nach den Formeln (25) berechnet. 


Die Summen: 
> Qa,u,ov* 


sind nach Formel (27) bestimmt. — 
Um die Gréssen: , 


> Pix?” 


und die P sowie die Aggregate der Z;,, zu berechnen, benutzte 
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ich die Formeln (22). Die Gréssen ZL, und Lg: berechnete ich ver- 
mége der Relation: 


a6 + (2) ay + (3) ay? + (A) a? + (6) ay + (6) = — OD ayy +o. 


Formeltabelle. 


Formeln vom Grade 0. 


pa 92,0 = 7(7). 


Formeln° vom Grade 1. 


i 31,0 = 0. 


Formeln vom Grade 2, 


= G40 = — 5(2), a 3,20 = (2). 


Formeln vom Grade 3. 
> 9321 = Pras = — ¥2(3), 
> 410 = — V2) — 6(3), 
>, 420 = — V8) + 303). 











Formeln vom Grade 4. 
> 100 = Ly, >) duos = Paar = Ly — (4), 
> dro = Ly —1(4) + 5(22), 
> %20 =2L, + 4(4) — (22), 
> Uso = Ly, + (4) + (22), 
3L, = — 4(4) — (4) + (22). 


Formeln vom Grade 5. 
L,= za 9s,,00 =— (5), 
> doo = 6(5) + 782) — 482), 
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> %2 =— 26) + 7262), 

he 431 =—=— V8 (5) — 2(5) = Prosi, 

> 430 =— V8) + (5) + ¥2B2) + (32), 
Psa _ V3 (5) + V2 (32). 





Formeln vom Grade 6. 
> a0 =Li:=3(6), >) duro = L, + 316), 
D 32 = Pass, : 
> a0 = Ly — (2) Ly + 3(6) — (222), 
> dor = — 2) L, — 4(6) + (42) + 23), 
> aso = — Pose + y+ (6) — 3 (42) — W283) + 3 (83) + (222), 
pA 9531 = L, — 2(6) — ¥2(33), 
Past = Poa — L, — (2) (Ly — (4) — 26) + Y8B3), 
Pso1 = — 2Po22+ L, — 2(6) — Y2(83), 
5 Ly = — (2) (L,— (4)) — 8(6) + 2(6) + 4(33) — (33). 





Formeln vom Grade 7. 
Les=1(1), >) qsov—=—1(1), >) ds100 = Ly, 
4 9532 = Psz2, 

>? a2a=— (3) Ly — 1(1) + 2(62) + ¥2(43) + (43) — 72822), 
> deo Ly + (8) Ly — 78 (43) + 4(43) — 5(62) + (822), 
> a1 =— 11) + V8 (52) + 2(52) — 72(43), 
>) G41= Poe + Ls + (3) (Ly—(4)) — ¥862) — 72(43), 

Psa = Paz2 — (8) (Z)— (4)) — ¥862) + ¥8(43) — 72822), 

Pi, = — 2 Py2a — Ly — (8) (Ly— (4)) —7(7) + 47262) +262), 

Py, = L; + (3) (L,— (4) — ¥862) — 72(43), 
— 6 Psza—5 L, =8 ¥2(7) +(6//2(8) —(8)) (LZ, — (4)) —45(7). 
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Formeln vom Grade 8. 
Ls, = — 2(62), 


a 413,00 = Lee, 
>) 45200—= Las —2(62), >) geyo0 = Ly + Loe — 2(62), 
> sar =— 2) L,+2(62) +78 63) —/3 (53) + 2(63)-+72 832), 
— (2) Poza + Ly + [ne + (2) Ly + 2(4) Ly — (62) 
> aso = | —V8(53) — 72(63) — 5(63) + 4(44) — 4(422) 
+ 4(332) + (2222), 
> dar = Lez + (4) (Ly—(4)) + 362) — 7363) — 2(63), 
> a2 = Lo: — 2) Pees + V¥2(63) — (62), 
> due =—Ly+(2) Pog2— (2) Ln — (4) (Ly — (4)) +7263) — (68), 
— Ly + 2(%) Pass — Bles — 80) L, — 20) 4, 
4+ 4/263) + 72 63) +3(63) + 2(44) + 72832), 
Pasa = L, + (2) Ly + 2(4) (Lp— (4) + 4(62) — 863) 
— /8(53) — (63), 
Prog = Ly+ Lo2—2(2) P222+(2) Lat (4)(Ly— (4)) —(62)+ (63), 
Pag =—L,+(2) Po2—(2) L, —(4)(Lp— (4)) +72 (63) — (63), 
Dd aaov? =>} vt = L, + Leet (2) L, + (4) Ly + (62) — (63), 
Pew | 2 @ Pasa + @) La —(— 22) (Lr O) 162) 
— V8(53) + 3/2(53) —3//2(832). 





Weds 





Formeln vom Grade 9. 
Lu, = — 2(72) — 3(63), 
Dd as900=Laet4(12), >) 6900 Ls2—4 (64)-+2 622) +372 (73), 
D> asov=— @) Ls — (8) L, — ©) (Lo— 4) — 363), 
L,+ Lsa—=— (2) L, — (3) Ly — (5) (L,—(4)) — 3(72), 
> ass =— @) Pose — (8) Poxa— (12) + 7263), 


Mathematische Annalen. XXV. 32 
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> das =Ls2+ (3) Pree —() (Ly— (4) +4 (72) + 7863) —3 (63), 
Pi32=— 2 Ps22— Ls2 — 2(2) Ps22— 3(3) Pee2+ (5) (L,— (4)) 
— 6(72) + 3(63). 


Formelu vom Grade 10. 
Ls. =— 3(73) + (— 4(4) + 2(22)) (6), 
> 400 = Las + V2(73) — 3(73), 
>) a200 =— (2) Lae + (6) Ly + 7(73) — 3(64) + 2(622), 
Iuo+ Ls33—=— (2) Loe + (6) L, — ¥8(73) — 2(73) + (64), 
>) aes0v =— (2) Loe + (6) Ly + V2(73) + (73) + (64), 
| — (2) Ly — (2) Loa+ (3) Pag.2— (22) L,— ((6) + (42)) Ly 
Dose =) + (22) Page + V2(T3) + (73) — 8 (64) + (622) + 2(55) 
E (532) + (442), 
> 4s = Ls — (4) Paza — (6) Ly + V2(73) — 3(73) — (64) 
| — (622) + /8(55) + 2(55), 
— Ls3— (2) L,— (2)L22+ (3) Peas + ((4)+ (22) Pare 
Pras = | — (22) L, — (42) (L, — (4)) +.4(73) — 2(64) + 2(622) 
— 78 (55) — (632), 
Lys — (2) Ly+ (2) Log— (3) Psga— (3(4)—2(22)) Pre 


— (22) L, — (42) (L, — (4)) — 2(64) + /8(65) 
+ 2(55) — (532), 





P 746 == 


> garov?= (6) Ly + V2(73) + (13) — 2(64) + (65), 
> d200? =>) pv? = (6) Ly + V2(73) — (73), 
>) pv? = 2(13) — 2(64) + (65), 
L, =— (2) L,— (3) L,— (4) L, + Y2(73) —(73)+-(55)—2 (6) Ly. 














Gleichungen siebenten Grades. 477 


Formeln vom Grade lI, 
Lo, = (— 4(4) + 2(22)) (7) + 5(— (6) + 2) ©, 
= 97,30 0 = — (2) Ls2 — (3) Log — 4(722) + 2(65), 
> deo = Lys — 2(1) Ly — 6(74), 
Dsz + Las = — (2) Ls2 — (3) Lo + 3(7) (L,—(4)) + 2(65), 
— (3) L, + (4) Pas + (32) Pees — (32) Ly 


> ssa =\—(2() + (43)) Ly — 4(74) + (722) + 2665) 
—V2(632) + 72 (633) — (633) + (443), 





Tus — (4) Psx2 — (5) Pos — (5) L, — 3(7) L, 
> (arastde59)= — 7(74) — (722) + 4 72 (65) + 3(65) 
— ¥2(632) — (632) + /2(533), 
— Lng — (3) Ly + 2(4) Pave + ((5) + (32)) Pros 
P. 5,42 = 


+ (5) — (82) Ly + ((7) — (43) Ly + 3(74) 
+ 2(722)—4/2(65) — (65) + (632)— (633)+ (443), 
— (2) Ps22 — (3) Ly, — (3) Lee — (4) Page 

Piss =) — (—3(6) — 2(82)) Paos— (32) Ly — (43) (Z,—(4)) 

— 2(74)— (722) + /8 (65) + 2(65) + (632) — (533), 

>) G10 0 = Lis — (3) Loa — (5) Ly — 2(7) Ly + (14) — 3(65), 
>, tago 0? = — 2(7) Ly + 3(74) — 65), 
> Pu? = 3(74) — (68), 
> ps0? = Lys — (8) Loa — (5) Ly — (1) Ly — 4(74) — 2(65). 








Formeln vom Grade 12. 
b Go50 0 = Ly, — 3(75) — Y2(732) — (732), 


> tov = — (2) Los + (4) Loa + (6) Ly — 1(15) — y3(732) 
+ 3(782) + 3(66), 


82* 
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Dss+ Ls, — (2) Las + (4) Loe + (6) L, — ¥8(75) + 2(75) 
+ V2(732) + 3(66), 
> Gaov?—= Lia — (2) Las — (8) Lg — (4) Log — (5) Ly — 3(75) 
— /8(732) + 2(642) — 2(732), 
> d200°= (6) L, + V8(15) — (15) — 72(732) + 3(66), 
> arov?= — 5(75) + 3(66), 
> px vt = — 6(%) + 3(66), 
> py 8 = (6) L, + Y8(75) + 3(15) — 3(732), 
Le -~Oiln-~Gin—Wila— OL— Of 
2 p, v -| — Y¥8(75) — (75) — f2(732) — 2(732) — 3(66) 
+ 2(642), 
— (2) Ing — (3) Ls2 — 2(4) Los — (6) L, + ¥8(75) 
ax -| — 4(75) — ¥2(732). 


§ 6. 
Gewisse Producte der P und Z werden durch Aggregate dieser 
Gréssen ausgedriickt. 
Nach unserer friiheren Angabe haben die Gréssen Piii, Do, 
Pryaaa, Pupiaa, La, L, die folgenden Werthe: 
P11 HLL, Ly Ly Vy Ly LyX, Li Hy Ly Le} Ly Ly Ly Xz XX, Ley Xj, 
Ly Hy Ky, Ly UyXeXy Ly Le XyX, + LH, LyX, L, + LyH, LL; 


+ %q%_%yX, + 2, Xy%,,,, 


x=6 


SD Et hy t+ hye) totes, 
0 


Puaaa= 


x= 
Toa aft 
Pp => (WE ig Hs) Ue Hep Trt, 


x=0 


x=6 
La =>) (0h + th gs H thgs) Mepetnp snp s tats 
x=0 


x=6 


Ty = (x -f- ae oa a 4s) Lee by41 Le 52y45- 


II 
i) 
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Multiplicirt man zwei P mit einander oder zwei L mit einander, 
so erhilt man 49 Producte. Dieselben zerfallen in 4 Gruppen, von 
denen die eine aus 7 Producten und die 2'e aus 42 Producten besteht. 
Die Summe der Producte einer jeden solchen Gruppe ist eine Function S. 

Die Glieder der 1" Gruppe der Producte: 


Pua >> PrPuts, PapiaaPutiasr, L,> Paper, nly 
entstehen aus den Producten: 
Pr Puts”, 
Pr Puts", 
Pr Pur’, 
PAPyv® 
durch die Substitutionen S; ihre Summen haben daher die Werthe: 


» Pa Puy* und > Di Pur? 
Die Glieder der 2'" Gruppe obiger Producte entstehen aus den 

Producten: 

(a4  Xq* + ag") (Lo 4 Ly + Ue) Xp XyHe + Hy XH; , 

(aq* + y* + ag") (Bg + Hy" + By) Hy Lye » Ly My Xs, 

(aq* + aq" + ag) (wy - He MyM) Hy yy Ly + XyXyX_ Xe, 

(qt + aty* + mgt) (ag ay + Us) Hy Hy Wy My - Wy Hy Ly Me 
durch die Substitutionen S. Nun befindet sich unter letzteren unter 


andern die Substitution ¢ : 8) durch dieselbe gehen unsere Pro- 
ducte in diese tiber: 


(2o* + x44 + 254) (ag + ay" + 2") X70, 

(Xq" + ay! + 205") (gt + Hy + Lol) X70, 

(aq + x? + 254) (wy + ay + aM) 272,70, 

(xy" + a4 + 2&5") (Xo + HM + agM) 2,757. 
Addirt man sie zu den obigen Producten, so erhalt man Ausdriicke, 
aus denen durch die S im Ganzen 21 entstehen, deren Summen die 
2'e Gruppe der Glieder obiger Producte ergeben. 

So gelangt man zu den Formeln: 


(35) P. a>, PaPuts + Pasrga Putiaar 
w" >. Pi Putts? + >)n,? 0 (Saf 94 — ay? — 5") (Su Xu" — By" — ag)? 
(36) I, a papery + Li Ly 


=2 me Pr Pu? + > @,? ag? v (Saag — ary —atg") (Sup Hy" —2"— 2g"). 
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Hier entstehen nun rechts in der That, wie in der Ueberschrift 
dieses Paragraphen in Aussicht genommen wurde, bei Ausmultipli- 
cation der einzelnen Glieder Terme P und LZ. Ich werde die Formeln 
(35), (36) weiterhin dazu benutzen, um Gréssen P, L mit héherem 
Index auf Producte niederer zuriickzufiihren. 


§ 7. 
Berechnung der G. 


Die nunmebr gewonnenen Formeln gestatten uns jetzt, die G 
(und ebenso die noch riickstiindigen nicht in diese Bezeichnung ein- 


geschlossenen P und L) als ganze Functionen der (i), (i) darzustellen. 
Wir haben zuniichst aus (35), (36): 


Piss = Poo. + 2L,, 
Pris Pras == Ps22 + L, a 7(7), 
Pras P3i3 =— Pr22 a I, — 2 (2) L, aaa 2Le2, 
Praga Pais = Pse2 + L, — 3(3) L, — Lesa, 
Poi Psi + Pras (Para + P32) = 2 P22 + 2 Prise + L, <x 2(2) L, 
+ 14(72) + 3(63), 
L,? => v? + 2 Lz2, 
LL, =>) p,v? — Lig — 2(2) Leg — 3(2) Para, 
L,L, => pv? — Ls2 — 3(3) Lae — (7) Para, 
L,L,= >) 940? — Lea + (— 4(4) + 2(22)) Loa — (7) Para. 
Hiermit nun combinire ich die folgenden Formeln des § 5: 
Pris =—V2(3), Porr=L,—(4), Psis=/8(6)+/2(32), 
Para = Peas — L, — (2) (Ly—(4)) — 26) + ¥8(33), 
P21 = — 2 Pooe + L, — 2(6) — V2(33), 
Poa = Ly + Lay — 2(2) Pass + (2) Ly + (4) (L,—(4)) 


— (62) + (53), 
Pi32= — 2 Ps22 rt Ls, mn 2(2) P32 _ 3(3) P22,2 


+ (5) (Z,—(4)) — 6(72) + 3(63), 
> v= Ly + Los + (2) Ly + (4) Ly + (62) — (63), 
>, P20 = 2(73) — 2064) + (65), 








(37) 4 
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>, Ps? = Las — (8) Lae — (6) Ly — (1) Ly — 4(74) — 2(68), 
Ls — (2) Ls3 — (3) Ls2 — (4) Loe — (5) L, 
D> Pi? =) — (6) Ly — V8(15) — (15) — 72 (732) 
— 2(732) — 3(66) + 2(642), 
3L, = — 4(@) — (4) + (22), 
5 Ly =—(2) (Z,— (4)) —8 (6) +-2(6) + 4(33) — (83), 


— 6 Ps2—5L5=8/2(7) + (6 (728) —(8))(Ly— (4)) — 45(1), 


L, + Ls2 = — (2) L, — (3) L, — 6) (L,— (4) — 322), 
Ine + Ls3 = — (2) Los + (6) L, — ¥8(73) — 2(73) + (64), 
Ls + Las = -- (2) Lsa — (8) Loa + 3(1) (Lp— (4)) + 2(65), 
Ls3 + Las = — (2) Ls3 + (4) Loa + (6) L, — ¥8(75) + 2(75) 
+ 73(732)+ 3(66), 
Lea = — (2) Ls2— (3) Ls2—2(4) Lo2— (6) L,+/8(75), 
— 4(75) — V2(732). 


Hieraus aber folgt unmittelbar fiir die 13 Gréssen G: 


Pree = — 2L, + 2(33), 
Psa = — L, — ¥2(3)(L,— (4) + 7D, 
Psa9 = — Ls + Ls2 + 3(V2(8) + (8) L. + ¥282)(LZ,— (4) 
+ /8(63) — /8(333) — 4(833), 
3 Ly = — 4(4) — (4) + (22), 
5L, = — (2) (L,— (4)) — 86) + 2(6) + 4(33) — (83), 
L, = — (3)(L,— (4)) + 8V2(7) — 3%), 
7L, =(L,—3(4)) (Ly — (4)) — 10 (2) L, + 2(62) — 12(63) 
— 2(53) + 6 (332), 
7 Ina = (2L, + (4))(Ly— (4)) + (2) Ly — 3 (62) + 4 63) 
+ 3(63) — 2(332), 
_{[—@L,— 428) —3@)2,-V8G®)+6)(—) 
** | — 35(72) — 87/3(63) + 9(63) + /8 (833) — 2(333), 


TLs 
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(37) 


D4 pv: 


(38) 


In2 = — Ly L, — 2(2) Lo2 + 32 (73) + 2(73) — 2(64) + (55), 

Ls3 = Ly L,-+(2)L22+(6) Ly — 5V2(73)— 4(73) + 3 (64) — (55), 

2 Lis = L, L, — (2) L32+3(3) Le2+ (5) L,+ 5(7) 2,—2 (74) + 4(65), 

LL, — (2) Laz + (2) Lss + (3(4) — 2(22)) Lae + (5) Ly 

Lys = + 3(66) — 2(642) + 6 /2(75) — 3(75) + 2 (732) 
+ 2(732). 


Ausserdem erhilt man noch diese Werthe fiir L,, Ls, Ls, 








— 6(2) L, + (4/2(3) — 10(8)) L, 
Ths =) + (v8) — 6(6))(Lo— (4)) + 14(72) + 8 72(63) 
— 9(63) — f8(333) — 2(333), 
}  BLgg = — LL, — (2) Las — 5(8) Lne— (5) + (NL, — 4(74), 
— Ly L, + (2) Las — 2(2) Las — 2 ((4) — (22)) Las 
— (5) Ly+ (6) (L, + 2(42))—8/2(75) + 5(75)-+2 (732), 


D> pyv? = Ly Ly + Lox + (4(4)—2(22)) Loe + V8(75) +72(732). 
Diese Formeln bleiben ungeiindert bestehen, wenn man 


P, L, (i), @ 


Ls,3 — 








iiberall durch 


P, L, (i), 


ersetzt, wir haben durch sie also unmittelbar auch die P und L 
berechnet. 


g 8. 
Beweis, dass alle Functionen S ganze Functionen der. (i), (7) sind. 


Wir kénnen den Beweis des in Aussicht genommenen Satzes: 


dass alle Functionen S ganze Functionen der (i), (i) sind, jetzt folgender- 
massen fiihren. 





In § 5, (7) sind die Z als ganze Functionen der (i), (i) dargestellt 
worden und iibrigens die P durch die LZ und die (i). Wir wollen 
nun immer verwickeltere Functionen S in dieser Weise darstellen, 
schliesslich die allgemeinsten solcher Functionen. Die Symbole A 





4), 


2), 
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und H, welche ich dabei zur Bezeichnung gewisser Functionsclassen 
gebrauche, sind in § 2 definirt worden. Unter F verstehe ich all- 
gemein eine ganze Function der (i), (7). 
Wir erinnern uns jetzt zuniichst der Formeln: 
y= H+%+2,—4,, 
Py = 2, Ly + LyX + XX, = Uy, 
Pray = ty 1H, X, > Ly Xz Hy LyX, He + Lys Xe + Hy X_e, + Ley Xo, 
Potty “PX, H_ Hy (Hy? + XQ” + 4?) + %y%_X, ("? + 2? + -,?) 
Praia = HF Hy, He (as? + Xz? + eg?) + Hy 5% (Uy? + By? + my?) 
tH, 5%; (x? + xe? 4+ 2,7) + %%_%_(X_? + a? + 2,7), 
Ly = 0 + 3% ys o> LyX, He ey + Xs Hy Xy Ly Ley Ly Ly+ LyX, yy 
+ XH; 3%, 
DoU Wy Hq Wy Xe (ay? ay? + 4?)  HyX, He Xp (a, + Uy” +2”) 
L,= FP Ugly Hy X, (Ly? Hy? He") + Lesa, Ly (ay? + 2? aq") 
fq Hy Ho Ws (ar,? + 4? 2,7) + Hy Hy Xs Hy (Me? + Ly? +2”). 


Aus ihnen kénnen wir erschliessen, dass sich die Summen: 


PD) Ax, D Ax, 5, 
(39) a AX xr, X, Ps AX, Hy X6(Lq? + a, + a), 
Ds AX, %3X_X,, a AX) 5 %_%5(%? + 2? + x5?) 


als Functionen F darstellen lassen. 
Das Namliche gilt fiir die Summen: 


a Ax,  &.%4; > Ax, H, a Ax, x, H. 
Denn wir haben nach § 2 die Formeln: 
ty® = Ay + A,X + Apm, xg, 
H = Ay + (A; — 2? Ap) (42% + 2425) 
+ A, (x_2, (aq? + %q? + %q”) + Hy hy (aq? + 2? + a2), 
H = Ay + (A, — 2%? Ag) (%_.%— + 2425) 
+ A, (a,ar6(ay? + a, + 57) + %,%, ("97 + 2,” + a?) ’ 


und also sind unsere neuen Summen lineare Verbindungen der (39). 
Nun erhalt man iiberhaupt Functionen H, wenn man Producte: 

Lo” ays a's aehs 
iiber die S”’ summirt. Daher sind die Summen: 
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(40) > Ax, 2% 2,4 7,4 2%, > Ax, %y 2% 2% 7," 2% 


Functionen F. Weiterschliessend finden wir das Gleiche fiir die 
Summen: 


(40 «) p Ax hah a; x, 
welche symmetrisch in den 2, %,, Z;, 2, sind, sowie fiir die Summen: 
(41) > yh (ary ay + xh 2%) 2% xh 2% 2, 


welche Aggregate der Summen (40) sind, weil man Formeln der 
folgenden Art herstellen kann (§ 2, Formel (9)): 


tg’ (a,% ay + a, xh) = Ay + Aya + Apa, 23. 
Jetzt kann man vermége der Formei: 
2 Pra = 2% (4, 23 + L_%y + 1yXy) + (Hy + Ly) (Hy + Xe) (%, + 45) 
+ (a, — a) (a, — a4) (a, — 25) 


die Summen: 
(42) > Ig ( ae," Lyl* aight 224M) (a, —- Xy) (1% — Ay) (@, — Xs) BHM a bar, 


auf die bereits behandelten Summen zuriickfiihren. Daher sind auch 
die Summen (42) Functionen F. Hieraus aber schliessen wir das 
Gleiche fiir die Summen: 


Sy (aryM* ayes - aM aM) (2, — 2) a> 2% 2% 2%, 
> ty’ (ay 24% + wh 2,%) Xo x," 0,4 ahs 
und also fiir alle Summen 
(44) > High 2, 29" ay a, 154 eM, 


Aus ihnen aber setzen sich die allgemeinsten Functionen S zu- 
sammen. Daher ist unser Satz bewiesen. 


(43) 


§ 9. 


Die Gréssen C,,. 


In § 2 bereits haben wir gewisse Gréssen C;,, definirt: 


(45) Oy = a yt a," 
die wir bisher nicht gebraucht haben, die uns aber spiater niitzlich 


sein sollen. Wir wollen daher unsere bisherigen Rechnungen be- 
nutzen, um auch diese C,,, explicite durch die (%), (¢) darzustellen. 
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Wir bemerken zuniichst Folgendes. Vertauscht man in den C,, 
die z und z, so geht (,, in C,,, tiber, mithin ist: 


(46) Cap = Cya- 


Nun war 
V2 - t= Ly + X%, + Xz = py. 


Daher kénnen wir C;,, auch folgendermassen schreiben: 


1 1 
(47) Chu = Spar Dy) te PY = pe BP 
Hier haben wir fiir 40 oder 4 = 1: 


| Cou =8,, also Cip = &, 


(49) ; = 5 
| Cu ~ (Vay a pitt! = V2 Su41, also Cir = V2. Says. 


Ferner ergeben die Formeln: 
— (7 
f(x) = 9, fEd =). a2, +0 
die folgenden Beziehungen fiir die C,,: 


Crpin + (2) Caps + (3) Cops + (4) Cats + (5) Crpoye 
+ (6) Citiu + (7) Gin = 9, 
(50) } Coy + (2) Cau + (3) Crue + (4) Cou + (5) Cre + (6) Coy 


1 
—= V2" 4 PY Di, Y- 


Um jetzt weitere Relationen zwischen den C zu erhalten, gehen 
wir von der Formel aus: 


Py — Xo =X + 2p. 
Aus ihr folgt zunichst diese: 


i (p, — %)" = e (a, + 25)", 


ad 


= {p" if (7) pay + (3) py a? +e + (— 1)" (5) pra" 
a +(— iP (7) PX" + (— 1)r"} 


—B lint (met (mae 


oder ausgefiihrt: 
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372" s, — (7) V2 Cyra + (5) V2"? Cz,-2 ++» (— 1)? 2C,_-22 
+ ir (7) V2C,11 + 3(— 1)’s, 
~{6-G)—G)--]0+ @anet Gare 
V2 (3 — (1) Sy + (5) V2"? Coy-2 ++ 2(— 1)’-? C,_2,2 
—{—2({) m3 ¢ 7-2. + (3) os 
+ (3) S583 ° °° 
(De letzte Glied ist (>=) fet Sot oder t (>) ) ° 


2 2 


Trigt man hier fiir v die Werthe 4,5,..., 10 ein, so wird: 


( 3C22 = 8, + s, + 3(22), 
10 (2 Cz3 — Cs2) = 42 s, — 88, + 5s, 55, 
60024 — 40/2 Cs5 + 30 Cr, = 245, — 16s, + 15,5, + 10s,?, 
84 V2 Crs — 140 Cy, + 70/2 Cys — 42 Cre = 32 V2 5, — 68s, 
+ 21s,s, + 35s,s,, 
224 Cog — 224 V2 Cs,5 + 280 Cys — 112 /2 Css + 56 Coz 
(1) = 80s, — 108 s, + 28 s,s, + 56 s,s, + 35 s,?, 


288 /2 Co7 — 672 Cy6 + 504 V2 Cy; — 504 Cs, + 168 2 Cos 
— 12 Crs 
= 96 V2 5, — 264 s, + 36 s,s, + 84 5,5, + 126 s,s, 
720 Co, — 960 V2 Cs7 + 1680 Cy¢ — 100g 2 Cs,5 + 840 Cos 
— 240 f2 Crs + 90 Cas 
= 2245,, — 4885,) + 45s,s, + 120s,s, + 210s,s, + 126s,?. 





Ersetzt man in den 6 letzten dieser Formeln die C,,,, s, s durch die 


Cru = Cua, 8, 8, 80 gehen sie in diese iiber: 
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10 (2 Cs2 — Crs) = 42s, — 85, + 5s, 5, 
60 C12 — 40 2033 + 30024 = 24s, — 16 s, + 15s,8, + 108,?, 
84/2052 — 140013 + T0//2Cs4 — 42C25 
= 32/2 s, — 68s, + 21s,s, + 35s, 5,, 
224 Cy2 — 224)/2 Cs,3 + 280 Cu, — 112 /2 Cys + 56 Cog 
= 80s, — 108s, + 28s,s, + 56s, s, + 35s,?, 
288 y2 C; 2 — 672 Cg3-+ 504 j/2 Cs,4 — 504 Oy 5-+ 168 7/2 Co6 —72Co, 
= 96 //2s, —264s, + 36s,s, + 845, s,+126s, s,, 
. | 720 Cas — 9607/2 Cr2 + 168004 — 1008/2055 + 840 Cy 


— 240 f2Cs; + 90 Cos 
\ = 2245,, — 4885,,+45s,5,+ 120s, s, + 210s, s,+ 126s,?, 


(52) 





Diese Formeln reichen hin, um alle C durch die: 
@, @), P, L, PL 
auszudriicken. 


Um nimlich die C,, zu berechnen, bei denen 4 > 6 ist, be- 
nutzen wir die Formeln (50), und in analoger Weise die entsprechenden 
Formeln, falls « > 6 sein sollte. 


Die Co, und Cao, sowie die C,, und C,; berechnet man aus (49). 
Um die 


Cre, Cs,2, Caz, Cs, Co2; C33, Ci, Css 

zu bestimmen, bediene ich mich der Formel (47). Die 
C23, Coa, Cos, Coe, Cra, Cas 
folgen dann aus (46). 
Endlich werden die 
C4) C,5, Cs,45 Cs,5 
aus (51), (52), die 
Cons Cras 

aus (50) bestimmt [immer in Verbindung mit (46)). 


Ich stelle die solchergestalt resultirenden Werthe der C,, in nach- 
stehender Tabelle zusammen: 


Tabelle der C,,. 


Cro = 0; Cro= 83 Coo= 533 Cao 83 Coo 853 Cio = 85; 


On = 0; Coe = S$; Cos = 8335 Cyw= 845 Os = 853 Coe = S,- 
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Cu=/2s,; C21 = 2s; Crr=V/25,; Cir = 25,3 Cr = 254; 

Cur=V2 5,3 
Crap 283; Cis— 251; Cis 2 55; Cs = 256; Cig= 287; 
Co2= = 8 + Pais; G2= + 885 + Pair; G2= = 88 + Puig; 
Cra= > S_ 5S; + P5.1,13 Cag @ 5256 + Porn; 


V8 Css = — 4s, + 38,8, + 8,27 + 6 Para + 3 Poou; 
V8Ci3 = — 48, + 38,8, + 838, + 6 Por + 3 Pye; : 
V8Cs3 = — 48, + 35,5, + 5,5, + 6 Pera + 3Ps21; 
3 = +8 083 + Pais; Cra = = 8254 + Pais; 
C25 = > 8085 + Poin; Qse= = + 8236+ Pos, G 
V8 Cs4—= —487+3 8,85+ S384 +6 P5143 Paes; 
V8 Cs5 = — 435 + 3554 + 9355 + 6 Porr + 3 Poon. 


224 Cog + 224)/2 Cs, + 1127/2 Css — 56 Ce, 


280 Cx -{7 ‘6 
+ 80 ss — 108s, + 28s,s, + 56s,5, + 35s,?. 


— Cr = (2) C52 + (3) Cas + (4) Cs,2 + (5) Cos + (6) Ci2 + 3(7) Cog; 
— Cn1 = (2) Ons + (3) On, + (Cas + (5) Coe + ©) Car + 3(7) Crp. 
Jos = — (2) Cus — (3) Css — (4)Cas — V2 (5) & — 3(6) 55 


3 5 3 : 
Ve + 7/2 (72) — ys 


Cs,6 = — (2) Cs — (3) Css — (4) ys — V2 (5) s, — 36) 8, 
3 5 (7 8 (a5 
+ 7 Ess + 172 (72) — T= (68). 

















Gleichungen siebenten Grades 


489 
— 36 y2 C21 +56 Cs + 84 V2 Ces — 84 Cr2 _ 28 sy — 12s,, 
+ 6/2 828; +14)/2 8386 +21)/2 485 +6s,s,+148,5,+215,5, ; 
—36 2 Cr2+ 56 Co3+ 84/2 Cr.6— 84 Cr,7 —288, — 1259 
+6/2s,s, +14/2s,s,4+21 /2s,s, + 6s, 

+14 5386-21 sus5. 


84054 _| 


840.5 = 





Cas =“ (2) Co2 + + (3) Cs,2 + (4) Cy + (5) C32 + (6) C22 + (7) C193 
— C2 = (2)Cx6+ (3) C25 + (4) Cra + 6) os + Oe + 1) Cr; 
— Cys = (2)C53 + (3) Cas + (4) Css + (5) Cos + (6) Gis + (7) Cos3 
— O57 = (2) Css + B) Osa + @ Crs + (5)Cs2 + ©) Csr + (Cro. 


— (2)Ca4— (3) C34—(4) Cx4—V2 (5) 8s —3 (6) S 
| + Lae + 3 Las +4 6), +972 (73) +3(73); 


— (2) Cua — (3) Cus — (4) Cu 2— /2 (5) 8, —3) 8, 








| 4 Last 2 Tse + + Oa +972 (73) +3 (73). 
720 Co,3 — 960 //2 Cy,7 + 1680 Cy,6-+ 840 Co 
1008/2 C5} — 2407/2 Cz3 + 90Cs2 — 224819 -+488s,,—455, 8, 
—120s,s, —210s, 5, —126s,2. 


{ — (2) C,s—(3)Cos— (4) Cos —/2 (5) —3(6) 5 

Coa) + gpg bart pg Las + pq (6)8,— 1072 (1) (Ly — (4)) 
| 75 (D8i— Fy (22); 

(2) Cs) Css @) Co—V2 0) 8O)s 

Cs6=4 + —; iv Ls2+ = We Lus+- 7 (6)ss—10//2(7)(Z.— @)) 
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— (2) Ce — (3) Cxe— (4) Ore +S Lss+ = Lis 
Coo) — /2 (5) 8: —3(6)5s+ = Lost = (6)s,+ 15/2 (75) 
75 = 15 - 
— 15 (15) — J (182) —-P (732). 


Die P, L, P, L, welche hier vorkommen, hat man sich natiirlich 
durch ihre Ausdriicke in den (i), (¢) ersetzt zu denken. a 


§ 10. 
Relationen zwischen den Coefficienten (i), (7). 


Wir haben in den friiheren Paragraphen alle Mittel gewonnen, 
um nun auch alle zwischen den Coefficienten (i), (i) bestehenden Re- 
lationen aufzustellen. Da die Zahl der linear ynabhingigen z sechs 
betriigt und (2) = (2) ist, so wird es finf unabhiingige derartige Re- 
lationen geben. Damit ist natiirlich nicht gesagt, dass die fiinf Re- 
lationen, welche ich im Folgenden ableite, fiir sich genommen die 
Abhiingigkeit zwischen den (i), (¢) rein darstellen. Aber sie geniigen 
fiir den Zweck, zu dem wir sie im folgenden Abschnitte gebrauchen 
werden. Uebrigens kann man alle anderen existirenden Relationen 
genau auf dem hier eingeschlagenen Wege auffinden, womit allerdings 
die gegenseitige Abhingigkeit dieser Relationen noch nicht klar- 
gestellt ist. 

Ausser den Formeln, welche wir in § 7 aus (35), (36) abgeleitet 
haben, bilden wir uns hier aus ihnen die folgenden Formeln: 


0 = — Py Ps, + Pose + Ly — Ing — (4 (4) — 2 (22)) L,, 


’ 


San { on Poaa — Praa(Ps11+2 Ps3,1) +2 Po22+4 Piss + Ly —Lne 
—4(2)L,+8(2) Lo2+4(22)L,—6(1I) Prana, 


0 = — Pyar Pear + Prae + LD, — Ds — 5((5) -s (32) L,, 
aw P31 Paaa— Piaa( Peta + Pas2) +2 Pie2+2 Ps42+ L,—Lu3s 
| — 2(2) L, + 2 (2) Ls.2—3(3) L,+6 (3) Lo2+ 6(32 L,— 2(7) Porn, 
eat fF Done t 4g putt leet Slat 40) In 
— L2—L, Ly—2 Ly L22+-4 (22) Lo2+3(7) Ps 114+6(72) Paar. 


Es gilt jetzt nur noch, dieselben zu transformiren, Hierzu benutzen 
wir eine grosse Anzahl von Formeln der § 5, 6, die ich folgender- 
massen zusammenstelle: 





62 2h oe 


) 
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I. 
— Pris Pia = 2B) {— L, —(728)-+(8)) (Ly — (4) +79) 
—/8(52)+/8(43) —/2(322),, 
(2) L, —2(2) Lae (3) L,+ (6(4) —2(22)) L, 
Poa — Las =) + 1/3 (33) (Ly — (4))—7 (73) —2.(64) — (622) 
+ /8 (55) +2(55) + 4 (532) —6(433) +-2(3322), 
L, = — (2) L,—(3)L,— (4) L, + V2 (73) —(73)+(65)-2(6) Ly, 
Ls3 = Ly L,+ (2) Le2+ (6) Ly — 5/2 (73) — 4(73) 
+3 (64) — (66), 
— Igy = Ly L,+2(2) Lo2—3 //2(73) —2 (73) +2 (64) — (55). 


Il. 
— P31. = — 8 (55) —8 (532) —2(3322), 
— Py (Po1a+2P a3.) = V2 (3) | Ly— (7208) —(8)) (Ly — (4) +79) 
—6/2(52)—/2 (322)}, 
2(2)L,—4(2) Lee -+2(8)L, 2 (6(4)—2(22))L, 
2(Poa2—Lss)=) + /8(33) (Ly — (4))— 14(73)—4(64)—2(622) 
+4)/2(55)+4(55)+-8(53 2)—12(433) + 4 (3322), 
4(2) L,—4(2)L22—4(3) L,—8(4) L, 
4( Prag — La) =| —(4(6)+-4/2(B3))(Ly—(4))4+8/2 (73) +52(73) 
—16(64)-+-4(622)—8 j/2 (5 5)+-16(53 2)+-8(433), 
L, =—(2)L, — (3) L,—(4) L,—2(6) Ly 
+ V2(73)—(73) + (65), 
3 Lug = —3.L, L, —6(2) Ly, + 9/2 (73) +6 (73) 
— 6(64)4+-3(55), 
2 Ls3 =2 Ly L, +2(2) Lza+2(6) Ly— 10/2 (73) 
—8(73)-+6 (64) —2(55). 


Mathematische Annalen, XXV. 33 
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Ill. 
~2P 11 Pas, =8(8) (La2+3(2) Ly +((22)— (4) (Zp —() +62) 
— /8(53) + 3/3 (53) —2 (332) —3/2(832)), 
2 (2) L, — 2 (2) Ls,2-+2(3) L, —4(3) Le2+ 2(4) Z, 
+ (12(5)—6/2(82)— 10(32)) L, 
2 Proe =) + 78 (3) ((4) —(22))(L,— (4))—18(74) — 2(722) 
+4/2(65)+4(65)—4//2(632)+-8(533) 


(— 12 (533) +4)//2(333 2) + 12(3332), 








2L, ——2(2)L,—2(3) L,—2(4) L,—2() L, 
— 6(7)(L,— (4)) +2(65) —6(74) 
—2 Ls. = Dy L, + (2) L324 5(3) Le2+ (5) L, 
— (7)(L,— 4)) +3(74). 
IV. 
— 2 Py, Pag =2(V8 6) + 7282) (3.L,+(2)(Ly— (4)) 
+2(6)—2(33)—/8(83)), 
— 2Piyi(Pora+Pssa) = V8) | — Ly-+2L22+(2)L,+ (22)(Ly—(4)) 


+ 6 (62) — 4 (53) —4/2(53) + /2 (63) — 2(63) —3/2(832)} , 


4(2)L, —4(2)Ls2+4(3) L,—8(3)L22+-4(4)L, 
+ (24 (6) — 12/2 (3 2) —20(32)) L, 
4 Pras =) +428) ((4)—@2)) (Ly — (4))—36(74) 
—4(722)-+8)/2(65)+8(65)—8 //2 (632) 
+ 16(533) —24(533) +8/2(3332) 
4-24(8332), 
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4(3) L, —4(3) L22—8(4) L,—4(5) L, 
tase (4(7) — 872 (48))(Z,—(@) +72 (i) 
+8 (722) — 16 //2(65) —4(65) + 16 (533) 
+8(533), 
2L, ——2(2) L,—2(3) L,—2(4)L,—2(5) L, 
— 6 (7) (Z,— (4)) —6 (74) +265), 
— 6 lus =—3 Ly L,+38(2)Le2—9(8)Ias—3(6) L, 
— 15 (7)(L,— (4)) —9(74) — 1268). 


V. 
2( >’ p,v? — Lox) =2 Ly Ly + (8(4)—4 (22)) Loe 4/2(15) 
+/8(732), 
4 >! pov?=—24 (15) + 12 (66), 
2 Ly L, +(6(4) —4(22)) Loe +2(5) L, 
2 Lua +2(2) Liz —2(2) Lys =) + 127/2(75) —6(75) + /8(732) 
+ 4(732) +6 (66) —4 (642), 


3(Le2+ (2) Ls2)—= —3(3) Ls2—6(4) Loe —3(6) Ly 
+6/2(75) —12(75) —3/2(732), 
— (2) Lug =(2) Ly L, +2(22) Lo2—3 /2(732) 
— 2(732) + 2 (642) — (552), 
2 (2) Ls3==2 (2) L, L, +2 (22) Loe 2 (62) L, 
— 10/2 (732) —8(732)+-6(642) —2(552). 
Auf solche Weise finden wir: 
(68) Om 2 Ly Ly + (2) La2—/2 (8) Ly+(4)L, —((6)4+-263))(L,—(4)) 
— 14(73) 4+ 2(64) — (622)-+ 7/8 (55) + (55) —2(433), 
— Ly Ly+ (2) L, +(/2(8) —3(3)) Ly —4(2) Loe +3(4) L, 
4) 0= —(4(6)+ 2(83) + /2(83))(L,— (4)) + 21/2 (73) 


+35 (73) — 20 (64) +2 (622) — 8 (55) — 4/2 (55) + 6 (55) 
+4(532) — 4(433), 


33* 
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oan | Lots —2)La2t (V8) + @)) Lag+O)Ly 17) Ly14(74) 


55D 
on | 2 (722) 4.4/2 (65) +.6(65)—//8(632), 


—3L,L,—2(2)L,+3(2)Ls2 —/8(3) L, 

+ (4/2 (3) —9(3)) Le2—6(4) L, 

56) Om +(—21(7) +4 )/2 (52) —4/2(43))(L, — (4)) 

+ (12/2 (5)+ 15 (5) — 4/2 (32) — 8(32)) L, +21(74) 
+4(722) —6(65)+-8 /2 (632) — 16 //2(533) — 12(533) 


— Le +31, L,— 2 Ly L243 (2) Ly L,+ 8(4) Le 2—3(3) Ls, 
(57) O=}+2(5) L,—3(6) L, + 2(62) L, +28 //2(75)—42(75) 
— 1217/2 (73 2)— 6 (732) + 18 (66) —-3 (552) + 4(642), 





wo wir uns fiir die Z nun noch die friiheren Werthe eingetragen 
denken miissen. 


Dies sind die fiinf Relationen, welche ich in Aussicht nahm. Die- 
selben gestatten (niimlich die vier ersten derselben), die Coefficienten 


(6), (6), (7), (7) rational durch die anderen zu berechnen. Tragen 
wir die entstehenden Werthe in die letzte Relation (57) ein, so erhalten 


wir eine Gleichung, die in (5) und (5) bis zum sechsten Grade auf- 
steigt. Hiermit sind die beziiglichen Angaben der Einleitung aufs Neue 
vollstiindig bewiesen. 


Abschnitt I. 
Die Normalformen unserer Gleichungen 7" Grades. 


§ 1. 


Die Klein’sche Gleichung siebenten Grades. 


Bereits in der Einleitung wurde der ausgezeichneten Gleichungen 
siebenten Grades gedacht, welche Herr Klein in seinen hierher ge- 
hérigen Untersuchungen aufgestellt hat. Betrachten wir insbesondere 
den speciellen Fall, den wir als kanonischen bezeichnen wollten, so 
lauteten dieselben [Formel (8) der Einleitung]: 








w Ww ¢ 
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“i+t7- hag. tL y-ot 1. St! pe —Omo, 


B47: mist, v.97. SoIEt wi oo. 

Hier ist also (2) —=(2)=0, (4)=0, (4)=0, (5)=0, (5) =0, 
wihrend (3), (3), (6), (6), (7), (7) in charakteristischer Weise an 
einander gebunden erscheinen. Ich will hier zeigen, dass wir genau 
zu diesen Gleichungen kommen kinnen, wenn wir fiir’s Erste nun 
(2) = 0, (4) =0, (5) = 0 setzen und dann von den eben aufgestellten 
fiinf Relationen zwischen den (i), (i) Gebrauch machen. 

Es sei also: 
(2) (2) = 0, (4) =0, (5) = 0. 
Die Relationen (53)—(57) des vorigen Abschnitts nehmen dann zuniichst 
folgende Gestalt an: 


(1) 


(3) O=2L,L,—/2 (3) L,—((6)+2(3)) L,—14(73), 
(4) 0=—L,L,+(/2(3)— 3(3)) L, —(4(6) + 2(33) +4 12(83) L, 
+3)/2(73) +35(73) —8 (55), 
(5) O=—L,(L,—7(7))+ (78 3)+ (3)) Loa +4/2(65), 
(6) 0=—3L,(L,+7(7)) —/8(3) L, + (4/2(8)—9(3)) Lee 
+ 12)/2(5) L, — 167/2(533), 
(7) O=L,?—3L,L,—2L,L22+3(3) Ls2+3(6)L, 
+-28 7/2 (75) — 18(66). 


Die hier auftretenden LZ haben nach Formel (37) des vorigen 
Abschnitts [in Folge von (2)] nachstehende Werthe: 


3L, = — 4(4), 
5L, = — 8(6) + 2(6) + 4(33) — (33), 
L, = — (3) L, + 8/2(7) — 37), 
(8) J 7L,= — 12(53) + L,?, 
7 Le2 2L,? + 4(53), 
7 Lsa = — (4/2(3) —3(8)) L,—/8 (5) L, 8/2 (63) +963) 
+ 8 (333) —2(333). 


Tragt man die Werthe von L, und Le, in die vorstehenden Formeln 
(6) und (7) ein; so erhalten wir: 
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(6a) 0=Z, (1,—17) +42) +2® 7,) + 46) (726) + 22+ @)), 


(1a) O=—Ly (Ly-+7(7) + 8O=® 7,) 4 4(6) (y21,—$723) + 363)). 


Durch Combination dieser Formeln ergiebt sich diese: 


(9) O=— 


| (z,-1@ +42 0420 1.) (v2L,—57268) — G3) 


|+( (1,4+7(7) + S9=18@) 7,) (y2@)+ 1 G3) ++03)). 


Ich fiige nun den Bedingungen (2) noch folgende hinzu: 


(10) 


(5) = 0. 


Dann entstehen die Formeln: 


(11) 


0=2 1, L,—V2 (3) L,—((6) +2(33)) Ly — 14(73), 

0—— L,L,+(v¥2(@)— 3(3)) L;— (4(6) + 283) +/2(33)) L, 
+ 21)/2(73) + 35(73), 

Om LZ, . (1,—1 (7) + SD tem Ly) 


sarang 14285 ia) en: 
: wr 


| +7(1) + ©! rast (33)), 
0= L,?—L,3+3(3) Ls2+3(6) L, — 18 (66). 





Hier haben wir nun eine doppelte Méglichkeit vor uns, indem wir die 
dritte und vierte Gleichung dadurch befriedigen kénnen, dass wir ent- 
weder L, = 0 nehmen oder die resp. zweiten Factoren gleich Null 
setzen. Ich werde hier das Erstere thun, also schreiben: 


(12) 


L, ad 0, 


oder, was auf dasselbe hinauskommt : 


(12a) (4) =0. 

Wir finden dann weiter aus (11): 

V2(3) L,+ 14(73) = 0, 

(/2(3) —3(3)) L, + 7(7) (3/2(3) + 5(3)) = 4, 








s)) 
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(L, — 1) (/2L, — £7383) — 4.3) 
(13) +(z, + 1(1) (v26)+ 18 83) +4. Ga) =o, 
(L, + 6(6)) (L, — 3(6)) + 3(3)Ls2 = 0. 


Aus der zweiten und dritten dieser Formeln folgt: 





(14) (83) + 7-83) + (83) = 0 
oder aufgelést: ‘ 
(14a) ft Den 1 ay 


: (3) 
Ich fiithre nun diese Bezeichnungen ein (deren erste ich auch 
schon in Formel (6) der Hinleitung gebrauchte): 


(15) | af a 
(3)=T7/2«V; (7) = — aC 

und erhalte zuniichst aus Formel (14): 

(16) @) =7/289 

und aus der 2'° der Formeln (13): 

(17) L, = 71/20C = — 7Ty2«2(7), 


L, + 7(7) = 7(7) (1 — of), 
L, — 1(7) =—7(7) (1+ e/2), 


D,4+7(7) — ot V2—1 _ 5 
(18) Ee “sha = 


Nach Formel (9) ist: 
L, = 8/2 (7) — 3(7), 





also: 
8/2 (1) =(—7 2a? + 8) (7) 
= C(7 //2 a — 3a’) = — 8 2 p'C, 
oder: 
(19) (7) —— sre. 


Weit schwerer ist die Berechnung von (6) und (6). Um sie zu 
bewerkstelligen trage ich zuniichst in die 4'° der Formeln (13) fiir den 


Quotienten 
ID,+7(% 
L; — 17) 
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seinen Werth aus Formel (18) sowie fiir die Coefficienten (3) und (3) 
ihre Werthe aus Formel (15) und (16) ein. 
Ich erhalte dann: 


tL, ~ a B. 499? — > 49 7? 
— 72 B$/2(6) + we 49 Vv? + 2 .49y2} = 0 
oder: 
ts 12p°—3/2 — 2p? ©, 4.4/2 p?(a?+—_) _ 992 
— V 7A? V2 — 26? = 0, 
v2 


Ll, [é a 2 
gat V2=——a + 108". 


Ich bezeichne nun den Quotienten: 


I, 
7A? aa th __ (6) sv2 _ 
pV2 7 oa ee 
durch uw und suche zunachst wu auf. 
Es ist: 
¢ (6) - fp 
(20) Ha = V2 (Bu —1), Tar eu— 5/2. 


Diese Werthe von (6) und L, sowie die von (3) und (3) in Formel 
(15) trage ich in die letzten der Formeln (13) ein, und erbalte: 


Ls (8) {c 8/2+6 a?) /2(Bu—1)+2(9a?—8/2) (au — 5/2) 


49a" 1456/2 p?—56 
= (6a?//2— 16) (Bu—1)— (186? + 25/2) (au—5y/2) 
+56 j/2 6? — 56 
» =6/2cu—16Bu+6/26?+6-+4 16— 18pu—25)/2au 
+ 90 B? //2 + 250 +56 7/2 p?— 


=— (19/2 ¢+348)u+ 1526?+ 216; 
oe, pe R V2} {(/26—3«)u+14y2} 
(57 //2 a+ 102 8) u— 456 B? + 648 . 
Somit wird die letzte der Formeln (13): 

u®(26?-+ 3/2 + 188?+ 9/2) 

O= \+Au(28 —62—102)+ auj/2 (84+ 93 — 52) 
\ ap teb-.ae— aaa, 

O=u? (562+3 /2)—2u(176 — 15/2 a)— (1694 114/202). 
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Die Discriminante dieser Gleichung ist merkwiirdigerweise 0, die 
Doppelwurzel hat den Werth: 


usaf py2. 


Tragt man ihn in Formel (20) ein, so wird: 


(6) = ——1_ (9 — 5-7) ¥, 
(21) “ peat: 
L, = — ie (1+3/—7)V%. 


Die Grésse (6) berechnet man jetzt aus der zweiten Formel (18), indem 
man in dieselbe fiir 


L,, (6), (3), (3) 


ihre Werthe eintrigt. Sie wird dann: 


5 - ao y—1) v? = — 86) —7- (9 —5/-7) ¥ 


Vs Vs 
Le PT Vy —14+—-1)\ 
+ 8.49 ( = )V 2.49 ( 7. )v 
so dass man fiir (6) den Werth erhilt: 
‘ SN AS ae 
(21 a) (6) = i (9 + 5/— 7) V?. 


Fassen wir zusammen, so haben wir fir die (i), (¢) nun in der 
That dieselben Werthe erhalten, welche in (1) vorkommen. 


§ 2. 
Definition der kanonischen Gleichungen durch Wurzelrelationen. 


Um jetzt die Wurzelrelationen zu gewinnen, welche in der Ein- 
leitung fiir die ,ausgezeichneten* Gleichungen iiberhaupt und fiir die 
»kanonischen“* insbesondere aufgestellt worden sind, berechne ich nach 
den Formeln (4) des vorigen Abschnittes fiir unsere Gleichungen (1) 
zuvorderst die Potenzsummen s,, s,, s,,... und finde: 


s =0, s,=—21/2-a-V, s,=0, 5, =0, 
=F (-54+9/—-)0, 8,=Te?C, s, =0. 


Hierauf bestimmen sich (vermége des § 9 des vorigen Abschnitts) 
insbesondere die C),,: ; 
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Co2 = 0, C12 = — 21 V2-8-%, Cr2 = 0, C32 = 0, 
—_— 7 (17 —Y—7) V2, Osa T/2-05-C, Cog —0. 
Hiernach haben wir fiir ge = 0, 1,2,...,6 die folgenden Relationen: 


Coa — V2 - B* + sera = 0, 
oder ? 
v=6 
> 8 (ade + tas + Siig — 72> B+ 2?) = 0. 
7=0 
Dies sind sieben homogene lineare Gleichungen fiir die sieben Gréssen: 
Dy + te» + 2, — V2 - B® - 2,?; 
da die Determinante dieser Gleichungen nicht verschwindet (indem ihr 
Quadrat mit der Discriminante der vorgelegten Gleichungen siebenten 
Grades tibereinstimmt), so erschliessen wir das Verschwinden der 
sieben Gréssen. Wir haben also die Wurzelrelationen: 
(22) a (ay + aeeg + ae,) — BY2-2, =0. 
Ihnen tritt, sofern wir an der kanonischen Form der Gleichungen 
siebenten Grades festhalten, ausser s, = 0 dann noch folgende hinzu: 


Ehe ich weiter gehe, will ich zeigen, dass unsere kanonischen 
Gleichungen in der That durch (22), (23) charakterisirt sind. 
Beweis. 
Es ist nur néthig nachzuweisen, dass aus den Formeln (22) und 
(23) das Verschwinden der Coefficienten: 
(4), ©), (4), ©) 


gefolgert werden kann, denn in diesem Falle lassen sich die iibrigen 
Coefficienten wie oben berechnen. — 


Aus den Formeln (22) ergeben sich zuniichst diese: 
B (a2, + ae, + re.) — V2az,? —0, 
Dx (x7, + a2, + a2, —- /2 B?x,?) = 0, 
> 8° (as + ay + ay — V2 a? x,?) = 0; 
mithin ist: 


Co2 = y2 B? So+25 Cr, = y2 a? Sota 
und im Speciellen: 


Cr2=//2 B?s,=// 20? %, Cs2= 2 Bs, Crs= 2 a? 8, - 
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Nun ist nach Formel (4) und den Formeltafeln des § 9 und § 5 
in Abschnitt I: 


8, = — 4(4), si= — 4(4), 8, = — 5(5), 85 = — 5(5), 
Cre = Poa = Ly — (4), Cee = Para = /8 (5) + 2(5), 
C23 = Psi1 = V8(5) +2 (5), 3L, = — 4(4) — (4); 


within: 


(4) + (1 —3/26*)(4) =0, 


(1 —3/2a*) (4) + (4) =0, 
V8(5) + (2+ 5/26) (5) = 0, 
(2 + 5/2a?)(5) + V3(5) =0, 


und: , 
(4), 6), @, ©) 
verschwinden, was zu beweisen war. 


Es eriibrigt, die Wurzelrelationen (22) mit den Formeln (6) der 
Einleitung zu vergleichen, was im folgenden Paragraphen geschehen soll. 


§ 3. 
Umgestaltung der Wurzelrelationen. 


Indem wir davon ausgehen, die Uebereinstimmung der Formeln 
(6) der Einleitung mit unseren jetzigen Relationen (22) zu beweisen, 
berechnen wir zuniichst aus ersteren die Werthe von 


4,?, A,”, A;*, Ay As, a; Ai, a, A, 


lawl, >" Ly -? deg, 
74,2 = B. > 2 = B > v;,, 
7A,? —_ EB >“ a=? SS ora,; 


und’ finden: 








7 6¥ i 
7 Ayds —_ ae x, = as x, . 
B a 
2D" a4 >t" ze 
7 Aya, = B . = _ 2 ? 
> 5” 29 — 
TA,A, = wile. aah 1 
B oe 





Nun haben wir jedenfalls die Relationen 


(ApA3)? == A,” - a,*,  ete.; 
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indem wir dieselben ausfiihren, bekommen wir in der That Beziehungen 


zwischen den x,, z,, welche Folgen von (22) sind. — Andererseits er- 
fahren wir sofort durch Substitution, dass die Gleichungen (22) erfiillt 
sind, wenn wir von den Formeln (6) der Einleitung ausgehen. 

Wir haben damit zugleich eine neue Art gefunden, um die Wureel- 
relationen (22) auszudriicken. Wir setzen: 


av,=t, av,=t,, av,—t,, 
av, = t, QV, = te, avy = ty, 
Buv,=t,, Br,=t,, Bue=t,, 
Bus = ts, Bus = ts, Bre = te, 
wo t,, ¢, die Lagrange’schen Ausdriicke bezeichnen: 
(25) V1-t=—D>&%, ~—1-t=—> &%, 


und vermége der Fundamentalrelation : 


(24) 


V — 2 + hy = MW» + Ley + LM» 
(26) Vy =v_, 
wird. 
Ferner sei: 


V2 % vV2 % Y% 
¢ ‘ on | —. 
(27) 2p= vs U,V 2 Vs |» 2q=| », v,V2 %% | 
| - | : i 
| % V3 UV 2| | % V4 v; f/2 | 


Wir kénnen dann unsere Relationen offenbar ausdriicken, indem wir 
sagen, dass bei den Klein’schen Gleichungen entweder simmtliche zwei- 
gliedrige Unterdeterminanten von p, oder stimmtliche zweigliedrige Unter- 
determinanten von q verschwinden. Ich werde die Elemente von p, q 


weiterhin mit a;,, Giz, die zweigliedrigen Unterdeterminanten mit 


A;,, Aj, bezeichnen. 


§ 4. 
Darstellung der Determinanten p, q durch die Coefficienten (3), (3) 
und nochmalige Umgestaltung der Wurzelrelationen. 


Wir wollen jetzt zeigen, dass die p, q lineare Combinationen der 
Coefficienten (3), (3) sind. 


Zu dem Zwecke tragen wir zunichst in die Potenzsumme: 


v=—0 


v=0 
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(die bis auf einen Zahlenfactor mit (3) tibereinstimmt) statt der 2, die 
t, (25) und dann die v, (24) ein. Solchergestalt kommt: 


v=—6 v6 3 
V—7 1 5 
i S(=-+ oe) eae ee 


ate ita + 2t, t,t, + 2tst,t,, 





und hieraus: 


V2 y=6 3 ¥=6 \3 (0,70, +0," 03 +05 0,) 

© 2 9 9 a 

(28) 3 (@ — B?) > . (=. aa be «) = 1 +B(05? 0, + 0,7 0, + 04? v.) 
vane vane +2a5v, v, 0, +28 v,0,05. 

Genau so kommt: 


v=6 7=6 \3 B(v,? v, + 0,70; +0,7,) 
(28b) («py >) (2 —+; >a i) = | +a(v,2r, +0,20, +0,20,) 
came ome +2 Bv, 0,0, +205 v, 0,505. 
Nun werden aber die Determinanten p, g, ausgerechnet: 
2 p= — V2 (0520, 0,7 04+ 06702) + 8-0, 020, + 2v,05 0, 
2q=— V2 (v2? 0, + 05°46 Vo) + V8-01 V204 + 20s V5 06. 
Daher werden die p, q in der That lineare Combinationen unserer 
Potenzsummen und damit der Coefficienten (3), (3); wir finden: 


p=—5 S(*- +e) +4 > («-43). 


*=0 v=0 v=0 7=0 
( ) B 3 =—6 v6 3 
1 a 1 
I-—-> S(%-+3 Na) +4. S(#—+ «). 
v0 v=0 *=0 v=0 


Die p, q, welche solchergestalt als Functionen der 2,, 2, definirt 
sind und die als solche mit p,*, bez. g-5 abkiirzender Weise bezeichnet 
werden sollen, haben in ihrer Form insofern etwas Willkiirliches, als 


> ss, =— >, bei uns gleich Null ist und wir also diese Summen, 


ohne den Werth unserer Ausdriicke zu iindern, nach Belieben zufiigen 
oder weglassen kénnen. Inzwischen bietet die Art, wie diese Summen 
in (29) eingefiigt sind, einen wesentlichen Vortheil. Vermége der- 
selben erscheinen nimlich p, q als Functionen allein der Differenzen 
der x, (oder z,) und wir haben Relationen: 
op op p ea ff. 

Om SP 4 oP +4 Py ee + 3 

In Folge dessen verschwinden den Unterdeterminanten wee ye 
entsprechend die sdimmtlichen Differentialquotienten : 








ee De 


SS 
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Op oq 
dx, ’ on, 








einzeln. Wir wollen dies so aussprechen, dass wir diese Differential- 
quotienten mit willkiirlichen Gréssen u, zusammen addiren und die 
entstehende Summe gleich Null setzen, was auch die wu bedeuten mégen. 
Auf solche Weise schreiben sich endlich die Relationen fiir die x, 


folgendermassen, wobei ich von einer wohlbekannten abkiirzenden Schreib- 
weise Gebrauch mache. Es ist: 


(30) P2?Pu=90, G2q,= 9. 
Nehmen wir die w gleich den x, z, so kommt 
(31) p2* = 0, ¢ =v, 


was mit der Formel (9) tibereinstimmt, durch welche wir in der Ein- 
leitung tiberhaupt die Normalgleichungen definirt haben. Diese Normal- 
gleichungen werden ausgezeichnet, sobald die Gleichungen (30) erfiillt 
sind. Sollen sie kanonisch sein, so muss iiberdiess 


a x,? => zy =0 


sein. In die v transformirt ergiebt dies die Bedingung: 


(32) 01% + 2U5 + 03 0, = 0. 


§ 5. 
Functionalgleichungen, denen p,*, g.° geniigen. 


Die Formen p,*, g.° werden jetzt das Instrument abgeben, dessen 
wir uns bedienen, um eine beliebige Gleichung siebenten Grades mit 
einer Gruppe von 168 Substitutionen in die kanonische Form zu trans- 
formiren. Wir construiren zu dem Zwecke hier zuvérderst gewisse 
Functionalgleichungen, denen p,*, g2*° geniigen. Dieselben beruhen 
einfach darauf, dass die p,q urspriinglich dreigliedrige Determinanten 
sind, auf die wir die Saitze von den adjungirten Determinanten anwen- 
den kénnen. Wir finden auf diese Weise folgenden Hauptsatz: 





Ersetzt man die x, durch die é £ » 86 gehen die Grissen 


- = | oe 8 
t,, Uy, Qixs A;x, dv, ) dx, 
in folgende iiber : 


op ite: tt — As, 2paix, 2pv_,, 2pxe. 


a ? 
ot_, ov_, 











cr 


-—- » ww 








Gleichungen siebenten Grades. 


Hiernach haben wir die Formeln: 
(33) . pena it 
— 27 dz? qe? QpdpPu = 2g . te. 
Aus diesen Formeln lassen sich dadurch andere herleiten, dass man 


sie nach den « differentiirt und die Incremente durch neue Variable 
Y,2,... ersetzt. 


So hat man z. B. 

— 27 p_P.duPa® PePy = > (Ps°tly + 3p2 Pye), 

as) 9 PoPa Qu(Pa"Py? + 2PsPy Ve Py) = Pa" Dy Uy + PePy Ue, 
— 21 dp pula? Ge Gy = (de* ty + 3.qe?dy tte); 








= 94 Gp Qu(Ge" Qy? + 2 G2 Ge Gy Gy) = Gx? Gy tty + Gx Gy? Ue 
Auf gleiche Weise finden wir: 

— 54), PoP; Pz” Dz PyPy > = Pz* - Py? + 3p2" Dy + PePy*, 

— 9p PoPo (Px Py? Pz Py + 2PzPyPePyP2Py) = 2 Pu Py + PePy?, 
also: 


ow 


(35) 1108p, P¢ PzPy Pe Py Pz Py = Du* + Py — Pa" py? + PeP,? « 
§ 6. 
Linearformen und Tripel derselben. 

Wir haben bereits soeben, um mehrere Gleichungen symbolisch 
zusammenzufassen, willkiirliche Gréssen u,, u,,..., %, benutzt. Von 
derselben Bezeichnungsweise wollen wir jetzt durchgingig Gebrauch 
machen, wenn es sich um irgend sieben Gréssen, wie Xp, %,, %,+. .) Lg, 
handelt. Wir bilden uns dann niimlich die Form (Linearform): 

(36) & = Uy $F U2, + Uy, + Ugey + Wye, + Us a, + Ug Xe, 
und reden von den Beziehungen zwischen den Formen, statt von Be- 
ziehungen zwischen Gréssensystemen. 

In Verbindung hiermit gelten noch folgende Verabredungen. 
Erstlich setzen wir fest, dass der Beziehung > x, = 0 entsprechend 
immer folgende Relation bestehen soll: 

(37) Uy My + Uy + Uy + Uy, + U; + uy =O. 

Zweitens fiihren wir den x, correspondirende Grdssen u, durch die 
Formeln ein: 

(38) y2 ° Uy = Uy + Ug—y 4- U4—vy 

die wir auch so schreiben kénnen: 


(39) V2 + tly = tay + ta» + tay. 
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Man hat dann sofort: 
(40) to tt + te + tts + tg + ts + tg = O 


und iibrigens: 


(41) a UyL, = > Uy Le. 
Dabei unterscheide ich Linearformen > az, und > thot, (die, (41) 


zufolge, immer denselben Werth haben) als Linearformen der ersten 
und der zweiten Art. 
Es seien nun irgend zwei Linearformen gegeben: 


f= > Uy Ly, y= > Uy Yr 5 


so kann man unter Benutzung der Formen p, q aus ihnen die weiteren 
bilden: 
Pz" Pu = 91» PzPyPu= Jo» Py’ Pu = Gs, 
(42) 2 
G.I9,du = Vy Wg.Qu = W- 
Dabei besteht nach der zweiten Formel (34) zwischen 


Z,y, 0, w 
die Relation: 


(43) — 90+ 180w =p.’ py- y¥ + Dep,’ + x. 
Die Formen: 


ESC e+ey+e,v, 2= C9, + C292 + 95 

bilden, wenn die Coefficienten ¢ variabel sind, im Allgemeinen eine 
dreifache Mannigfaltigkeit. Ich nenne dieselben conjugirte Formentripel. 
Indem ich diese Tripel der Kiirze halber mit A und B benenne, 
behaupte ich bier zuniichst, dass jede Linearform p;* p, dem Tripel 
B und jede Linearform q,’?q, dem Tripel A angehért. 

Wir haben namlich im vorigen Paragraphen unter (34), (35) 
folgende Formeln gegeben: 


— 271 pPyQu Pz’ Px? = 2px, 
— 21, duPa" Ve Dy == > De*Py® + + py, 
— 27 p_PQuPy’ Py? = 2p,*x, 
— 27 PoP, Qu Py? PePy = = PsP x + > DePy?Y- 
Aus der 2'" und 4'" folgen diese: 
— 21 p,PoPy Py? De? Deu =~ Dey? - Da? Du + + DP * Py*Pus 
— 21 py P; By Ds? Py? PyDu = | Pe’Py * Py? Pu + | Py? * Pa Puy 


= 27479 Dude? Wr == 240° + Io. 
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In unsern Bezeichnungen lauten sie: 

= 21 qy2qu = 2p%, — — 214, 9n.du => De Pyt + P+ y, 

— 2149.2 du=2Py'Y, — 214.9, 9u = > PoP’ Y + > PP, 

— 27 P2Pu Poa I = — 21 PePuPe = > DzPy? * Pa? Pu + > D+ Py? Puy 


- 3 1 
—- 27 Dy Pu Pa Qo. Io, = — 21 PyPuPo = 2. Dz Py * Py? Pu + > Pp,’ * Pu Pu; 
— 2T Pu Pw? = 245,° 92 - 
Trigt man in die letzte fiir w seinen Werth aus Formel (43) ein: 
1 1 9 1 
- <=? + qe P2Py % + {a Pe" Py °Y) 


so wird die letzte dieser Formeln: 


2 


q 1 9 1 Pr 1 ’ , 
— a Qo.> * J. = Du (<p. + 18 DeDe" * Dx? Po + 1s Px* Dy * Py Po 


1 , 9\9 " ¢ 9 9 ” 
+ oq }(PePy’)* Pa® + 2 (De? Py) (PePy*)PePy + (De? Py)*Py*t 
oder: 


27 9 1 {3 1 
—~g Po Pu tT 36 PxPy (+ per, + oP: 9) 


l 


1 9 3 1 
dos * Yo + 35 Pe’ Dy (> ve’DyIs + > PI) 


1 2 
— se | (Pave? 1 +202" Py PePs? 2+ (PsP) gs} - 


Diese Formeln zeigen, dass die Linearformen: 


Ww, %," Gus V.Vo2Qu3 Qo," Qu} YonVgs Vu 
dem Formentripel A und die Formen: 
PzPePuy PyPoPuy Po" Du 
dem Tripel B angehéren. Die Formen 
PE Duy Dn? Du 

haben aber die Werthe: 

PE? Pu = C47 Gy 2 Cy Cy.9q + C2Gg + 26, Cy PePoPu + 2, C3 Py Po Pu 

+ C3" Po" Duy 
Pry? Du = C47 Qy,2 Qu 2 C4 Cy 99,9 9nQu  Cg2W + Ze, 0,0 + 2, C3 Gy,99, Iu 


+ ¢ 2 2 
’ ‘ : : 3 Io. Tus 
womit unser Satz bewiesen ist. 


Mathematische Annalen, XXV. 
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§ 7. 
Normale, ausgezeichnete und kanonische Linearformen. 


Wir haben wiederholt angegeben, welche Beziehungen zwischen 
sieben Gréssen 2, 2,,.. ., % bestehen miissen, damit wir die zu- 
gehérige Gleichung siebenten Grades der Reihe nach als normale, aus- 
gezeichnete, kanonische Gleichung bezeichnen. Eben diese Ausdrucks- 


weise iibertragen wir jetzt auf die Linearform x = > Uy %y und 


sprechen also von normalen, ausgezeichneten, kanonischen Linear- 
formen. Diese Linearformen kénnen dann immer noch ,,von der ersten 
Art“ oder ,,von der zweiten Art“ sein. 


Wir notiren zuvérderst nachstehende Folgerungen aus den Formeln 
des vorigen Paragraphen: 


1. Ist poi = 0, so ist g,?qu—=0, und ist gq? q. = 0, 
so ist p,* = 0; 


2. Ist g, =0, so ist g,3 =O; 

3. Sind g, =0 und g,=—0, so ist gy,? Qu =; 
4. Ist g, 0, so ist p,?=—0; 

5. Ist g, —4g,;, so wird: A?p-y=—p,*-2; 
6. Ist C9; + 2,9, + 6,9; = 9, 


so ist: 
(C, Pe + Cy Py)” Pu == (Cy? — C,€3) Gs, 
mithin: 
(¢y Pz + Cy Py)® - (€,% + Cyy) = (€,? — ¢,€3)? py + 9; 
7. Gehort g, einem Tripel B an, so gehdért: 


9 
ne 3op7 
Io Qu = a7 Pz “2 


dem adjungirten Tripel A an; 
8. Gehért x einem Tripel A an und g, dem adjungirten B, so 
gehort: 


De? > Y¥ = — 54 Yo, Go, Iu — BDz Py?» © 
dem Tripel A an; 
9. Ist g, =O, so ist auch: 


Qu (42 Qs + Ip Da, Pe Gi.) (229s + Ig Do Px GF.) = 9. 
Indem wir unsere neue Terminologie aufnehmen, ergeben sich 
hieraus die folgenden Sitze: 
1, Ist 2 eine Normalform 1'* Art, so ist g, eine ausgezeichnete 
Form 2’ Art, und ist g, eine ausgezeichnete Form 2! Art, 
so ist x eine Normalform 1‘ Art. 
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2. Ist x eine ausgezeichnete Form 1' Art, so ist g, eine Normal- 
form 2‘ Art. 

3. Sind w und y ausgezeichnete Formen 1'* Art, so ist g, eine 

ausgezeichnete Form 2!" Art. 

Ist g, = 0, so sind 2 und y Normalformen 1' Art. 

Sind » und y zwei Formen, welche durch keine (homogene) 

lineare Relation verbunden sind, und ist: 


I: = 495, 
so sind # und y Normalformen 1'* Ari. 


6. Sind w und y zwei nicht durch eine homogene lineare Relation 
verbundene Formen und ist: 


C9, + 26292 + C39; = 9, 
so ist c,a-+-¢,y eine Normalform 1'* Art. 
. Gehort g, einem Tripel B an, so ist x entweder Normalform 
oder es gehért dem adjungirten Tripel A an. 
8. Gehért x einem Tripel A an und g, dem adjungirten B, so 
ist entweder x Normalform 1'* Art oder y gehért A an. 


Ist « eine ausgezeichnete Form 1'* Art und y eine beliebige 
Form, so ist: 


o> 


-l 


ve) 


Yatty + Ie Po Vy? Pu 
eine ausgezeichnete Form 2! Art. 


Ersetzt man hier y durch y+ Az, so erhilt man eine 
Reihe ausgezeichneter Formen: 


(Yo -F Af) (My + Atte) + IPs Po Pu(Gy + 44g:)”. 
Insbesondere sind diejenigen unter ihnen kanonisch, bei welchen 
wir 4 der Gleichung entnehmen: 

2=6 


D> {Ge + es) (He + Abe) + De Dy Dey + 4,)*¥ 


x=0 


§ 8. 
Allgemeine Herstellung kanonischer Linearformen. 


Ich werde jetzt die Aufgabe lésen, aus irgendwie gegebenen 
Linearformen x, y ete. kanonische Linearformen herzustellen. Die 
Lésung geschieht in der Weise, dass wir zuniichst ein Mittel angeben, 
um durch wiederholte, auf p, q beziigliche Polarisationsprocesse, aus 
“,Y,... eine normale Linearform zu gewinnen. Aus dieser leiten 
wir dann leicht auf analogem Wege (also auch auf rationale Weise) 
ausgezeichnete Linearformen ab. Wie man sodann von letzteren zu 


kanonischen Formen gelangt, wurde am Schluss des vorigen Para- 
graphen auseinandergesetzt. 


34* 
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Es seien x, y, wie gesagt, beliebige Linearformen (zwischen denen 
eine homogene lineare Gleichung nicht besteht). Ich untersuche dann 
zuniichst, ob zufallig eine von ihnen Normalform ist. Ist diess der 
Fall, so ist unsere Aufgabe natiirlich von vorneherein gelést. — 
Im anderen Falle bilde ich die drei Formen: 
Ji = Pz" Puy J2= Pe Py Puy Ix = Py’ Pu 
Sind dieselben zufillig durch eine Gleichung: 
(52) C19, + 292 + 393 = 9 
verbunden, so ist 
Qt + Cy 
nach § 7, Satz (6), eine Normalform und die Aufgabe gelist. 
Besteht keine Gleichung (52), so bildet das Tripel B: 
C191 + e292 + 639s 
eine 3fache Mannigfaltigkeit. — In diesem Falle bilde ich die Form: 
9. Io, Iu = ¥- 
Sind dann 2, y, v durch eine lineare Relation verbunden: 
2 2 


(53) — 97 1 De® t+ 20,0 — = 


27 €: p,* y _— 0, 


so ist nach Satz (2) von § 7: 


(54) C1 Yo.” Wu + 2C Fp, Vos Iu + C3 Io.” Tu = O 
und nach § 7, Satz (6): 


C19; + 293 
eine Normalform, also unsere Aufgabe gelist. — 
Im andern Falle bildet das Tripel A: 
C,% + 0 + Cy 
eine 3fache Mannigfaltigkeit und ist dem Tripel B adjungirt (§ 6). 
Ich bilde dann eine beliebige weitere Form r, die nicht dem 
Tripel A angehért und untersuche sie, ob sie Normalform ist. Ist 
diess der Fall, so ist unsere Aufgabe wieder an sich geldst. 
Andern Falles stelle ich die 7 Formen 
P? Pus PrP2 Pus PrPyPuy PrPoPuy Gir Gor Ys 
auf und bilde durch Determinanten die nothwendigerweise zwischen 
ihnen bestehende Relation: 
CoPr Put 2) PrP2Pur 26,2, Py Put 2 C3 PrPePut C491 + 92+ 9s= 9. 
In ihr verschwinden nicht gleichzeitig die 4 ersten Coefficienten, da 
sonst eine Relation (52) bestehen wiirde. 
Ich unterscheide nun die beiden Fille: 


1) @=0; 2) a 209. 
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1. Ist cy =O so gehért p, pu(c, pe + Cy Py + €,p-) dem Tripel 
Ban; da ferner zwar c,2-+ ¢,y-+ ¢,v, aber nicht r dem 
Tripel A angehort, so ist nach § 7, Satz (8): 

CX + Coy + gv 


eine Normalform. 
2. Ist cy z0, so gehért die Form: 


(Co Pr 1 C, Da 1 C2 Py 1 C3 Po)” Pu 
dem Tripel B an; die Form r gehért aber nach Voraussetzung 
dem Tripel 4 nicht an, also auch nicht die Form 
Cot + Oy % + CY + C30; 
mithin ist letztere Form nach § 7 (7) eine Normalform. 
Sowohl im 1'* als im 2'" Falle ist: 


Cor + C4 + OY + Cv 
eine Normalform, mithin ist unsere Aufgabe jetzt in allen Fallen 
gelost. — 

Unser weiterer Process verliiuft nun folgendermassen: Haben 
wir eine Normalform 1'* Art 2, so ist nach § 7, Satz (1), p.* p, eine 
ausgezeichnete Form zweiter Art, aus der wir mit Hiilfe von zwei be- 
liebigen Linearformen nach den Regeln des § 7 (9) eine kanonische 
herstellen kénnen. 


§ 9. 
Ueber die Bedeutung unserer Entwickelungen fiir die Theorie der 
Gleichungen siebenten Grades. 


Die Entwickelungen der letzten Paragraphen gewinnen jetzt un- 
mittelbare Bedeutung fiir die Theorie unserer Gleichungen siebenten 
Grades, indem wir annehmen, dass die Coefficienten der Linearformen 
erster Art, mit denen wir beginnen, immer dieselben Vertauschungen, 
wie die 2), 2,,..-., % erleiden. Es ergiebt sich dann namlich aus 
der Natur des Polarisationsprocesses und dem Umstande, dass p,°, qz* 
bei simmtlichen 168 Substitutionen S unveriindert bleiben, dass das 
Gleiche fiir die Coefficienten aller Linearformen erster Art gilt, die wir 
im Laufe unseres Processes herstellen, wahrend sich die Coefficienten 
der zwischendurch auftretenden Linearformen zweiter Art allemal wie 
die %,,%,, +++, %_ substitwiren. Anders ausgesprochen: Nehmen wir 
die Coefficienten der willkiirlichen Linearformen erster Art immer so 
als Functionen der (#,%,,..., %) am, dass sie sich bei den Ver- 
tauschungen S wie die 7, 2%,, ..., % selbst permutiren, so gestattet 
unsere Ableitung in allen Fallen sieben weitere Gréssen herzustellen, 
welche dieselbe Eigenschaft haben, tiberdiess aber jenen Bedingungen 
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geniigen, durch welche wir die normalen Gleichungen, die ausgezeich- 
neten Gleichungen, endlich die kanonischen Gleichungen definirt haben. 
Wir haben also ein Mittel gefunden, um eine beliebig gegebene Gleichung 
siebenten Grades mit einer Gruppe von 168 Substitutionen der Reihe 
nach in eine der genannten besonderen Gleichungen zu transformiren. 

Eben dieses war aber die Aufgabe, die wir von vorneherein in 
Aussicht genommen hatten. Es kommt jetzt nur noch darauf an, die 
gefundenen sieben Gréssen, die wir /,,1,,...,1, nennen wollen, in 
die Gestalt von Tschirnhaus zu setzen: 


(55) 1, = & + &,2 + &2,? + &32,° + &, 2,4 + &, 2,5 + &2,°, 

wo die &,&,, ..., §& nothwendig Functionen S sein werden. Wollte 
man in irgend einem speciellen Falle die J,,1,, ..., ), explicite aus- 
rechnen und nun direct die &, &, ..., & aufsuchen, (was ja in theore- 
tischer Hinsicht ganz einfach ist), so wiirde man zu Rechnungen von 
uniibersteigbarer Complication kommen. Eben desshalb haben wir den 
Herstellungsprocess der 1,,1,, ..., 1, so eingerichtet, wie es in den 
vorigen Paragraphen geschehen ist. Wir werden nimlich zeigen, dass 
es gestattet ist, gleich die anfiinglichen Linearformen in die Gestalt 
von Tschirnhaus zu setzen, und dass man dann mit den so modi- 
ficirten Linearformen mutatis mutandis ganz geradeso schrittweise 
vorgehen kann, wie es in den vorangehenden Paragraphen mit den 
urspriinglichen Linearformen geschah. Wir iibertragen also nicht die 
Resultate der vorigen Paragraphen, sondern die Methode derselben in 
die Form von Tschirnhaus. 


Abschnitt IT. 
Aufstellung der Tschirnhaustransformation. 
§ 1. 


Pracisirung der Aufgabe. 


Wir setzten bereits soeben ((55) des vorigen Abschnitts): 


(1) by = Ey + Ete + Bes’ +++ + yan, 
oder auch, indem wir 

(2) X;, = xy'uy + au, +--+ + atu, 
schreiben: 

(3) by = Ey Xy + £,X, + &,X,--- + 5 X. 


Der Symmetrie halber stellen wir neben diese Formeln andere, in 
denen die xz, durch die x, ersetzt sind. Nach den Verabredungen, die 
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wir bei Einfiihrung der Linearformen in § 6 des vorigen Abschnitts 
getroffen haben, ist 


(4) oad 

zu setzen. Wir schreiben dann der Formel (2) entsprechend: 
(5) X, = Akay + atu, +--+ + ate, 

und construiren als Analogon zur Formel (3) die nachstehende: 
(6) = 8° X +6, Xi, + &X+-+-- +E X. 


Die Coefficienten —, &, welche durch (3), (6) definirt werden, 
nenne ich die Moduln der Linearform 1, und zwar beziehungsweise 
die Moduln erster und zweiter Art. 

Unsere Aufgabe spaltet sich jetzt in zwei Theile. 

Wir werden erstlich die elementare Frage behandeln, wie sich 
die &, & mit Hiilfe der Coefficienten (i), (i) berechnen, sobald wir die 


1, ...l, und J,...1, als bekannt ansehen diirfen. 
Wir werden ferner untersuchen , wie sich die Formen 


p?, a 
umgestalten, sobald wir statt der / die € einfiihren, und wie dem- 
entsprechend die Polarisationsprocesse des vorigen Abschnitts umzu- 
gestalten sind, wenn wir die vorkommenden Linearformen durchweg 
durch ihre Moduln bezeichnen wollen. 


§ 2. 
Einfiihrung der Moduln £, &. 


Indem wir uns jetzt dazu wenden, die Moduln & aus den linearen 
Gleichungen (1) (oder die Moduln — aus den entsprechenden Glei- 
chungen) zu berechnen, bemerken wir vor Allem, dass die Determi- 
nante dieser Gleichungen mit dem Differenzenproducte der 2, (resp. 
der x,) tibereinstimmt, und dass also unsere Umformung immer be- 
stehen bleibt, da wir besagte Differenzenproducte selbstverstiindlich 
von 0 verschieden nehmen. 

Wir leiten zuniichst aus den Gleichungen (1) die folgende ab: 

v=6 


(7) D> by = Tho + bas, + E58) +++ + + bs85, 


wo die s die Potenzsummen sind, deren Werthe wir in Formel (4) 
des ersten Abschnitts zusammenstellten. Indem wir subtrahiren, er- 
halten wir an Stelle der (1) die sechs weiteren Gleichungen: 
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v=6 


(8) l, — Dy be byte + é, (2° — Tt: * + &6(a> — * 


9=0 


Ihnen und (7) setzen wir die anderen entsprechend: 


76 
(9) b= + bat Ba++: + ha, 
(0) E- 1 Shh + be— 2) +--+ B@— *). 


Um nun aus diesen Gleichungen die §, € wirklich zu berechnen, 
suche ich zunichst Gréssen ay, dy¢: 


1 
( Aye = Srte — 3 Sy * Se, 


(11) 


— - 1 
Ay, = Syto —_ 7 Sy ° Se, 


ferner die C,», die wir in § 9 des ersten Abschnitts ausfiihrlich be- 


handelten : 
| Cie — Bo ao" (a,e-+ x e+ z,¢) ; 


(12) r: 
er = >) By (eet wet 2), 


und aus ihnen die b,o, b 


¥,e* 
‘ 3 
; by, = Cre ~ 7 Sy Se» 
bye — Co» a 7 Sy So 
Dabei ist: ; 
(14) ay,9 —_ Aor) by.@ = bers Ay, = do,v- 


Schreibt man jetzt der Abkiirzung halber: 
8 3 8 
Ny = (ae —“8) h + (oe —2) +--+ (ee — 2), 


(15) i . 
© [mae eat Ge Bae + Ba 


so erhalten wir folgende Bestimmungsgleichungen fiir &, ...&, resp. 


es *: 


Aer + deb. + +++ + desks 

= bork + boeb: +--+ + dock = Np, 
orb + desk, +--+ + aeek 

— bork, + bez, +:°++ books — N,- 


(16) 
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Hier sind die Determinanten der a, a (von numerischen Factoren ab- 
gesehen) den Quadraten der Differenzenproducte der x, x gleich, die 


Determinante der b, b aber dem Producte der genannten Differenzen- 
producte. Ich will die betreffenden vier Determinanten der Reihe 
nach mit 


A, A,, 4,, A;,; 
und ihre Unterdeterminanten mit 
Aa, A, ex, 4, Bix, A, Biz 
bezeichnen. Wir haben dann aus (16) als Werthe der &, &: 


&, = aN, + ats,» N, +++: + aN, 
(17) | = Bi» N, + Bar, + +++ + Bow No, 
|b ees + aie, +--+ + 4M 
= Biv N, + Boy N, + +++ + BoM, 

Es eriibrigt noch, Relationen zwischen den Moduln erster und 
zweiter Art &, § aufzustellen. Zu dem Zwecke trage ich in die vierte 


und zweite Formel (17) die Werthe von No, Ny aus der ersten und 
dritten Formel (16) ein. Schreibt man dann: 


(18) Bis M@,t + B2,rdg,2 + ihe + Bev Mee = Cy,04 
; Biv Ge, + B2,ro,2 + eas + Be,v Ao6 — Cy,0» 
so kommt: 

(19) { By = Cy b, + Grab, +--+ + cre k, 


g, = Cy, & + Cy,2 Bo +. ia + cr,6 8 


§ 3. 
Berechnung neuer Moduln aus alten. 


Wir behandeln jetzt folgende Aufgabe: Es sollen die Moduln 
£, & der Linearform 1 = L bereits bekannt sein; es wird verlangt, die 
Moduln der aig pase zu berechnen: 


(U)= r Uy + oe uy ee foot, 


wo (U) eine zu den S 5 iid Function der Differenzen der Grossen 1 
ist (so dass also 





ist). 
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Unsere Lisung wird sehr einfach, wenn wir beachten, dass sich 
q . _ ~ ° ° Pee . . o U . . 
die Gréssen N,, N, (15), indem wir fiir die / die “ay ~eintragen, fol- 
f gendermassen zusammenziehen 


a 8p au So ou 5, ou ou 
y -@ Q ? a —a— s = 
| («, e) 27 +-(<, e) oy 4... +(x, 2) a ot? 


f =~ sion . 8 \ aU % \ ou _ au 
(i$) 4 Ge Fa te 4) aa 
aly él, 08 


Wir finden also einfach als Moduln erster Art von (U): 


, au éU au 
G19 ae Tt Oxy a + er 
q Os: Oks 


Oks 
(20) au au au 
| = Bus Se + Bas et + Bos | 


und als Moduln zweiter Art: 


_—— 


U al —  gU 
ere ve es 

} (21) ok CSe OSs 

4 ta oU ou + ( UV 

} = Bi, ¥ oé, -++ By» Obs +- -t- Bs, ’ a E, 


Sei beispielsweise 
r=6 , v—6 — : <— 2 
5 (+--+ 5+) - 3 (6-4 5). 
2 v—0 =U r=0 


So haben wir zuniichst, wenn wir fiir die 7,/ ibre Werthe aus (1) 
etc. eintragen : 


(21a) U -> Gin &i Es -> bin & & = Mes bis E&— a ik Ei &. 


Di 


re) 


Linearform (U) hat den Werth: 


(U) = 2 () as > a .) Uy + — + 2 (: om ; be .) Uy, 


vy=—0 r=0 


y v6 
=2 (.-4 >) Uy + - +2(h — + D2 .) Us 
r=0 v=—0 


und wir bekommen aus (20) (21) als zugehérige Moduln: 
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2 (ey paged, + O2,,a¢d, + +++ + Oe, aga,), 
2 (ey dy Oy + Cay Ag dy + + + + + More Ag). 
Diess aber sind genau die urspriinglichen Moduln, mit 2 multiplicirt: 
2, %. J 
wie diess sein muss. (Ich habe dabei der Kiirze halber wieder von 
der Symbolik Gebrauch gemacht, dass ich a ax&i& dureh ag? 
ersetzte). 


g§ 4. 
Anwendung der gewonnenen Regeln auf p,, ¢,’. 


Unsere Regeln finden jetzt unmittelbare Anwendung, indem wir 
an Stelle der gerade betrachteten Formen U die Formen p,’, gq) des 
vorigen Abschnitts treten lassen. In der That waren dieselben lineare 
Combinationen der folgenden Ausdriicke: 


Us = S (. — ; Ss t), 


r=—0 v=0 
v6 v=6 3 
= 1 | - 
as he b . (: ya. D> ; t) . 
v=0 v=0 


Tragen wir in diese us, us jetzt zuniichst statt der 1,1 die &,& ein, 
so entstehen zwei Functionen dritten Grades, die wir folgendermassen 
bezeichnen wollen: 


99) q a2 
(22) d3, d,* 
Die Coefficienten derselben sind einfach folgendermassen definirt: 
1 2 
| cided = Sitttt — 7% (SeSeqs  SeSepe SSi4n) + ry SiS Sz, 
(23) | 


— < _- _ 1 — = -_-— 2 - 2 
diddy = Sinnts — > (Siseqe + SeSigi+ SeSipa) + gp SiSk St" 
Hiernach ergeben sich fiir die Linearform: 
o=6 2 v6 2 
6 1 1 
(24) (U;) = (. 7 ae .) yess (. ek; Po .) Ug 
v=0 v=0 


die folgenden Moduln erster Art: 
(25) (@1d, + Ged, + +++ + ads) de? 


und die Moduln zweiter Art: 
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(26) (Bird, + Boyd, +--+ + Bowd,) d,?. 


Entsprechend erhilt die Linearform: 


(27) (U;) = (« = > 0) w+ ty + : (i - > .) Ug 


die folgenden Moduln: 


(28) (Birdy + Bard, + +++ + Bods) de, 
resp. 
(29) (cya, + Gt, ly + cee a 6,» dy ) ds’. 


Jetzt ist nach Formel (29) des vorigen Abschnitts: 


v6 v=56 v6 3 
as a 4 8 1 
pas 3 (1-451) 42-50-4350), 


v=0 


(3 )) 7=6 pin 3 — oa \3 
p45 (0-4 80) 45 S(0-4 5). 
v—0 v=0 r=0 7=0 


die zugehorigen Linearformen aber, die wir (p,*), (q;°) nennen kénnten, 
sind symbolisch als p;? pu, qi°q. zu bezeichnen. Daher ist mit Riick- 
sicht auf (24), (27): 


| p? pe = — F(T) + 4 - (0), 
(31) 
| a2 qa =—4. (U,) +5 


und wir haben schliesslich dieses Resultat: 


Sind &, & die Moduln erster und zweiter Art einer Linearform 1, 
so haben die Linearformen p?p., qq. Wie Moduln erster Art: 


ong ; (Bred, + +++ + Bord) dz" + f + (ad, +--+ ad) ds”, 
= f (Bird, + +++ Bord) d;* oL -(@1,7d,+-+ ++ a, d,) dz’, 


pa 


sowie die Moduln zweiter Art: 


- = (c,d, + a + Gt,» lg) d,* + Bird + -+Be,vdg) ds”, 
\- © Giydy +++ + cathe) det +L - Brydy-b-++ + Borde) de 


(33) 











er ae ee ae 
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g 5. 
Herstellung der gesuchten Tschirnhaustransformation. 


Um jetzt die Tschirnhaustransformation zu gewinnen, welche die 
beliebig vorgelegte Gleichung siebenten Grades mit einer Gruppe von 
168 Substitutionen zu einer ausgezeichneten Gleichung, oder einer 
kanonischen Gleichung macht, iibertragen wir mit Hiilfe der nun ge- 
wonnenen Formeln alle die einzelnen Schnitte, die wir im § 8 des 
vorigen Abschnitts aufgestellt haben. 

Indem wir die Ausdriicke X,(2) zu Grunde legen, beginnen wir 


damit, irgend zwei Linearformen, zwischen denen keine Relation 
besteht: 


(34) Pk oe, cee 
y= 1X, + 2X, + +--+ 6X, 
beliebig anzunehmen, d. h. derart anzunehmen, dass die Moduln &, 9 


irgendwelche Gréssen S sind. Sodann berechnen wir die Moduln 
zweiter Art dieser Formen mittelst. (19). 


Es gilt dann zuniichst aus 2, y eine Normalform herzustellen. 
Zu dem Zwecke sehen wir nach, ob unsere §, 4 etwa der Gleichung 
geniigen: 


bd: — ad" =(, oder Bd, — ads ~~ 


In dem Falle haben wir an sich eine Normalform gefunden. Im 
anderen Falle berechnen wir nach (33), (34) die Moduln 1’ und 2" 
Art der Formen 


9; = Px? Puy Jo=Px PyPuy G3 = Py? Pu 


und sehen wieder nach, ob diese Formen nicht etwa durch eine 
Relation: 


C191 + 2CyG_ + C393 = 9 


verbunden sind. Ist diess der Fall, dann ist c,2-+-¢,y eine Normalform. 
Andern Falls berechne man die Moduln der Form 


Vv = On, Uo. Lue 


und sehe nach, ob nicht etwa x, y, v durch eine lineare Relation: 
sail i e+ 20,0 —-¢ 3. y= 0 
27 “1 Pe 2 a7 “3 Py Y 


verbunden sind. Dann ist ¢,g, + ¢,g,; Normalform. Findet diess 
nicht statt, so nehme man ein weiteres beliebiges Gréssensystem als 
Moduln 1 Art von einer Form 7; doch wiihle mau es so, dass r 
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nicht zum Tripel A gehért*). Aus den Moduln 1" Art von r be- 
rechne man die der 2'" Art nach (19) und sehe sodann nach ob diese 
Moduln nicht die Relation befriedigen: 

Bd:* — ad§ = 0; 


in diesem Falle ist r eine Normalform. Andern Falles berechne man 
die Moduln 1'*= Art der Formen: 


PrP Puy PrPePuy PrPyPuy PrPoPu 


nach (33) und stelle zwischen ihnen und den Formen g,, g,, g, eine 
Relation 


CoPr Du? + 2 Cy PrDxP ut 2 Cy PrPyPut 2 C3 Pr Po Put C9; + C5 92+ Is = Y 
auf. Die Form: 


Cot + Ox + CY + C,0 


ist dann eine Normalform. — Aus den Moduln einer Normalform 
l' Art « kann man jetzt die der ausgezeichneten Formen 2‘ Art 
9 - 
Pz Pu = 9 


mittelst der Formeln (33) berechnen. 

Man nehme nun 2 beliebige Gréssensysteme als Moduln 1" Art 
zweier weiteren Linearformen y und z, doch wihle man sie so, dass 
zwischen diesen Gréssen keine lineare Relation bestehe. Aus diesen 
Moduln 1' Art berechne man dann nach (29) die Moduln 2" Art, 
sowie nach (21a) die Gréssen: 


f= am GiYir Gz -»> Giz. 


Hieraus kann man die Moduln &, 9, € der 3 Normalformen berechnen: 
Jytty + 994 De Py? Ia = X, 
Jy Uz + Jetty + 189) Pe PyP:Qu = Y, 
9:2: + 999 PoP: Iu = Z. 
Die Formen: 
X+AVY+ HZ 
sind dann siimmtlich ausgezeichnete Formen 1' Art. Unter ihnen 


sind diejenigen kanonisch, bei denen 2 Wurzel der biquadratischen 
Gleichung ist: 


> (Xo AYO + 2270)? = (Vaz + da, + a3) 
= Aa? + 2May,az + V2 (Zagaz + a,7) + 2da, az + a? = 0. 


Haben wir eine Wurzel dieser biquadratischen Gleichung bestimmt, 
so ist unsere Aufgabe erledigt. Denn sind £, — die Moduln einer ka- 


*) Namlich zum Tripel der Formen z, y, r. 
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nonischen Linearform y, so geht die vorgelegte Gleichung siebenten 
Grades durch die Substitutionen: 


RRC P TAT Wa 
Y= Ez, + &, (@? — 2) 4. vet é, (xs — *) 


in kanonische Gleichungen iiber. 

Erscheint die hiermit gefundene Lisungsmethode weitliufig, so 
wolle man ihren durchaus elementaren Charakter beachten. Abgesehen 
von der Hiilfsgleichung vierten Grades, die ganz zum Schlusse in Be- 
tracht kommt, gebrauchen wir ausser kleinen Additionen und Multi- 
plicationen nur einmal (im 3. Abschn. § 2) die Auflésung eines Systems 
linearer Gleichungen. 


Krlangen, im October 1884, 











e 
Die Maxima und Minima der einfachen Integrale zwischen 
festen Grenzen. 


Von 
LupwiG ScHEEFFER in Miinchen. 


Die folgenden Untersuchungen wurden urspriinglich allein zu dem 
Zwecke in Angriff genommen eine — gleich niher zu bezeichnende — 
wesentliche Liicke in der allgemeinen Theorie der zweiten Variation 
einfacher Integrale auszufiillen, welche nach den Arbeiten von Lagrange*), 
Jacobi**), Spitzer***), Hesse +), Clebsch ++), Lipschitz }}7+), A. Mayer*+), 
Lundstrém*}7) u. A. noch offen geblieben und auch bisher nicht er- 
giinzt worden ist — abgesehen von einem speciellen Falle, den, wie 
ich nachtriiglich gesehen habe, bereits Herr Erdmann *}}+) er- 
ortert hat. 

Nachdem jedoch dieses erste Ziel erreicht war, zeigte es sich, dass 
der eingeschlagene Weg weiter verfolgt werden konnte und schliesslich 
von einer ganz neuen Seite zur vollstiindigen Theorie der zweiten 
Variation fiihrte. Die neue Art der Behandlung schien mir, abgesehn 
davon, dass sie keine wesentliche Liicke liess, in der Einfachheit des 
zu Grunde liegenden Gedankens und der Natiirlichkeit, mit der alle 
analytischen Operationen sich aus jenem Gedanken ergaben, solche 
Vorziige vor den bekannten Methoden zu besitzen, dass ich eine Dar- 
stellung derselben nicht fiir iiberfliissig hielt. 


*) Vergl. z. B. Théorie des fonctions analytiques. Paris 1847, p. 280—284. 
**) Crelle’s Journ. 17, p. 68; auch Vorlesungen iiber Dynamik, 
***) Wiener Ber. 1854, p. 1014. 
+) Crelle’s Journ. 54, p. 227. 
+t) Crelle’s Journ. 5¥, p. 254 u. 335. 
ttt) Crelle’s Journ. 65, p. 26. 
*+) Beitriige zur Theorie der Maxima und Minima der einf. Integr. Leipzig 
1866 (Habilitationsschrift); Crelle’s Journ. 69, p. 238; Math, Ann, Bd. XIII, p. 53. 
*iT) Distinction des Max. et des Min. dans un probléme isopérimétrique 
Upsala 1869. 
*+++) Schlimilch’s Zeitschr. f. Math. 23, p. 367. 
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So entstand diese Arbeit. Derjenige Theil der darin abgeleiteten 
Resultate, welcher nicht die augedeutete Liicke betrifft, kann in wesent- 
lichen Punkten keinen Anspruch auf Neuheit machen; die Kriterien des 
Maximums und Minimums sind eben — abgesehn von jener einen 
Liicke — den Hauptziigen nach seit Jacobi bekannt, und die Schwierig- 
keit liegt seither fast nur in der strengen Begriindung derselben. Ich 
mochte daher als wesentliches Ergebniss meiner Untersuchung ausser 
dem anfangs genannten auch nur noch das hinstellen, dass sie — in 
Folge ihres von dem bisherigen principiell abweichenden Ganges — 
einiges neue Licht auf die Begriindung der Theorie und die innere 
Bedeutung der Kriterien des Maximums und Minimums wirft. In minder 
wesentlichen Punkten hoffe ich freilich nebenbei doch noch eine gréssere 
Vollstindigkeit der bereits bekannten Resultate erreicht zu haben; dies 
gilt besonders von dem in § 3 behandelten Problem der relativen 
Maxima und Minima, dessen Untersuchung durch Herrn Mayer noch 
nicht ganz die wiinschenswerthe Allgemeinheit besitzt. 

Ich will zunichst, um die mehrfach erwiahnte Liicke genauer 
bezeichnen zu kénnen, einen Ueberblick iiber den gegenwirtigen 
Zustand der Theorie der zweiten Variation geben, auf welchen dieselbe 
besonders durch die Arbeiten von Jacobi, Clebsch, Lipschitz und 
Mayer gebracht worden ist. Hieran ankniipfend, werde ich einige 
weitere Miingel dieser Theorie hervorheben, in deren Beseitigung durch 
meine Untersuchungen ich einen Fortschritt sehe. 


Es sei die Aufgabe gestellt, diejenigen Functionen y, y,... 
zu finden, welche das Integral 


at ’ ’ . dy; 
J f Fey Yy +++ Yn Yn) ax (wo Yi =) 
2 


zu einem Maximum oder Minimum machen. Die Grenzen 2° und 2', 
sowie die zu diesen Grenzen gehdrenden Werthe von y, y,... Yn seien 
gegeben. Wir nehmen ferner, da es sich hier nur um Auseinander- 
setzung der Principien handelt, an, die Functionen y, y....Y, seien 
durch keinerlei Bedingungsgleichungen mit einander verbunden. 

Es muss dann die erste Variation AJ des Integrales J gleich Null 
sein. Dadurch ergeben sich » Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
fiir y, Yo...Yn, aus deren Integration die Gréssen y,¥,...Y, als 
Functionen von x mit 2m willkiirlichen Constanten c, c,... ¢2, hervor- 
gehen. Diese Consteuten bestimmen sich auf eine oder mehrere Arten 
durch die Bedingung, dass die Functionen y, y,... y, fir « = x und 
x == x' die vorgeschriebenen Grenzwerthe annehmen sollen. 


Mathematische Annalen. XXV. 35 
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Ist die Constantenbestimmung vollstiindig ausgefiihrt, so tritt die de 
Frage auf, ob die gewonnenen Functionen y, y,...y, das Integral J F 
wirklich zu einem Maximum oder Minimum und eventuell zu welchem li 
von beiden machen. Die Entscheidung dieser Frage hiingt ab von m 
dem Vorzeichen der zweiten Variation w 

z ci 

AJ = 2 J 20, n’) dx x 

ev, 1 

* = 2» ae aK . 

m5 f Sei wet abhi wi + ake tint) an . 

4 é,4=1 g$ 

in welcher 7, 4. -..%n beliebige stetige Functionen von x bedeuten, 
die nur an die Bedingung gekntipft sind, an den Grenzen x° und z' 

zu verschwinden. Ist nimlich die zweite Variation immer positiv, so 7 

findet ein Minimum, ist sie immer negativ, ein Maximum statt; nimmt d 

sie, je nach der Wahl der Functionen », 7, ...,, sowohl positive als f 

negative Werthe an, so findet weder ein Minimum, noch ein Maximum ( 
r statt; kann sie endlich zwar den Werth Null erhalten, nicht aber das 

Zeichen wechseln, so lisst sich die Frage nach dem Bestehen des | 
Maximums resp. Minimums nicht mehr durch alleinige Betrachtung 

der zweiten Variation entscheiden. 

Zur Untersuchung des Vorzeichens von A*J hat man nun etwa i 
folgende Ueberlegung angestellt. ‘ 

Enthielte die quadratische Form Q(y, 7) nur die Gréssen 9, 9,...%n, ; 
nicht aber ihre Ableitungen 7,’ 9, ...m, (in welchem Falle wir sie ‘ 
kurz mit Q(y) bezeichnen), so wiirde die nothwendige und hinreichende ( 
Bedingung fiir das Nichtnegativwerden von A?J darin bestehen, dass ‘ 


der Ausdruck Q(y) bei beliebiger Wahl der Functionen », 9, .. . %n 
fiir keinen Werth von x zwischen x° und z' negativ sein diirfte. Denn 
wire Q(y) etwa fiir y; = ;(¢ = 1,2,...,”) und =< negativ, so 
wiirden sich wegen der Stetigkeit von Q(7) zwei Werthe x? und 2° 
nahe an x so angeben lassen, dass Q(y) auf der ganzen Strecke von 
“= 2? bis c = « negativ wire. Bezeichnete man dann mit 4 irgend 
eine fir «= 2? und «= 2° verschwindende, zwischen 2? und z* 
aber bestindig positive Function von x und setzte die Functionen 4; 
von 2° bis z*, sowie von 2° bis z' gleich Null, von 2 bis «* aber 
gleich 4y;, so wiirde fiir dieses System von Functionen auch A?J 
negativ werden. Die angegebene Bedingung wiirde sich demnach als 
nothwendig erweisen; andererseits ist unmittelbar klar, dass sie auch 
hinreichend wiire. 

Diese Betrachtung, welche sich nur auf den speciellen Fall erstreckt, 
dass die quadratische Form Q die Gréssen y/ nicht enthilt, legt fiir 
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den allgemeinen Fall folgenden Gedanken nahe. Da unter den 2n 
Functionen 9,, 4; N25 No) +--+) Yn» Mn Sich » ganz willkiirliche (niim- 
lich die y) befinden, so werden » aus jenen 2n Gréssen linear zusam- 
mengesetzte Functionen @, @, ...@, im Allgemeinen ebenfalls als 
willkiirlich anzusehen sein. Man kénnte daher versuchen, die Coeffi- 
cienten solcher linearen Ausdriicke , @,...@, als Functionen von 
x so zu bestimmen, dass die aus den 2” Elementen 7 und 7 zusam- 
mengesetzte quadratische Form Q(y, 7) in eine nur aus den » Elementen 
@ gebildete quadratische Form Q(@) tibergeht. Geliinge dieser Versuch, 
so kénnte man an der Form Q(@) die eben von der Form Q(y) an- 
gestellte Betrachtung im Wesentlichen wiederholen und erhielte un- 
mittelbar die Kriterien fiir das Vorzeichen von A?J. 

Nun ist zwar eine derartige Ueberfiihrung der Form Q(y, 7’) in 
eine Form Q(@) im Allgemeinen nicht méglich. Indessen liisst sich 
der zu Grunde liegende Gedanke doch realisiren, wenn man vorerst 
das Integral A?J durch eine partielle Integration umformt. Dies hat 
fiir den einfachsten Fall (n = 1) Lagrange, fiir den allgemeinen Fall 
Clebsch nachgewiesen. 

Clebsch zeigte, dass man den Ausdruck Q(y, 9) immer auf die 
Form 


, d 
2i(4, 0') + de 2, (9) 


bringen kann, wenn mit Q,(7) eine quadratische Form der n Gréssen 
n bezeichnet wird, mit Q,(y, n’) aber eine solche quadratische Form 
der 2n Gréssen » und 7, welche die Kigenschaft hat, sich if eine 
quadratische Form Q,(@) von » Gréssen @ iiberfiihren zu lassen, Die 
Coefficienten von Q,(@) konnten dabei sehr einfach durch die Coeffi- 
cienten von Q(y, 7) ausgedriickt werden, es ergab sich nimlich 


n 
a2 
Q a) = >) 5%. + @; Oy. 
1( ) OY, 6Y;, i Wk 
i,k=1 


Vermittelst der Formel 
Q(q, 1) = A (@) + ie Wn) 


kann man nun das Differential Q(y, 4')dx partiell integriren und 
erhilt, da Q,(y4) mit den Groéssen y selbst an den Grenzen 2° und z! 
verschwindet, fiir A?J den Werth 


1 4 
* AJ =z | X(o)de. 
Pag 


In dieser Form lisst die zweite Variation die Anwendung der vorher 
angestellten Betrachtungen zu, und es ergiebt sich demnach als noth- 


35* 
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wendige und hinreichende Bedingung fiir das Nichtnegativwerden von 
A’? J, dass der Ausdruck 


a 2 _l 
Q, (@) “me Oyoy;, ©; Cx 


bei beliebiger Annahme der Grissen @, @,...@, fiir keinen Werth 
von x zwischen den Grenzen x® und 2! negativ werden darf.*) 

Die Ausfiihrung der partiellen Integration, auf welcher der eben 
gezogene Schluss beruht, setzt noch voraus, dass Q,(y) zwischen den 
Grenzen z° und z' nicht unendlich werde. Nun enthialt Q,(y) nach 
den Untersuchungen von Clebsch und Mayer (vgl. p. 531) als Factor 
den reciproken Werth der Determinante 


| Wyy Mya ++ Man 


| 
| a, Won . >> 2,20 


Uni Ung -.. Un,2n 


A(«z Hg = 0 0 0 
? ) Wy Uy ees UW on 
a0 0 0 
Wr U3. eet Ws on 
0 0 0 
| ba Une nats Une 


In derselben bedeuten die Gréssen u;, die Ableitungen der Functionen 
y; na@th den bei Integration der Differentialgleichungen der ersten 
Variation auftretenden Constanten ¢,, die Gréssen u?, dieselben Ab- 


leitungen fiir = 2°. Die angestellten Betrachtungen gelten daher 
nur unter der Voraussetzung, dass die Determinante A(z, 2°) fiir 
keinen Werth der Variabeln x zwischen x° und z' verschwindet. (Das 
Verschwinden an der Stelle xz, selbst ist nimlich, wie eine genauere 
Untersuchung lehrt, bedeutungslos, da hier auch die Gréssen y ver- 
schwinden, sodass 2,(y4) doch endlich bleibt). Ist jene Voraussetzung 
erfiillt, so kann Q,(y) nur noch in gewissen Ausnahmefillen, von 
denen hier abgesehen werden soll, unendlich gross werden, nimlich 
dann, wenn entweder die zweiten partiellen Ableitungen von J’ nach 
den y und y oder die Gréssen u;, zum Theil unendlich gross werden.**) 


*) Die Begriindung dieses Satzes ist hier nur in den Hauptziigen angedeutet, 
lisst sich aber (unter der gleich folgenden Voraussetzung) streng durchfiihren. 
Insbesondere liisst sich noch zeigen, dass die Functionen nicht etwa so gewihlt 
werden kénnen, dass die Ausdriicke ow identisch verschwinden, wodurch auch 
die zweite Variation A?J den Werth 0 erhalten wiirde, Cf. Mayer, Crelle’s J. 69, 
p. 258—260. 

o) Vere. Erdmann. Schlémilchs Zeitschrift 23. 
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Durch die Clebsch’sche Transformation der zweiten Variation 
erhilt man also definitiv folgenden Satz: Verschwindet die Determi- 
minante A(x, x) fiir*keinen Werth der Variabelen x ewischen «° und 
x', so hiingt das Maximum oder Minimum des Integrales J davon ab, 
ob die quadratische Form 


or 
Q (@) “am bye, @; @;, 


bei beliebigen Werthen von @, @,...@, fiir alle Werthe von x zwischen 
2° und x' bestiindig negativ oder bestindig positiv ist oder sowohl positiv 
als negativ werden kann. 

Verschwindet dagegen die Determinante A(z, x°) irgendwo zwischen 
x und z', so ist die Clebsch’sche Transformation nicht mehr aus- 
reichend, um iiber das Vorzeichen von A?J zu entscheiden. 

Nun kann man in dem letzteren Falle direct beweisen, dass die 
zweite Variation bei einer gewissen Wahl der Functionen y gleich 


Null wird. Ist niimlich z° die Stelle, an welcher A(x, x®) verschwindet, 


und setzt man 
2n 
i= > Gy Ui2 
4a=1 


(wo u;,, wie vorher, die partielle Ableitung Yon y; nach c, bedeutet), 
so lassen sich die 2m Constanten @, a, ... @2, so bestimmen, dass alle 


Functionen y; sowohl fir z= x°, als fiir 2 —° gleich Null werden. 


Nimmt man dann von 2° bis 2° die angegebenen Ausdriicke, von 2° 
bis az! aber den Werth Null fiir die Gréssen y an, so wird A?J gleich 
Null. Dasselbe gilt offenbar noch, wenn a! mit z° zusammenfillt. 

Hieraus hat man geschlossen, dass in solchen Fiillen kein Maxi- 
mum oder Minimum des Integrales J stattfindet. Herr Mayer, dem 
man die Ausfiihrung und Zusammenstellung der Kriterien des Maxi- 
mums und Minimums auf Grund der von ihm neu bearbeiteten analy- 
tischen Untersuchungen von Clebsch verdankt, begriindet (Habilitations- 
schrift p. 49 und Crelle J. 69, p. 253) jenen Schluss durch folgende 
Ueberlegung: ,,Wenn die zweite Variation verschwindet; so wird die 
Aenderung des Integrales von der dritten Ordnung und kann daher 
im Allgemeinen sowohl positiv, als auch negativ werden.“ 

Diese Ueberlegung, obschon an sich richtig, kann nicht als aus- 
reichend betrachtet werden. Denn offenbar kavn es vorkommen, dass 
gleichzeitig mit der zweiten immer auch die dritte Variation ver- 
schwindet; und wenn auch dieser Fall in gewissem Sinne nicht der 
»allgemeine“ ist, so bleibt doch unter allen Umstiainden bei jedem 
einzelnen Problem die Unsicherheit bestehen, ob nicht etwa gerade 
jener Ausnahmefall eintritt, eine Unsicherheit, welche erst durch 
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Untersuchung der dritten Variation gehoben werden kann. Die Be- 
trachtung einiger der bekanntesten Probleme scheint sogar darauf 
hinzudeuten, dass jener Fall, der in der Theorie*eine Ausnahme bildet, 
‘in Wirklichkeit nicht zu den Seltenheiten gehért. Er tritt beispiels- 
weise bei dem Probleme der kiirzesten Linien auf der Kugel ein, was 
man daraus schliessen darf, dass hier im Falle des Zusammentreffens 
der oberen Integralgrenze x' mit dem kritischen Punkte z°, dem Gegen- 
pole des Punktes x", noch ein Minimum stattfindet. 

Bei dem eben angefiihrten Probleme hért das Minimum auf, sobald 
die obere Grenze x' iiber die Stelle z° hinausriickt. Es liegt nun die 
Frage nahe, ob dieses Verhalten etwa unter einer allgemeinen Regel 
steht, welche nicht von dem Verhalten an der Stelle z° selbst und der 
Beschaffenheit der dritten Variation abhiingig ist. Auf diese Frage 
giebt die Deduction des Herrn Mayer keine Antwort. Denn dieselbe 
zeigt keinen Unterschied, ob der kritische Punkt x’ mit «' zusammen- 
fallt oder zwischen 2° und z' liegt; in beiden Fillen wird auf die 
Nichtexistenz des Maximums und Minimums einzig und allein durch 
Bezugnahme auf die Glieder dritter Ordnung bei solchen Variationen 
y, welche nur von x° bis z° von Null verschieden sind, geschlossen. 

Nun hat schon Hesse es als wahrscheinlich bezeichnet, dass, wenn 
x zwischen x® und z' liegt, die zweite Variation nicht nur verschwin- 
den, sondern beide Vorzeichen annehmen kann. Liesse sich dieses nach- 
weisen, so wiirde mit voller Sicherheit auf das Nichtstattfinden eines 
Maximums oder Minimums zu schliessen sein. Nun ist die Vermuthung 
von Hesse in der That richtig; indes ist der Beweis vorliufig erst unter 
der Voraussetzung, dass nur eine einzige Grésse y in dem Integrale 
J vorkommt, von Herrn Erdmann erbracht worden. 

Wir finden also hier eine Liicke; es ist diejenige, auf welche wir 
in der Kinleitung Bezug genommen haben. Dieselbe wird in unserer 
Arbeit ausgefiillt werden; aber nicht vermittelst einer eigens zu dem 
Zwecke angestellten Untersuchung, sondern im Zusammenhange mit 
der Entwickelung der anderen Kriterien auf Grund eines einzigen 
Princips. 


Die im Vorstehenden skizzirten Deductionen beruhen, soweit sie 
zutreffend sind, der Hauptsache nach auf der Clebsch’schen Trans- 
formationsformel 


Q(n, 7) = Q,(@) + < 2, (4) 


oe 
(wo Q,(@) = yoy, 00) ‘ 
ih 7 


Die Ableitung dieser Formel ist mit grossen Schwierigkeiten verkniipft 
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gewesen und erst nach und nach dem Scharfsinne mehrerer grosser 
Mathematiker gelungen. 

Der Nachweis zwar, dass eine solche Formel iiberhaupt existirt, 
d. h. dass sich die Coefficienten der quadratischen Form Q,(y) und 
der linearen Ausdriicke @, @,...@, als Functionen von « so bestim- 
men lassen, dass die obige Formel identisch wird, dieser Nachweis 
war leicht zu fiihren. Schon Lagrange hatte ihn fiir » = 1 erbracht, 
und Clebsch verallgemeinerte ihn fiir ein beliebiges n, indem er zeigte, 
dass die Anzahl der Differentialgleichungen, denen jene Coefficienten 
geniigen miissen, wenn die Formel eine identische werden soll, gleich 
der Anzahl der Coefficienten selbst ist. 

Aber es war néthig, jene Coefficienten wirklich zu berechnen; 
denn, wie wir sahen, konnte die Formel nur dann mit Erfolg ange- 
wendet werden, wenn man sicher war, dass der Ausdruck Q,() zwischen 
den Integrationsgrenzen endlich blieb. Es war also néthig, die fir 
die Coefficienten von Q, aufgestellten Differentialgleichungen zu inte- 
griren. Und hierin lag schon fiir » — 1 eine grosse Schwierigkeit. 

Ks ist das Verdienst Jacobis, den Weg zur Ueberwindung dieser 
Schwierigkeit gefunden zu haben. Jacobi zeigte niimlich fiir den Fall 
nm=1, dass die allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen, 
denen die Coefficienten geniigen miissen, sich aufstellen lassen, wenn 
man die von uns vorher mit «;, bezeichneten Functionen, d. h. die 
partiellen Ableitungen der y; nach der Integrationsconstanten c, ein- 
fiihrt. Die hierauf beziiglichen Untersuchungen Jacobis wurden spiter 
von Hesse und Spitzer weitergefiihrt. 

Clebsch stellte sich die Aufgabe, jene Differentialgleichungen, denen 
die Coefficienten geniigen miissen, fiir ein beliebiges » durch An- 
wendung der Jacobi’schen Hiilfsfunctionen zu integriren. Er fand in 
seiner ersten Arbeit tiber diesen Gegenstand, dass die Lésungen die 
Form gewisser analytischer Ausdriicke haben mussten, in denen ausser 
den u;, noch eine Anzahl von Constanten vorkam. Diese Constanten 
durften indes nicht simmtlich beliebig angenommen werden, da ihre 
Anzahl betrachtlich grésser war, als die Anzahl der willkiirlichen Con- 
stanten, welche die Integration der Differentialgleichungen liefern 
konnte. Erst in einer zweiten Arbeit gelang es Clebsch, anzugeben, 
wie sich ein Theil jener Constanten noch bestimmen liess und gleich- 
zeitig nachzuweisen, dass die tibrig gebliebenen Constanten, deren 
Anzahl scheinbar immer noch zu gross war, sich auf die richtige An- 
zahl reducirten, da sie nur in einer gewissen Zahl von einander unab- 
hingiger Verbindungen vorkamen. 

Dass hiermit das Transformationsproblem gelést war, d. h. dass 
die so bestimmten Coefficienten, in die Transformationsformel eingesetzt, 
dieselbe zu einer identischen machen mussten, konnte, trotz des in- 
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directen Verfahrens, nach diesen Untersuchungen iiber die Anzahl der 
willkiirlichen Constanten keinem Zweifel mehr unterliegen. Gleichwohl 
war noch eine Verification der Transformationsformel resp. eine directe 
Ueberfiihrung der linken Seite in die Form der rechten wiinschens- 
werth. Eine solche wurde spiiter auf eigenthiimliche Art von Herrn 
Lipschitz geleistet. 

Lipschitz benutzte niimlich die Resultate von Clebsch gleichsam 
nur als Wegweiser und gelangte vermittelst eines geschickten Kunst- 
griffes direct zu einer mit der Clebsch’schen iibereinstimmenden Trans- 
formation der quadratischen Form Q(y, ’). Leider wird die Anwendung 
des besagten Kunstgriffes nicht motivirt, und es scheint, dass dieselbe 
mehr aus der consequenten und scharfsinnigen Ausbeutung eines gliick- 
lichen Zufalls, als aus a priori erkennbaren Griinden hervorgegangen 
ist. Lipschitz giebt selbst an, dass er die Erreichbarkeit der Trans- 
formation auf dem von ihm eingeschlagenen Wege zuerst an Beispielen 
bemerkt und dass allgemeine Verfahren aus denselben empirisch ab- 
gezogen habe. 

Herr Mayer, welcher in zwei Arbeiten die ganze Theorie der 
zweiten Variation ausfiihrlich dargestellt hat, giebt in seiner Habili- 
tationsschrift der Methode von Clebsch trotz ihrer Linge und Um- 
stindlichkeit den Vorzug vor derjenigen von Lipschitz, weil die letztere 
— eben wegen jenes Kunstgriffes — weniger durchsichtig sei und sich 
aus der Natur der Sache nicht ergebe. Spiiter hat Herr Mayer das 
Verfahren von Lipschitz seiner Kiirze und fiusseren Eleganz wegen 
doch angenommen und verallgemeinert, um es den eigenen, auf die 
Kriterien des Maximums und Minimums beziiglichen Untersuchungen 
zu Grunde zu legen. 

Ich bin der Meinung, dass derselbe Vorwurf, welchen Mayer 
gegen die Entwickelungen von Lipschitz erhebt, bis zu einem gewissen 
Grade auch diejenigen von Clebsch und schon die iilteren von Jacobi 
trifft. Es ist ein allen diesen Untersuchungen gemeinsamer Mangel, dass 
Hiilfsmittel angewendet werden, deren Zweckmiissigkeit zwar durch 
den Erfolg bewiesen wird, deren Hineinziehung in die Untersuchung 
aber im Voraus so wenig motivirt erscheint, dass man dieselbe nur 
als das Ergebniss vielfacher Versuche oder eines gliicklichen Zufalles 
betrachten kann, Es gilt das in erster Linie von der Bildung und 
Einfiihrung der Functionen u;,,. Wie kommt man iiberhaupt dazu, 
diese Functionen zu bilden? Und welchen Nutzen kann man sich 
a priori von denselben fiir die Discussion der zweiten Variation ver- 
sprechen? Derartige Fragen scheinen bisher noch nicht einmal auf- 
geworfen zu sein, und dennoch werden jene Functionen seit Jacobi 
in der Theorie der zweiten Variation angewendet und spielen sogar die 
wichtigste Rolle. 
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Hierin liegt nach meiner Meinung ein den Arbeiten von Clebsch 
und Lipschitz gemeinschaftticher Mangel, der allerdings bei Lipschitz 
noch stirker hervortritt. Durch meine neue Behandlung der zweiten 
Variation hoffe ich denselben beseitigt zu haben. Meine Unter- 
suchungen werden iibrigens, indem sie sich in rein analytischer Be- 
ziehung einem Haupttheile nach auf die eleganten Entwickelungen von 
Lipschitz reduciren, den Nachweis liefern, dass die letzteren schliesslich 
doch in einem viel innigeren Zusammenhange mit den Principien der 
Variationsrechnung stehen, als man zunichst glauben méchte. Gerade 
der scheinbar so unmotivirte Kunstgriff, um dessen willen Herr Mayer 
zuerst das Verfahren von Lipschitz gegen dasjenige von Clebsch zuriick- 
setzte, entspricht, wie wir sehen werden, dem Wesen der Sache viel 
mehr, als die langwierigen Untersuchungen von Clebsch. Nur wenn 
man die Transformation der zweiten Variation als Hauptziel in den 
Vordergrund stellt, erscheint der von Clebsch eingeschlagene Weg 
folgerichtiger. Jene Transformation ist aber selbst nur ein Hiilfsmittel 
zur Erérterung der Hauptfrage nach dem Vorzeichen der zweiten 
Variation, und zwar ein Hiilfsmittel, welches sich durch die vorhin 
von uns skizzirten Betrachtungen nicht gerade auf sehr natiirliche 
Weise aus jener Hauptfrage ergiebt. Wir werden nur diese Frage 
selbst als Ziel ins Auge fassen und auf dem directen Wege dahin ohne 
besondere Bemiihung unter anderem zur Transformation gelangen. In 
Folge des gliicklichen Umstandes, dass die dabei auszufiihrenden Rech- 
nungen, wie gesagt, in einem Haupttheile mit den kurzen Entwickelungen 
von Lipschitz zusammenfallen, erhilt unsere Theorie auch in rein 
iusserlicher Beziehung die grésste Eleganz, die bisher erreicht worden ist. 


Die Transformationen von Clebsch und Lipschitz sind allgemeiner, 
als es zur Ziehung endgiiltiger Schliisse iiber das Stattfinden des Maxi- 
mums oder Minimums néthig und wiinschenswerth erscheint. Herr 
Mayer musste iiber einen Theil der in der Transformationsformel vor- 
kommenden willkiirlichen Constanten eine bestimmte Verfiigung treffen, 
um zu dem Satze zu gelangen, dass fiir das Vorzeichen der zweiten 
Variation dasjenige des Ausdruckes Q2,(@) so lange massgebend ist, 
als die Determinante A(a, x°) im Intervalle z° x' nicht verschwindet. 
Nur bei einer bestimmten Verfiigung niimlich wurde der Nenner der 
Transformation mit jener Determinante identisch, welche Identitit iiber- 
dies noch eines besonderen Beweises bedurfte. Aus diesem Grunde 
miissen wir die Ableitung der Transformationsformel in ihrer vollen 
Allgemeinheit als einen unniitzen Umweg fiir die Untersuchung der 
Kriterien des Maximums oder Minimums betrachten. Freilich konnte 


ee Re eee 











532 


L. Scueerrer. 


bei der von Clebsch eingefiihrten Fragestellung, wonach die Trans- 
formation selbst ein vorliufiges Ziel der Untersuchung war, jener 
Umweg nicht zwanglos vermieden werden. Auf unserem Wege wird 
sich die Transformation direct in derjenigen speciellen Form ergeben, 
welche Mayer zum Zwecke seiner Deductionen aus der allgemeinen 
Form abscheiden musste. Hierin scheint mir ebenfalls eine — aller- 
dings mehr nebensichliche — Verbesserung der Theorie zu liegen. 


Es sind mehrfach Versuche gemacht worden, die von Jacobi ohne 
Beweis aufgestellten Kriterien des Maximums und Minimums mit ein- 
facheren Hiilfsmitteln, als den von Clebsch, Lipschitz und Mayer an- 
gewendeten, zu begriinden. Diese Versuche kénnen indes, soweit sie 
mir bekannt geworden sind, simmtlich nicht als befriedigend bezeichnet 
werden. Denn entweder fiihren sie, wie die Untersuchungen von 
Zmurko*), zu ganz unvollstiindigen Resultaten, oder sie entbehren, 
wie die Entwickelungen von Lundstrém**), der nothwendigen Strenge. 
Ich sehe daher von einer Darstellung derselben ab. 

Indem ich nun zur Entwickelung meiner eigenen ‘Theorie iiber- 
gehe, beginne ich damit, in Kiirze den allgemeinen Gedankengang, 
den ich innehalten werde, zu skizziren (§ 1). Ich behandele darauf 
(§ 2) zuniichst den speciellen Fall » =—1, d. h. den Fall, wo das 
Integral J nur eine unbekannte Function y nebst ihrer Ableitung ent- 
halt, da unter dieser Bedingung die Theorie einen Grad der Abrundung 
erreicht, den ich ihr unter allgemeineren Voraussetzungen nicht zu 
geben vermochte. In § 3 folgt sodann die Untersuchung fiir ein 
beliebiges », wobei noch angenommen wird, dass zwischen den Func- 
tionen y; Bedingungsgleichungen (endliche und Differentialgleichungen) 
bestehen. In § 4 endlich wird die vollstiindige Theorie des Minimums 
eines Integrales J (einschliesslich der ersten Variation) unter der 
Voraussetzung entwickelt, dass die Functionen y, y,...Yy, durch end- 
liche Gleichungen mit einander verkniipft sind, und dass ausserdem 
gewisse bestimmte Integrale, welche jene Functionen nebst ihren ersten 
Ableitungen enthalten, vorgeschriebene Werthe annehmen sollen. 


*) Wiener Berichte 36, p. 235 (cf. Mayer in Ohrtmanns Jahrbuch f. 1876, 
pag. 220). 

**) a, a. O. Lundstrém hat das Verdienst, zuerst die genauen Kriterien des 
Maximums und Minimums bei den isoperimetrischen Problemen im engeren Sinne 
aufgestellt zu haben, wenn auch ohne ausreichende Begriindung. 
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§ 1." 
Darstellung des Gedankenganges im Allgemeinen. 


Es handle sich um das Maximum oder Minimum des Integrales 


=| F(@y,Y\ +++ YnYn) aa, 


in welchem die Functionen y,...y, (nicht ihre Ableitungen y,’...Y, ) 
stetig sein und an den Grenzen 2° und z' vorgeschriebene Werthe 
erhalten sollen. Wir wollen uns auf den Fall des Minimums be- 
schrinken, da das Maximum als Minimum von — J betrachtet werden 
kann, Ferner nehmen wir zunichst der grésseren Uebersichtlichkeit 
wegen an, es bestiinden keinerlei Bedingungsgleichungen zwischen 
den unbekannten Functionen y,y,.. - Yn 
Soll ein Minimum stattfinden, so muss die erste Variation 


CS aF 
AJ= J 2 (as ni + dy: ni) daz 
‘ = i i 


fiir jedes beliebige System von Functionen ; gleich Null sein, voraus- 
gesetzt nur, dass dieselben stetig sind und an den Grenzen 2° und z' 
verschwinden. Die Ableitungen »; brauchen nicht stetig zu sein. 

Der Ausdruck AJ kann nun durch partielle Integration auf die 
Form 





= : oF d oF 
AJ= PAC ." da yp) ae 
Y t 


gebracht werden; denn das Integral 


a' 


*@ oF 
[ie( ayy %) a 


& 
welches die Differenz der beiden fiir AJ angegebenen Ausdriicke dar- 
stellt, ist immer gleich Null*) (auch wenn die Gréssen y; im Inte- 
grationsintervalle beliebig oft unstetig sind). Aus der zweiten Form 


*) Es wird hierbei — wie im Folgenden iiberall — stillschweigend voraus- 
gesetzt, dass die dem Minimum entsprechenden Functionen y,y2...y, nicht nur, 
wie es die Bedingungen der Aufgabe verlangen, selbst stetig sind, sondern auch 
durchweg stetige Ableitungen y,'y.'...y, besitzen. Ohne diese Voraussetzung 
sind die oben angegebenen Bedingungen fiir das Verschwinden der ersten Varia- 
tion zwar noch nothwendig, aber nicht mehr hinreichend, 
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von AJ ergeben sich dann in bekannter Weise als nothwendige und 
hinreichende Bedingungen fiir das Verschwinden dieses Ausdruckes bei 
beliebiger Annahme der y; die Differentialgleichungen 
| ee Be a i : 
iy, ta On = O, (¢=1,2,...,m). 
Dieselben reichen hin, auch wenn die Ableitungen der »; nicht stetig 
sind; wir heben diess besonders hervor, weil wir im Folgenden gerade 
solehe Functionen 9; mit unstetigen Ableitungen mehrfach in Betracht 
ziehen werden. 
Aus der Integration jener Differentialgleichungen gehen die Gréssen 


Yi Yo--+Yn als Functionen von z mit 2n willkiirlichen Constanten 
C, Cy » ++ Cen hervor: 


Yi = Mi (@C,C,... Can) ($= 1,2,..., ). 
Hat man die Constanten ¢,c,...¢2, vermittelst der Grenzbe- 
dingungen vollstindig bestimmt, so tritt die Frage auf, ob das Integral 


J wirklich zu einem Minimum wird, d. h., da die erste Variation 
identisch verschwindet, ob die zweite Variation 


a’ 
*n 
Jas aF er , er oa 
” bd ee ees a 
J ‘2G Hina OY, OY, HiNr dy, Oy, 7] m) da 
x 3 


% , 
= $f 20 2) de 
y 


bestandig positiv resp. nie negativ ist. 

Wir kénnen uns fiir n = 1 und nm = 2 die Grossen y,y,... als 
Functionen von « durch eine ebene oder riiumliche Curve dargestellt 
denken. Fiir n > 2 ist diess zwar nicht mehr méglich, indess hoffen 
wir keinem Missverstiindnisse zu begegnen, wenn wir uns im Folgenden 
der Kiirze wegen auch fiir den allgemeinen Fall einiger aus der graphi- 
schen Darstellung entlehnter Bezeichnungen bedienen. 

Die zweite Variation A?J ist, wenn wir fiir y,y,... die Func- 
tionen ,Q,... einsetzen und die Grenzen 2° und z' ein fiir alle 
Male als fest betrachten, nur von der Wahl der Functionen »; und 
der Constanten ¢, abhiingig. Ist A’J fiir das durch die gegebenen 
Grenzbedingungen bestimmte System der Constanten c, bei jeder Wahl 
der Functionen ; positiv, so wird A?J im Allgemeinén auch dann 
noch bei jeder Wahl der Functionen »; positiv sein, wenn wir den 
Constanten ¢, andere, von den urspriinglichen geniigend wenig ver- 


schiedene Werthe c, + y, geben. Es wird daher im Allgemeinen auch 
das Integral 











Maxima und Minima der einfachen Integrale. 535 


a -f F(2Y, yy +++ YnYn') dx, 
x 


wenn darin, zum Unterschiede von J, den Functionen y; fiir 2 = 2° 
und z=z! nicht die Grenzwerthe g;(x°c,c,...¢gn) und g;(a' ¢,C,...Con)s 
sondern die Grenzwerthe 9; (2°, ¢, + 71, Co + 7. +++ Con Yon) und 
Mi(x', Cy + 1, Co + 2 +++ Con + Yon) Vorgeschrieben gedacht werden, 
durch die Functionen 

Yi = Pil(@, Co + V1, Co +P +++ Cont Yon), (b= 1,2-+-- m) 
einen Minimalwerth erhalten. 

Man kénnte diesen Satz, welcher die Grundlage der folgenden 
Entwickelungen bildet, vielleicht durch Stetigkeitsbetrachtungen streng 
beweisen. Da wir jedoch vorliufig nur einen Ueberschlag iiber die an- 
zustellenden Untersuchungen machen wollen, mdchten wir auf den 
strengen Beweis zunichst verzichten, indem wir darauf rechnen, dass 
dem Leser die Richtigkeit des Satzes ohne Weiteres einleuchten wird. 
Spiiter werden wir sehen, dass der Beweis in Folge anderer, sich von 
selbst ergebender Thatsachen tiberhaupt iiberfliissig wird, da der auf- 
gestellte Satz schliesslich doch nur die Rolle eines Wegweisers fiir die 
Theorie der zweiten Variation spielt und nirgends zur strengen Be- 
griindung der Resultate benutzt werden wird. 

Um indess vor der Hand ganz correct im Ausdrucke zu sein, 
geben wir dem Satze die folgende vorsichtig gehaltene Formulirung: 

»ist das Integral J ein Minimum, so lisst sich erwarten, 
dass das Integral J’, welches aus J durch eine geniigend kleine Ver- 
iinderung der Constanten ¢,c,...¢:, entsteht, im Allgemeinen eben- 
falls ein Minimum ist. Genauer: Wenn das Integral J, lings der 
durch die Gleichungen y; = 9; (we, ¢,... Czn) (¢ = 1, 2...) definirten 
Curve ¢ genommen, kleiner ist, als durch Integration auf jeder anderen, 
zwischen denselben Endpuukten beschriebenen, geniigend nahe ver- 
laufenden Curve, so lisst sich erwarten, dass auch das Integral 
J’ auf der durch Variation der Constanten ¢,c,...¢:, aus ¢ ent- 
stehenden Curve c’ kleiner wird, als auf jeder anderen, geniigend nahe 
gelegenen Curve, welche dieselben Endpunkte hat.“ 

Ja noch mehr. Da das Stattfinden des Minimums von J voraus- 
setzt, dass nach Annahme zweier beliebigen Werthe x? und 2° zwischen 
x und x' und Bestimmung der diesen Werthen entsprechenden Punkte 
der Curve c, A? und A}, die Integration des Differentials 

EaYY ++. YnYn) da 
aon A? bis A® lings ¢ einen kleineren Werth giebt, als lings jeder 
anderen geniigend nahen Curve, so lisst sich erwarten, dass, wenn 
A” und A* die beiden entsprechenden Punkte der Curve ¢’ sind, die 
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Integration jenes Differentials zwischen A” und A* ebenfalls lings 
der Curve c’ einen kleineren Werth geben wird, als lings jeder anderen 
nahegelegenen Curve. 

Wir wollen alle Curven, welche aus ¢ durch Veriinderung der 
Constanten ¢,¢,.. .¢2, entstehen, welche also die Differentialgleichungen 
der ersten Variation befriedigen, kurz ,,Minimalcurven“ nennen. Die- 
selben haben im Allgemeinen die Eigenschaft, durch zwei ihrer Punkte 
bestimmt zu sein. Es mége ferner die Bezeichnung J, fiir das iiber 
eine Curve c genommene Integral J eingefiihrt werden. Aus den eben 
angestellten Betrachtungen geht dann folgendes Princip hervor: 


Princip. 

Macht die zwischen den gegebenen Punkten A® und A' beschriebene 
Curve ec das Integral J zu einem Minimum, so ist, wenn b irgend 
eine andere, geniigend nahegelegene, aus mehreren Stiicken Ub"... 
bestehende Verbindungslinie jener beiden Punkte bedeutet , nicht nur 


Jyswy... —-Se>O0 (vergl. Fig.) 





athe are 
, ee 
> aid roa : 
—_——— c SV) 


und, wenn man die Sticke U',b",... durch Minimalecurven c,c¢ .. 
zwischen denselben Endpunkten ersetzt 


Jere +... Ie > 0, 
sondern es ldsst sich ausserdem noch erwarten, dass auch 


dy == Je > YU, 
Jy —dev > 0 
sein wird. 

Umgekehrt ist ohne Weiteres klar, dass die Relationen der letzten 
Gruppe, wenn sie fiir jede Curve b und jede Zerlegung einer solchen 
in einzelne Stiicke gelten, fiir sich allein hinreichend sind, wm das Be- 
stehen des Minimums zu erweisen; denn setzen wir speciell b' = b, 
b” =0, Db’ =0..., so erhalten wir die fiir das Minimum charak- 
teristische Relation 

J, —dJ-> 0. 


Dies ist der in allgemeinster Weise ausgesprochene Grundgedanke, 
dessen Durcharbeitung uns zu endgiiltigen Criterien des Minimums 
fiihren wird. In versteckter Weise ist derselbe bereits in den iilteren 
Arbeiten iiber die zweite Variation enthalten. Insbesondere ist die 





an fe 
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von Clebsch vorgenommene ‘Transformation, wie wir spiiter sehen 


werden, nichts anderes, als eine analytische Verification jenes Grund- 
gedankens. 


Um das Princip mit Erfolg anzuwenden, miissen wir die Curve b 
mindestens in zwei Stiicke zerlegen. Denn nihmen wir nur ein Stiick 
b'(= b) an, so wiirde die Curve c mit der Curve ¢ die beiden End- 
punkte A® und A! gemein haben und daher im Allgemeinen mit ihr 
zusammenfallen. Wir wiirden dann wieder bloss auf die Gleichung 
J, > J, wariickgefiihrt werden. Durch Zerlegung in zwei Stiicke da- 
gegen erhilt man schon neue Resultate. 

Es ist indess zweckmissig, gleich eine Zerlegung in vier Stiicke 
‘vorauszusetzen, und zwar auf besondere Weise. Wir wollen nimlich 
annehmen, die Curve b falle von A® bis zu einem gewissen Punkte A?, 
und ebenso von einem gewissen anderen Punkte A® bis A', mit der 
Curve ¢ zusammen und entferne sich nur zwischen A* und A® von 
derselben. Offenbar liegt hierin keine Beschriinkung der Allgemeinheit, 
da wir die Punkte A? und A® unbestimmt lassen und die ee 
nicht ausschliessen wollen, dass die- 
selben resp. mit A® und A' zusam- Ds A 
menfallen, Auf dem zwischen A? ror 2g — pe 4! 
und A® gelegenen Theile von b 
fixiren wir einen beliebigen Punkt A und sain (s. Figur) das 
Stiick A?.A der Curve mit b’, das Stiick AA? mit b”, die Stiicke A® A? 
und A’ A! resp. mit ¢” und c?’. 

Die Curve ¢ ist bestimmt durch die » Functionen y,y, ... Yn} wir 
wollen diese Functionen kurz Ordinaten, die Variabele « Abscisse 
nennen. Die Curve b, und speciell der Punkt A, habe die Coordi- 
naten 7, Y; + 1, Yo N2°+*Yn +m. Die resp. zwischen A* und A 
und zwischen A und A® sich erstreckenden Curven c’ und ce” sollen 
Minimaleurven sein. Dieselben mégen aus der Curve ¢ durch Ver- 
mehrung der in den y; enthaltenen Constanten ¢,¢,... Cz, resp. um 
die Gréssen a, a... 2, und 6, 6,... B2, entstehen. Wir bezeichnen 
die laufenden Coordinaten dieser Curven c’ und c” zum Unterschiede 
von den Coordinaten der Curve 6 und speciell des Punktes A mit 
iiberstrichenen Buchstaben und wiihlen iiberdiess die Zeichen w (fiir c’) 
und v (fiir c”) statt des fiir den Punkt A zu verwendenden Zeichens y, 


so dass ¢’ die Coordinaten 2, y, + Uy, Yo + Uy... - Yn + tn, ©” die 
Coordinaten 2, y, + 0, Yo V2.-+ Yn Up desitzt. 
Definiren wir nun die Functionen u;, durch die Gleichungen 


a OY; a 
re (¢=1,2--- mn; A=1,2.---+ 2m), 
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so haben wir mit Vernachlissigung der Glieder héherer Ordnung 


2n 
uj; = > QA Ui2 


— (i= 1,2---m) 
y= >) Bruin 
i=1i 


zu setzen und die 4m Gréssen «, und f, so zu bestimmen, dass die 
beiden Curven ¢ und c” resp. durch A? und A und durch A und A® 
gehen, d. h., analytisch ausgedriickt, so, dass y,, fiir «— 2? gleich 


Null, fir «=a aber gleich »;, und »; fir z= gleich y;, fiir 
x == 2x* aber gleich Null wird*). Dies ist immer méglich, wenn der 
Punkt A so gewihlt ist, dass keine der Determinanten 


2 2 2 
A(z, 2”) = >. + Uy; Uo °° Unn U1, n+1 U2, n+2 - 2° Uneon 
und 
‘ 3 3 3 
A(z, x) = > bE Uy, Mog + + + Unn Ui, nt U2,n42 °° * Unon 


(wo QA = [wials—e, Ui = [ wals—a ? Ui _ [wale=e) 


den Werth Null hat. Dass nimlich diese Determinante nicht identisch, 
d. h. fiir jeden Werth von x, verschwindet, lisst sich beweisen. 

Das zwischen A? und A gelegene Stiick der Curve ¢ kann mit 
e — ¢” —c!” bezeichnet werden. Die Relation 


Je4e" — de—er_lV > 0 


stellt nun jedenfalls eine nothwendige Bedingung des Minimums dar. 
Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber, wenn nur die Glieder 
zweiter Ordnung beriicksichtigt werden (die Glieder erster Ordnung 
verschwinden ja identisch!), gleich 


Lf Be, waz +4 (2G, Daz. 


*) Was die Vernachliissigung der Glieder héherer Ordnung betrifft, so 
kénnte man zeigen, dass dieselbe auf das Vorzeichen gewisser im Folgenden zu 
untersuchenden Differenzen ohne Einfluss ist. Jedoch ist es zweckmiissiger, wenn 
man die Wirkung jener Vernachlissigung einfach darin setzt, dass die Curven ¢ 
und ¢”, wie sie hier mit Vernachlissigung der Glieder héherer Ordnung definirt 
werden, nicht mehr eigentliche Minimalcurven, sondern solche Curven werden, 
die sich nahe an die zwischen A? und A und zwischen A und A® verlaufenden 
Minimalcurven anschliessen. Wir werden niimlich die Eigenschaft der Curven ¢ 
und ¢”’, Minimalcurven zu sein, nicht zur strengen Begriindung von Resultaten, 
sondern nur zur durchsichtigen Darstellung des leitenden Gedankens benutzen. 
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Hier sind Q(u, w) und Q(v,v) diejenigen Ausdriicke, welche aus 
Q(y, 1’) fir «=a und n; =u; resp. = hervorgehen. Wir be- 
zeichnen die vorstehenden Integrale, da sie als zweite Variationen des 
Integrales J betrachtet werden kénnen, mit (A?J), und (A?J),:, 
ihre Summe auch mit (A?J),4."*). 

Der Ausdruck (A?J),4. darf also, wenn ein Minimum stattfinden 
soll, keinenfalls negativ sein. Nun haben die Functionen a, t, ... Up 
und v,0,...-,, da sie linear aus den Functionen u;, zusammenge- 
setzt sind, Eigenschaften, welche die unmittelbare Integration der 


Differentiale : Q(u, w)dxz und + (Q(v,v) dx ganz allgemein er- 


mdglichen. Bezeichnen wir die Integralfunctionen resp. mit W(w, w) 
und W(v, v), so wird 


(A2J)o = [wu , w) . 


(Arde = [WO o) FE". 

Die Ausdriicke rechts sind abhiingig von der Lage der drei Punkte 
A?, A und A’, d. h. von den Gréssen 27; 2, 1, 4.--- nj 2°. Wir 
wollen dies dadurch andeuten, dass wir diese Gréssen als Argumente 


hinzufiigen , sodass schliesslich, wenn wir neve Functionszeichen W, 
und W, einfiihren 


(A?JD)o = W,(x?, ©, 0, M2 * + * Mn) 


(A? J). = W, (a, 2, 2+ ++ Nn) 
wird. Durch die Relation 


(APD eon = Wy (a, ©, 112+ ++ Mn) + Wee, v, Mm --- Mn) > 9 
wird dann die vorher genannte nothwendige Bedingung des Minimums 
analytisch dargestellt. Die Functionen W, und W, sind iibrigens 
quadratische Formen von 4, .. + Yn 

Aus der vorstehenden Relation lisst sich nun — was man freilich 
erst nach Ausfiihrung der Rechnung erkennen kann — die Noth- 
wendigkeit der folgenden beiden, ihrem wesentlichen Inhalte nach zuerst 
von Jacobi aufgestellten Bedingungen des Minimums direct ableiten: 


und 


»Die quadratische Form P rh a nin, darf im Intervalle x° x' fiir 


tjh=1 


*) Die Vernachlissigung der Glieder von hiéherer, als der zweiten Ordnung 
an dieser Stelle ist dadurch motivirt, dass die Glieder zweiter Ordnung, wenn 
man die Curve b und mit ihr den Punkt A nahe genug an der Curve c, d. h. 
die Grissen 7, y2...7, klein genug annimmt, das Vorzeichen der Differenz 


Fe4¢ — Fo_gn—elv bestimmen, 


Mathematischo Annalen, XXV, 36 
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kein System von Werthen der Grissen 9, ..- Nn negativ werden“, 
und ,,die Determinante A(x, x°) darf in demselben Intervalle nicht ihr 
Zeichen wechseln“. 

Es zeigt sich niaimlich erstens, dass, wenn die drei Punkte A’, A 
und A® sich in inf. einander nahern, d. bh. wenn die drei Gréssen 
x*, x, z* demselben Grenzwerthe x zustreben, der Ausdruck (A?J),¢4.1; 
abgesehen von einem positiven Factor, in die quadratische Form 

=e or 
Se OY; CY, 
Jacobische Criterium (I) iibergeht. Es zeigt sich ferner, dass der 
Ausdruck (A?J),4.- das Zeichen iindert, wenn man dem Punkte A 
nach einander zwei Lagen zu verschiedenen Seiten einer Stelle x giebt, 
an welcher eine der Determinanten A(x, x*) und A(x, x) verschwindet. 
Hiermit ist, da wir der Abscisse x? jeden beliebigen Werth und auch 
den Werth x geben kénnen, die Nothwendigkeit des zweiten Jacobi- 
schen Criteriums (II) nachgewiesen und so gleich hier diejenige Liicke 
in der Theorie der zweiten Variation ausgefiillt, welche die erste Ver- 
anlassung zu unseren Untersuchungen gab. 

In dem speciellen Falle » = 1 lisst sich endlich noch drittens 

_@F 
“OY; "Ou, 


+ Mm, die Bedingung (A?J),4.. > 0 also in das erste 


direct nachweisen, dass die beiden Voraussetzungen ,, > HEN 


ist fiir beliebige Werthe der Verénderlichen x und der Gricson Hi positiv™ 
und ,,A(x, 2°) verschwindet zwischen x°® und x' nicht“ hinreichend sind, 
damit unter allen Umstiinden die Relation (A’?J) 4. >0 stattfinde. 
Fir »>1 ist zwar der Satz auch noch richtig, doch scheint ein 
directer Nachweis schwierig zu sein, 

Wir halten daher vorliufig nur fest, dass aus der Relation 
(A?d )e4¢: die Jacobi'schen Bedingungen I und II als nothwendige 
Bedingungen des Minimums folgen, und bezeichnen die iibrigen Be- 
dingungen, von denen jene Relation etwa noch abhiingen kénnte, in 
ihrer Gesammtheit mit III, ohne zuniichst weitere Untersuchungen 
iiber dieselben anzustellen. 


Es folgt nun der zweite Theil der durch unser allgemeines Princip 
vorgezeichneten Entwickelungen, nimlich die Verification der Be- 
ziehungen 

Jy —de > 0, 
Jy — Jer > 9. 
Es sind dieses diejenigen Beziehungen, von denen wir, ohne die Noth- 


wendigkeit zunichst streng nachzuweisen, sagen konnten, ihr Bestehen 
im Falle des Minimums sei zu erwarten. 
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Wir wollen bei der Verification jener Beziehungen der Einfachheit 
wegen annehmen, der Punkt A? falle mit A®, der Punkt A® mit A! 
zusammen, so dass sich die Curve b ganz und gar auf die beiden 
Stiicke b’ und b” reducirt (vergl. Fig.) 


A ae 
° ieee * 
a i achysa ea 
A c ~ 4! 


Beriicksichtigen wir dann wieder nur die Glieder bis zur zweiten 
Ordnung, so erhalten wir 


Jy — Jz = (A?d)y — (A*d)e. 
Die Glieder erster Ordnung naimlich, (AJ), und (AJ), sind zwar im 
Allgemeinen von Null verschieden, aber beide gleich SH yi, und 


heben sich daher aus der Differenz J, — J, heraus. 


(A? J)» ist gleich 4 J Q(n, 9’) de. 


Den Ausdruck 

(A?S)o = W, (aan, Ne + + > Mn) 
wollen wir als Function von « allein betrachten, indem wir uns fiir 
die Gréssen 9; die der Curve b’ entsprechenden Functionen von x 


eingefiihrt denken. Dann ist, falls die bereits als nothwendig er- 
kannte Bedingung II erfiillt ist, 


(A2J)¢ = / A (AD )e da. 
rd 


Man kann niimlich unter der genannten Voraussetzung leicht zeigen, 
dass (A’?J), erstens fiir «= verschwindet und zweitens im Inte- 
grationsintervalle durchweg endlich und stetig ist (auch wenn die Ab- 
leitungen der 4; beliebig oft unstetig sind; denn die Function W, 
enthilt nur die Gréssen 9; selbst, und nicht ihre Ableitungen). 

Es wird daher ganz allgemein (auch wenn die Curve b’ Ecken 
hat): 


Jy —Je —/¢ Q(, 1) — ge (AP I)e) de 


i {f° , 
- if Q.(y, 4) dx, 


wo zur Abkiirzung 
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Q4(n, 1) = Q(n, 1) —2 GE (A*)e 


gesetzt ist. Die Function Q, ist eine quadratische Form von 9, 4; ...%n n+ 

Nach unserem allgemeinen Principe steht zu erwarten, dass das 
vorstehende Integral in dem Falle, wo ein Minimum stattfindet, nicht 
negativ sei, wie auch die Curve b’ und ihr Endpunkt A gewihlt sein 
mag. Man kann indessen — und das ist von grésster Wichtigkeit — 
auf Grund desselben Principes noch weiter gehen und sagen, es sei 
geradezu zu erwarten, dass die unter dem Integralzeichen stehende 
Function Q,(y, 7’) selbst fiir beliebige Werthe von x und von den 2n 
Grissen 4,1; N22 --+NnNn nicht negativ sei. Hierin liegt zugleich 
die eigentliche Motivirung fiir die vorgenommene Transformation des 
Ausdrucks (A?J), in ein bestimmtes Integral. 

Nehmen wir nimlich auf der Curve b’ nahe an dem Endpunkte 
A einen anderen Punkt A, an und nennen (vergl. Fig.) b, das Curven- 


ge = ee 
ZE nor 4 P 





stiick von A® bis A,, d das Stiick von A, bis A, ¢ und ¢, die von 
A® resp. nach A und A, gezogenen Minimalcurven, so ist 


+f Q2.(n 4) dx == | Q.(y, 4’) da — f Q.(y, 9) dx 
x Fd » 
= (Jv — Jz) — Sr, — Ji,) 


= (J. + Jy — J) — Je) 
= (J.. + Ja) — de. 


Nun ist, da ¢ eine Minimalcurve ist, nach unserem Principe zu er- 
warten, dass (J,,-+ Jz) — Je positiv sei. Es wird daher auch 


tf Q,(y, n') dx positiv werden. Dies ist aber, da die Punkte A, und 


A beliebig nahe an einander riicken kénnen, nur méglich, wenn die 
Function Q,(y, 7’) selbst positiv (oder héchstens gleich Null) ist. Die 
in derselben vorkommenden 2n-+ 1 Gréssen 29, 9; - . ~ Nn Mn 
kénnen dabei offenbar, je nach der Wahl der Curve b’, ganz will- 
kiirliche Werthe annehmen. 

Wir sind hiermit an diejenige Stelle der Untersuchung gelangt, 
wo ein strenger Beweis des Grundprincipes nothwendig zu werden 
scheint. Wiire derselbe geliefert, so wiirden wir unmittelbar schliessen 
kénnen, die Relation Q,(yy')>0, die wir fiir den Augenblick mit 





-_—_ fe = bel 


po 
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IV bezeichnen woilen, sei eine nothwendige Bedingung des Minimums, 
wihrend wir jetzt nur sagen diirfen, die Erfiillung derselben sei zu 
erwarten. Wir wiirden dann im Ganzen vier nothwendige Bedingungen 
des Minimums gewonnen haben, nimlich die friiher mit I, II, III be- 
zeichneten und die jetzt abgeleitete Bedingung IV. Von diesen wiirden 
aber die beiden Bedingungen II und 1V, zusammengenommen, (mit 
einem kleinen Zusatze, durch welchen das Verschwinden der zweiten 
Variation ohne Zeichenwechsel ausgeschlossen wird) bereits hinreichen, 
umgekehrt das Stattfinden des Minimums zu erweisen. Denn bei Ab- 
leitung der Formel 


Jy — Je = 4 f Qn, 0) de 
2 


wurde nur die Bedingung II vorausgesetzt, und diese Formel geht, 
wenn wir den Punkt A mit A' zusammenfallen lassen, iiber in die 
Formel 


Jem he -+/ 2,9, 1) dex. 


Ist also Il und IV erfiillt, so ist J, — J, ftir keine zwischen A® und 
A' verlaufende Curve b negativ, (soweit wenigstens, als dies von den 
Gliedern zweiter Ordnung abhiingt), und es ist daher J, (vorbehaltlich 
einer Untersuchung iiber das Verschwinden der zweiten Variation) ein 
Minimalwerth des Integrals J. Wir hiitten also in den Bedingungen 
Il und IV im Wesentlichen die nothwendigen und zugleich hinreichenden 
Bedingungen des Minimums gewonnen. 

Der Beweis des Grandprincips, welcher hiernach zur endgiiltigen 
Feststellung der Criterien des Minimums unentbehrlich erscheint, so 
lange man nur den allgemeinen Gedankengang verfolgt, zeigt sich 
nun aber thatsiichlich iiberfliissig, wenn man die angedeuteten Rech- 
nungen ausfiihrt. Man findet dann niamlich, dass die Bedingung IV, 
die wir jetzt direct aus dem Grundprincipe abgeleitet haben, in der 
zuvor streng begriindeten Bedingung I bereits vollstiindig enthalten 
ist und somit eines neuen Beweises nicht mehr bedarf. 

Die Function Q,(y, 7’) liisst sich niimlich auf die Form bringen: 


, S) _@F 
Q.(y, 4) = a Dy oye 2mm 
i,h=—1 
wo die Gréssen @,@,...@, linear aus den 7; und 4; zusammengesetzt 
sind. Da nun diese Form in Folge der Bedingung I fiir beliebige 
Werthe von # und von @,@,...@, niemals negativ ist, wenn ein 


Minimum stattfindet, so folgt, dass auch Q,(y, 7) niemals negativ 
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ist, d. h. dass die Bedingung IV wirklich eine nothwendige Bedingung 
des Minimums darstellt. 

Umgekehrt zeigten wir eben, dass die Bedingungen II und IV, 
zusammengenommen, hinreichen, das Kintreten des Minimums nach- 
zuweisen. Ersetzen wir noch die Bedingung IV durch die Bedingung I, 
in der jene enthalten ist, so kénnen wir schliesslich die Bedingungen 
I und II als die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen des 
Minimums bezeichnen. Es ist nur noch etwa eine kleine Modification, 
betreffend die Méglichkeit des Verschwindens der zweiten Variation 
ohne Zeichenwechsel hinzuzufiigen, wodurch keine erheblichen Schwie- 
rigkeiten entstehen. Dawit ist die Untersuchung beendet. 


Die Gleichung 


(AtI)y — (A*I)e =F f QW(n, 0) de, 
4 
auf die Form gebracht 


= a - ‘" % er 

yf 2) ae — W, (aan, --- w—if > (ay;2y; am) de, 
e i,h 
“4 


. 
> 


ist nichts anderes, als die Clebsch’sche Transformation der zweiten 
Variation bei derjenigen Wahl gewisser bei Clebsch willkiirlicher 
Constanten, welche Herr Mayer vornehmen musste, um aus der Trans- 
formation endgiiltige Schliisse itiber das Maximum oder Minimum zu 
ziehen. Wir konnten daher mit Recht sagen, jene Transformation 
sei eine analytische Verification des von uns an die Spitze der Unter- 
suchung gestellten Princips. 

Aber durch unser Princip haben wir erstens eine wesentliche Liicke 
ausgefiillt, indem wir die bisher nicht ausreichend begriindete Noth- 
wendigkeit des zweiten Jacobi’schen Criteriums, die Determinante 
A(x, «°) betreffend, streng nachwiesen. Wir haben zweitens den 


a a Th es ; 
inneren Grund fiir die Hineinziehung der Gréssen — in die Discussion 
a 


erkannt, welche bei Clebsch und den spiiteren Bearbeitern der Theorie 
willkiirlich erscheinen musste. Wir haben endlich drittens eine neue 
Kinsicht in die Bedeutung des ersten Jacobi’schen Criteriums ge- 
wonnen. Dasselbe ist bei uns zweimal in ganz verschiedenem Zu- 
sammenhange, als Bedingung I und als Bedingung IV, aufgetreten. 
Beide Male gewannen wir eine quadratische Form (einmal der » Gréssen 
y; allein, das andere Mal der 2m Gréssen 7; und y;), von der wir aus 
inneren Griinden a priori annehmen mussten, dass ihr Positivsein fiir 
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beliebige Werthe der m resp. 2% Argumente eine nothwendige Be- 
dingung des Minimums sei. Es stellte sich heraus, dass die zweite 
jener beiden Formen sich auf die erste reduciren liess, indem die 2n 
Gréssen 4; und y; nur in ” linearen Verbindungen @,@, ...@, vor- 
kamen. Nichtsdestoweniger hing die Kinsicht, dass die zweite Form 
fiir alle Werthe ihrer 2% Argumente positiv sein miisse, nicht, wie 
bei Clebsch, von der Mdéglichkeit jener Reduction auf m Argumente 
ab, sondern ergab sich unmittelbar aus inneren Griinden. 


Es ist bisher der Einfachheit wegen nur der Fall von uns in Be- 
tracht gezogen worden, dass die Functionen y,y,...y, vollig un- 
beschrinkt sind. Der Gedankengang bleibt im Wesentlichen derselbe, 
wenn jene Functionen im Voraus durch gewisse endliche Gleichungen 
oder Differentialgleichungen mit einander verkniipft sind. Wir halten 
daher eine besondere Darstellung jenes Falles an dieser Stelle fiir iiber- 
fliissig und verweisen in der Beziehung auf den speciellen Theil unserer 
Arbeit (§ 3), in welchem die hier nur angedeuteten Gedanken wirklich 
durchgefiihrt werden. 


§ 2. 
Das Minimum des Integrales 


J F (ayy) dz. 
x» 


Ich verificire den in § 1 angegebenen Gedankengang zuniichst 
an dem einfachsten Beispiele, nimlich dem Integrale 


a 


J=f F (ayy) da, 
¥ 


theils weil sich hier ein gewisser, auf Seite 540 angedeuteter Beweis 
direct fiihren liisst, wodurch die Theorie einen héheren Grad der Ab- 
rundung erhilt, theils weil ich glaube, dass eine besondere Behand- 
lung dieses weitaus hiufigsten Falles manchem Leser, namentlich auch 
fiir Vorlesungszwecke, erwiinscht sein wird. 

Von der Function y wird verlangt, dass sie stetig sei und fir 
x= x und = 2' gegebene Werthe y° und y' annehme. 

Soll dann J einen Minimalwerth erhalten, so muss die erste 
Variation AJ gleich Null werden. Nun ist 


a' 
(oF wr, 
AJ a ten )dz, 
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und durch partielle eT 


ar = aF or } 
-(% ae ag) 1+ Lay 


und da y (als Variation von y) an den Grenzen x° und 2! verschwindet 
y ? 


— (Gp — de Hy) nae 


Dieser Ausdruck ist aber nur dann fiir beliebiges yn gleich Null, wenn 
die Function y der Differentialgleichung 

oF d oF 
(1) : Fy 


y ax oy vaste 


h ee — = oy auf irgend einer Strecke 
a<xz<b bestiindig positiv (resp. negativ), so wiirde auch AJ positiv 
(resp. negativ) werden, falls man 9 zwischen x° und a, sowie zwischen 
b und z', gleich Null, zwischen a und b aber gleich («— a) (b—z=) setzte. 
Die Differentialgleichung (1) ist demnach eine nothwendige Be- 
dingung des Minimums, Man sieht leicht, dass sie tiberdies die hin- 
reichende Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Variation dar- 
stellt, vorausgesetzt, dass man sich — was wir thun wollen — auf 
solche Lésungen y beschriinkt, deren erste Ableitungen y', wie y selbst, 
iiberall stetig sind (ohne diese Voraussetzung wird niimlich die vorher 
angestellte partielle Integration des Integrales AJ zweifelhaft.*) 


geniigt. Wire nimlic 


Ist ae nicht identisch gleich Null, so wird die Differential- 


gleichung (1) von der zweiten Ordnung sein. Man erhilt dann durch 
Iniegration derselben y als Function von x mit zwei willkiirlichen 
Constanten : 

Y = (2, ¢, C2). 


Letztere werden durch die Grenzbedingungen 


(xc, Co) = y’, p(x, ¢) = y' 
bestimmt. ‘ 


e 


Wir nehmen an, dass auch nach Einsetzung der gefundenen 


F 
oy? 
Werthe fiir y und y nicht identisch verschwindet und speciell fiir 
az = 2" einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 


*) Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Verschwinden 
der ersten Variation ohne jene Voraussetzung sind von Herrn Erdmann ent- 
wickelt worden (Vergl. Crelle’s Journ, 82, p, 21—30). 
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Es sei 
Op (%, C4, Cg) __ 
— = Uy, 
O9(%, Cre) __ 
Ole ” 
OF . oP. BE si , 
aye TT 2 yay 1H oye 1’ = 21). 


Die Functionen u, und u,, so wie die in Q(y, x’) enthaltenen zweiten 
partiellen Ableitungen von J’ mégen im Intervalle 2° z' durchaus 
endlich sein. 

Durch Differentiation der Differentialgleichung 1) nach ¢, und ¢, 
erhilt man nun zunichst, wie leicht ersichtlich ist, die Gleichung 

EQ(u, w ad @Q(u, w) 

(2) rn  — da m aes 
in welcher w eine der Grissen wu, und u,, oder auch eine beliebige 
linear aus diesen zusammengesetzte Function bedeutet. 

Setzt man in der Differentialgleichung (2) w, fiir « und multiplicirt 
mit u,, so ergiebt sich 


GQ(u, uy’) Guy mH) yr a (2 (H wy) 
—— Uy Duy im o Du ) 


to) = 0 
Ou e 2 ? 
und ebenso 


AQ (Ug Ue’) OQ (Uy tig’) , d AQ (Uy Ue’) 
“_ ee oe Oe ee + uy) = 0. 


Durch Subtraction der letzten Gleichung von der vorhergehenden findet 
man mit Benutzung einer bekannten Eigenschaft quadratischer. Formen 


d (26) ‘ose OQ (uy UH) Uy) == (0, 


dz OU,’ 1 Ou, 
und durch Integration 
OQ (Ug Uy’) mut OR (uy Uy’) _ onl 
ju pals Ta 2C 
oder 
3 ; 7) F ’ ’ C 
(3) oy? (U, Uy — UU) = C. 


Die Constante C kann nicht den Werth Null haben. Dies wird 
unmittelbar deutlich, wenn man bei Integration der Differentialglei- 
chang (1) als Integrationsconstanten c, und c, die Werthe von y und 
y fir « = 2° einfiihrt. Dann lasst sich niimlich y aus der Differential- 
gleichung sogleich in eine nach Potenzen von « — 2° fortschreitende 
Reihe entwickeln, deren erste Glieder folgende sind 


y= + e,(0 — a) +>: 
Es wird daher 


uy =1+-.., u, = (# — x) (1+---), 
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also 
[by Uy — Uy Uy’ le—a = 1 
und 
> oer. 
C= [ay |, 
Da 


, > Oe 2 d (*) 

My Uy — thy My = my? 
: . . U. . 
ist, folgt aus dem Vorhergehenden zugleich, dass 4, nicht constant 

. . ° 1 
sein und daher die Determinante 
A(z, x) = u,° u, — u,° u, 

nicht identisch verschwinden kann. 


Nach diesen Vorbereitungen treten wir in die Untersuchung der 
zweiten Variation 


AJ = +f 20, qf) de 


ein, und zwar geben wir — entsprechend dem in § 1 skizzirten Ge- 
dankengange — der willkiirlichen Function 9 zuniichst eine gewisse 


specielle Form, was wir dadurch andeuten wollen, dass wir die Inte- 
grationsvariable x durch ~ und die von 2 abhingigen Functionen y, 
Q, 4 resp. durch y, 2, n ersetzen; wodurch A?J tibergeht in 


(A? Dep" = z. J Q(y y) dz. 
¥ 


Wir fixiren nimlich zwei beliebige Punkte A? und A*® mit den 
Coordinaten x? y? und w*y® auf der Curve y = (xe, ¢,), und einen 
A : dritten Punkt A mit den Coordinaten a, y+ y 
Eom -4-—+4' zwischen jenen beiden in der Nihe derselben 
Curve. Darauf ersetzen wir in wu, und u, 





Ae 


das Argument x durch x, wodurch diese beiden Functionen resp. in 
wu, und w, tibergehen, und bestimmen die Coefficienten zweier linearen 
Functionen u = au; + «uz und v = B, % + Buy so, dass u fiir c—a? 
den Werth 0, fiir z= den Werth y, v fir « = x ebenfalls den 
Werth y und fiir z= 2° den Werth 0 annimmt. D. g. 

tu? Uy = U1 Ue 


(4) Use, —w,2u, 


2! 
= 








Ug? Uy — Uy? Up 





un 


oe Fe | 


. 
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und dureh Differentiation nach z 


du a Uy? Uy —_ Uy? Uy 
de wu 

(4a) is mW rm 
el Be 
dz Ugh Uy — Uy Ue 


Durch die Ordinaten y + u und y+ v, betrachtet als Functionen von 


x, werden diejenigen beiden resp. zwischen A? und A und zwischen 
A und A® verlaufenden Curven charakterisirt, die wir c und c” ge- 
nannt haben. Wir miissen demnach den im Ausdrucke (A?J),4,” auf- 


tretenden Functionen 4 von 2° bis 2? den Werth 0, von 2? bis # den 


Werth uw, von x bis x3 den Werth v, von 2? bis x! wieder den Werth 0 
geben. Dadurch wird 


(A°D Joye = (A*D)y + (A*D)e" 
x 2 
=} [Qui az +4 (90) az. 
Nun ist identisch 


B77) — 5 (222Y 74 Bn) 7 ) 


on 
—1(@Qan) _ 4. 28s) ) 1d (28G2) 5) 
:( én dx an It F a5 ie’ de 


also mit Riicksicht auf die Differentialgleichung (2) 
Ges) —t 4 (sae), u) 
- 


2 dz au 
und ebenso 


Es wird daher 
(5) 


und mit Benutzung von (4) und (4a) 
oy a a es 
(6 J ete ane oy? ( Ug? thy — Uy? le Ug Uy — Uy Uy )n ; 
und schliesslich 


5 27). — A AE (ty tty’ — thy tty’) (ty* t4g® — tg? 4,3) 
©) AND ee =e Gye (ug — watt) (He — mat) 
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L, Scuerrrer. 

oder auch mit Riicksicht auf (3) 
a? S U2 Uy? — u,2u,° . 

(7) (AD e+e" = 2 C (eigttty — eg?) (4, 4? — uu’) “T° 


Die Gleichungen (6) und (7) lassen folgende Schliisse zu. 
Der Ausdruck u,u,’ — u,u,' kann im Hinblick auf die Relation 


7 


ae i 





(3) héchstens an einzelnen Stellen 2 — niimlich da, wo unend- 


oy? 

lich wird — den Werth 0 besitzen. Sehen wir von diesen Stellen ab, 
so kénnen wir offenbar den Punkt A* so nahe an A (d.h. den Werth 
z* so nahezu gleich x) annehmen, dass w,u,* — u,u,* gleiches Vor- 
zeichen, wie w, ul, —- uu,’ besitzt. Dies folgt unmittelbar aus der 
Identitét 

= Up 6,8 = u, =~ Ug 8 — : 
ao —@ o— sé 7 ws 

da der Ausdruck auf der rechten Seite fiir >= den Grenzwerth 
u, u,/ — u,"u,, annimmt, Riickt auch 2 sehr nahe an « heran, so 
werden die beiden Ausdriicke u,?u, — u,?u, und u,?u,> — u,?u,> eben- 
falls das Vorzeichen von w,%#,.’ — u,u, erhalten. Der Coefficient von 
on in der Gleichung (6) wird also in diesem Falle positiv, und daraus 
’ : . or 
folgt, dass, wenn (A?J),4," nicht negativ werden soll, auch ay? 
nicht negativ sein darf. Hierin liegt demnach eine nothwendige Be- 
dingung fiir das Minimum des Integrales J. In Folge der gleich 





unfangs gemachten Voraussetzung, dass as nicht identisch verschwindet, 
oe 

kann diese Bedingung auch so formulirt werden: “aye muss, ausgenom- 

men hichstens einzelne Werthe von x, positiv sein.‘ 

Wir nehmen an* diese Bedingung sei erfiillt. Die Gleichung (7) 
zeigt dann weiter, dass keiner der Ausdriicke 

Uy? U,> — Up?,3, 4,2, — UQ2U,, WU, U,> — U,U,°, 

wenn wir die 3 Werthe 2, x; x (unter Festhaltung ihrer Reihenfolge) 
zwischen den Grenzen 2° und z' beliebig veriindern, sein Vorzeichen 
wechseln darf. Soust wiirde nimlich auch (A?J),4." das Vorzeichen 
wechseln kénnen; denn der Ausnahmefall, dass etwa zwei jener drei 
Ausdriicke gleichzeitig das Zeichen wechseln, lisst sich durch Ab- 
iinderung einer der drei Gréssen x, x, x sogleich auf den Fall, dass 
nur einer der Ausdriicke das Zeichen wechselt, zuriickfiihren. 

Jene drei Ausdriicke miissen also, wenn (A?J) 4.” nicht negativ 
werden soll, jedenfalls bestindig dasselbe Vorzeichen haben. Nun 
giebt folgende von Jacobi herriihrende Betrachtung Aufschluss iiber 
die Umstiinde, unter welchen ein Zeichenwechsel jener Ausdriicke iiber- 
haupt nur eintreten kann. 





. Se &- < 
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Aus (3) folgt: 


re w= Sr . 
u? Oy? 


Der Quotient = wird also, da a positiv ist, mit x entweder be- 


stiindig wachsen oder bestiindig abnehmen, d.h. er wird entweder ins 
Unendliche wachsen, dann (fiir w, = 0) auf den Werth — oo springen 
und wiederum ins Unendliche wachsen; oder umgekehrt ins Unendliche 
abnehmen, dann nach + oo springen und wiederum ins Unendliche 
abnehmen. Daraus folgt, dass sich im Intervall 2° z', die Grenzen 
selbst eingeschlossen, zwei von einander verschiedene Werthe z* und 
x*, welche der Gleichung u,?w,° — u,?u,3 =O oder, was dasselbe ist, 


Ug? 
. 2 


. 3 . 
der Gleichung sy — = 9 geniigen, dann und nur dann bestim- 


men lassen werden, wenn der Quotient & den Werth 3s entweder 
irgendwo zwischen x° und z' oder an der Stelle x! selbst von Neuem 
annimmt, d. h. wenn die Function 

A(x, 2°) = U2, — 44°, 
irgendwo im Intervalle «° < # < x' verschwindet. 

Ist die Gleichung A(x, x) = 0 schon fiir einen zwischen 2° und 
z' gelegenen Werth von 2 erfiillt, so wird A(x, x) an dieser Stelle 
das Vorzeichen wechseln, wie aus dem Vorhergehenden folgt, und es 
kann daher (A?J),4.” sowohl positiv als negativ werden. Verschwindet 
dagegen A(x, x) weder zwischen 2° und z' noch fiir 2 — 2! selbst, 
so werden auch die drei in der Gleichung (7) auftretenden Ausdriicke 
ihr Vorzeichen bei beliebiger Verschiebung der drei Punktr 2, x, 2° 
nicht indern kénnen, und es wird daher (A?J),+,.. bestiindig positiv, 
da dies fiir nahezu gleiche Werthe der drei Gréssen 2’, x, x der 
Fall ist. Wird endlich A(z', 2°) gleich Null, so kann (A? J)¢40" zwar 
nicht beide Vorzeichen erhalten, wohl aber zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Man braucht zu dem Zwecke nur in der Formel (7) 
a? = 2° und x? =z! zu setzen und die Werthe x und y beliebig an- 
zunehmen. 

Wir erhalten also schliesslich folgendes Resultat: Damit (A?J )e40° 
bei willkiirlicher Wahl der Punkte A? A A® niemals negativ werde, muss 
I) a bestiindig positiv sein, abgeschen von einzelnen Stellen, wo der 
Ausdruck verschwinden kann; und darf II) & (2,2) fiir w< a2 < x' nicht 
verschwinden. Verschwindet A(x, x°) auch nicht fiir «= x', so ist 
(A?J)c42: immer positiv; ist dagegen A(x', x) = 0, so kann (A*d oc 
zwar nicht beide Zeichen erhalten, aber zum Verschwinden gebracht 
werden. 
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L. Scneerrer, 


Wir kommen jetzt zum zweiten Theile der Untersuchung, nimlich 
zur Discussion der zweiten Variation 


(A? J), =+ {2 4) dx 
2 


fiir eine ganz beliebige Function 4, von der wir nur voraussetzen, dass 
sie tiberall stetig ist und einen endlichen Differentialquotienten besitzt. 
Wir fiihren die Untersuchung nach der in § 1 gegebenen Vorschrift, 
indem wir zuniichst die Differenzen 


(A?S)y — (A?J)-) und (AJ) — (A?J). 
einer niheren Betrachtung unterziehen. 
Es mégen nimlich jetzt die im Vorhergehenden mit A? und A® 


bezeichneten Punkte resp. mit A® und A' zusammenfallen. Auf der 
zwischen diesen beiden Punkten beliebig verlaufenden Curve b, deren 


A Ordinate, als Function von 2, gleich 

vw a a =k ¢ y+ sei, werde dann der Punkt 

a , A beliebig angenommen und unter 
A 4’ ¥ das Stiick der Curve b von A® 


bis A, unter b” das Stiick von A bis A', unter c’ und c’ aber wieder 
die durch die Functionen y + «, y + 0 definirten, resp. zwischen 
A® und A und zwischen A und A!' sich erstreckenden Curven ver- 
standen. Es ist dann ohne Weiteres klar, was unter (A?J), und 
(A? J)y- zu verstehen sei. 

Nach (5) ist 


1 a@Q(uu) -]2= 
© wnat [AQ a 
ad s=2 
1 ar - er —r - 22 
= — : 7, U =a @ u ° 
= | (Gear bs oy” ) ee 


Fihren wir fiir « und « = die Ausdriicke (4) und (4a) ein und 


setzen dann auf der rechten Seite der Gleichung (8), wie verlangt 
wird, x der Reihe nach gleich x und gleich x°, so erhalten wir 
1 or er , , , 
(A’d )e = zr ( dyoy” (t4q° uy — 14,9 tly) oy? (t4,°tty'— Uy? tt, )) “oman 
= ; P. Q (zur Abkiirzung). 


(A? J), ist hiermit als Function von z dargestellt, indem auch die 
Grésse » als Function von x (entsprechend der Curve b) zu betrachten 
ist. Behufs Bildung der Differenz (A?J), — (A?J), wollen wir, ent- 
sprechend der in § 1 gegebenen Vorschrift, (A?J); durch Differen- 





a 


rt 


Ug 
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tiation und Integration in ein bestimmtes Integral verwandeln, damit 
der Subtrahendus dieselbe Form erhiilt, welche der Minuendus bereits 
besitzt. Zu dem Zwecke haben wir erstens denjenigen Werth von x 
festzustellen, fiir welchen (A?J), verschwindet, zweitens zu priifen, 
ob (A?J), im Integrationsintervall nicht unstetig (unendlich) wird. 

Offenbar ist (A?J), gleich Null fir = 2°. Es folgt dieses so- 
wohl aus der Bedeutung des Ausdruckes (A?J),, der urspriinglich 
durch ein tiber die Curve c’ erstrecktes Integral definirt wurde, als 
auch direct daraus, dass fiir 2—° der Factor Q verschwindet, wihrend 
P endlich bleibt. Denn der Zihler von @Q wird, da 7 als endlich 
vorausgesetzt wurde, mindestens von der zweiten Ordnung Null; der 
Nenner aber kann nur in erster Ordnung verschwinden, da seine Ab- 
leitung nach (3) von Null verschieden ist. 

Ferner bleiben P und Q endlich, wenn der Ausdruck 


A(a, 2°) = u,°u, — U,°U, 


im Intervalle 2° x nicht verschwindet. Wir diirfen aber hier annehmen, 

dass diese Bedingung erfiillt sei, da fiir den entgegengesetzten Fall 

die Unmdglichkeit des Minimums bereits vorher nachgewiesen wurde. 
Es wird daher 


(Ad). =| 3 4 Arde da 


-if (G5 e+ 40 P)az. 


Auf die in P enthaltene Function «= u,°u, — u,°u, kann man 
die Differentialgleichung (2) anwenden und erhilt, da 


Pas 1 AQ(u wv’) 
2 ou 
ist, 
aP _ 1 0Q(uw) 
dx 2 ou ? 
und daher 
qP , OF AEF uu — uu,’ » 
dx 7 oy* Tt By Oy Ua? Uy — Uy Uy 
Ferner ergiebt sich direct 
oe Ye PR gy — Uy’ og BPE 7 eg ty — yey ©. 
OYyoYy Uy Uy” — Ug,” Oy? \ udu, — uu, ) 
+3; Or nN + or Ug) Uy = Uj Us” ’ 


dy oy oy? Ug? Uy — Uy" Ug sal 


Es wird also 
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dP dQ er 
QO +40 Pam SE 4 2 OF 


peat Eo Mg? Uy” —u, Us 2 At? 16; — 14,9 0ty" ; 
oy? (( Ug? Uy — Uy" Uy ) "i? —? “Ug? Uy — Uy" Ug 7] v), 


2@9) — a +4 q@ . P)— <= = = (a ay — ys” y, 


dx U9 U, — Uy Us 
und schliesslich 
1 ery, Uy Us? — Ug U,° 2 
(9) (A*I)y — (A*J)e = 4 f ag (at — Ne ny de. 
¥ 

Diese Gleichung konnte nur unter der Voraussetzung abgeleitet 
werden, dass A(z, x") im Intervalle x x nicht verschwand. Ist aber 
diese Voraussetzung erfiillt und ausserdem eee im ganzen Intervalle 
x® x (abgesehen héchstens von einzelnen Punkten) positiv, so wird die 
Differenz (A?J), — (A?J),, wie aus (9) ersichtlich ist, niemals negativ. 

Offenbar kann man ihnliche Betrachtungen auf die Differenz 
(A?J) — (A?J).” anwenden und findet, dass auch diese nicht negativ 
werden kann, wenn A(xz"') im Intervalle x z' nicht verschwindet und 
a in demselben Intervalle bestiindig positiv ist. 

Nun sind aber die hier auftretenden Bedingungen siimmtlich be- 
reits friiher als nothwendige Bedingungen fiir das Nichtnegativwerden 
des Ausdruckes (A?J),4.° von uns erkannt worden. Da, wie wir 
jetzt gesehen haben, unter Voraussetzung derselben die Differenzen 
(A? J )y — (A? )- und (AJ), — (A?J),:, und mithin auch die Dif- 
ferenz (A?J), — (A?J)-4.” niemals negativ wird, so folgt unmittelbar, 
dass, wenn (A?J),4,” nie negativ werden kann, auch (A?J), es nicht 
wird, und wenn (A?J)-4." immer positiv ist, um so mehr (A?J), 
immer positiv sein muss. 

Die friiher gefundenen Kriterien fiir das Positivbleiben resp, Nicht- 
negativwerden der speciellen zweiten Variation (A?J).4. gelten daher 
unverindert auch in Bezug auf den allgemeinen Ausdruck (A?J),. 

Hiermit ist die Untersuchung, genau genommen, beendet, Trotz- 
dem ist vielleicht als eine Art Controlle der gefundenen Resultate die 
folgende kurze Betrachtung nicht uninteressant. 

Lassen wir den Punkt A mit A') (d. h. # mit 2) zusammenfallen, 
so wird (A?J), == 0, (A?J), —=(A?J),. In diesem Falle zeigt die 
Gleichung (9) direct, dass, wenn die friiher als nothwendig erkannten 
beiden Bedingungen des Minimums erfillt sind, der allgemeine Aus- 
druck fiir die zweite Variation niemals negativ wird. Es fragt sich 
noch, ob derselbe verschwinden kann. Offenbar ist das nur méglich, 
wenn der Ausdruck unter dem Integralzeichen bestiindig Nall, d. h. 
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, 9 aby” — 6,9 Ute” 
(10) Sa ae 7=0, 
und folglich 

= 0 oder (streckenweise) 

e const. (u,°u, — U,°ts) 
ist. Da nun y fiir «= 2 den Werth Null haben muss, u,°u, — u,°r, 
(d. i. A(w, x°)) aber zwischen ° und z' nach Voraussetzung nicht ver- 
schwindet, muss iiberall const. —0, d. h. 7 =O sein, ausgenommen 
den Fali, dass A(x',x*) =O ist. Wir sehen also von Neuem, dass 
nur in diesem Ausnahmefalle ein Verschwinden der zweiten Variation 
ohne Zeichenwechsel méglich ist. 


Die gefundenen Resultate lassen sich folgendermassen zusammen- 
fassen: 


Das Minimum des Integrales J ist an die beiden Bedingungen ge- 
kniipft, dass I. oa zwischen a° und x' nicht negativ werden, und dass 
IT. A(a, x) = uu, — u,°u, im Inneren des Intervalles x x' nicht 
verschwinden darf. Diese beiden Bedingungen sind nothwendig; denn 
ist eine derselben nicht erfiillt, so kann die zweite Variation sowohl 
positiv als negativ werden. Ist oy bestiindig positiv, und verschwindet 


A(a, x) auch fiir 2 = x' noch nicht, so ist die sweite Variation immer 
positiv und es findet sicher ein Minimum statt; verschwindet A(x, x") 
zwar nicht zwischen x° und x', wohl aber fiir x = x', so kann die zweite 
Variation den Werth Null annehmen, ohne negativ zu werden, das 
Minimum ist also unsicher. 


§ 3. 
Das Minimum des Integrales 


Fenn’ nys +++ YnYn) az, 
v 
wenn die Gréssen y,y,...y, an gegebene endliche Gleichungen und 
Differentialgleichungen erster Ordnung gebunden sind. 
Es sei die Aufgabe gestellt, das Minimum des Integrales 


fPenw'ssy ++ Yn Yn) dx 
2 


zu finden, in welchem die unbekannten Functionen y, y, ... Y, an 
gewisse endliche Gleichungen 


Mathematische Annalen, XXYV. 37 








556 


L. Scueerrer: 


(11a) Da (LY; Yo ++ Yn) = 9 (a = 1, 2,..., m’) 
und an gewisse Differentialgleichungen erster Ordnung 
(11b) Wa(2y, 4) - ~~ YnYn) =O (6 = 1, 2,..., m”) 


gebunden sind. Dass der Ausdruck F alle » Gréssen y; oder ihre 
Ableitungen y; enthalte, setzen wir nicht voraus. Dagegen soll von 
allen Functionen y; verlangt werden, dass sie durchweg stetig sind, 
und ebenso sollen allen jenen Functionen fiir = x und « = z' be- 
stimmte Werthe vorgeschrieben sein, die natiirlich mit den Bedingungen 
(11a) vereinbar sein miissen. Hinsichtlich der Beschaffenheit der Dif- 
ferentialgleichungen (11b) machen wir noch die Voraussetzung, dass 
nach Annahme zweier beliebigen Werthsysteme a b, b, ... b, und 
a’ b,’b,’...b, im Allgemeinen Functionen y, y, . . . Yn existiren, welche 
jenen Differentialgleichungen geniigen und an den Stellen 2 = a und 
x =a’ resp. die Werthe b,b,...b, und b,'b,’...b, erhalten; mit 
anderen Worten, wir setzen voraus, dass sich aus den Ausdriicken 
(11b) auf keine Weise ein vollstindiger Differentialquotient bilden 
lisst, dessen Integralfunction, gleich einer Constanten gesetzt, eine 
endliche Gleichung zwischen den Grossen 2 y,Y, ..-Yn darstellen wiirde. 

Zunichst einige Worte iiber die etwas umstiindliche Formulirung 
des Problems. Man kénnte dasselbe dadurch vereinfachen, dass man 
aus den m’ Gleichungen (lla) durch Differentiation ebensoviele Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung ableitete und diese mit den Dif- 
ferentialgleichungen (11) zu einer einzigen Gruppe vereinigte. Dadurch 
wiirden nimlich die Gleichungen (11a) tiberfliissig, da die bei einmaliger 
Integration der Differentialgleichungen he — = 0 auftretenden additiven 
Constanten schon durch die vorgeschriebenen Grenzwerthe der y; fiir 
x = x eindeutig bestimmt sind. Wenn wir diese Vereinfachung nicht 
acceptirt haben, so geschah es deshalb, weil wir sonst auf die aus- 
driicklich genannte Voraussetzung hitten verzichten miissen, dass die 
gegebenen Differentialgleichungen keine einzige allgemeine Integral- 
gleichung besitzen. Die Erfiillung dieser Voraussetzung ist aber, wie 
wir spiiter sehen werden, eine wesentliche Bedingung fiir einige der 
wichtigsten Schliisse. 

In die von uns angenommene Form lassen sich fast alle Aufgaben 
der Variationsrechnung kleiden.*) So vor Allem die Probleme vom 
Typus der kiirzesten Linien auf einer gegebenen Fliiche (in diesem 
Falle ist © — 0 die Gleichung der letzteren) und die isoperimetrischen 
Probleme (in diesem Falle werden, wenn 


*) Ueber eine Gruppe von Problemen, welche nicht auf diese Form gebracht 
werden kinnen, vergl. Mayer in den Leipz. Ber. 1878. 
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zt 
Jp = fisoum’ ++ YnYn) da 
% 


die Integrale sind, welche vorgeschriebene Werthe annehmen sollen, 
nach Lagrange neue Functionen y,;, durch die Gleichungen 


Ynts =f ts (YY; ---YnYn)dz (B= 1,2,...,m”) 
&. 


eingefiihrt; dieselben sind mit den urspriinglichen durch die Differen- 
tialgleichungen 
Vs = Ymte — fa(%Y' «+. YnYn) = 0 

verkniipft und miissen den Grenzbedingungen geniigen, fiir 2 = 2° 
zu verschwinden und fiir =z" die fiir die Integrale Jz vorgeschriebenen 
Werthe zu erhalten), Auch das Problem, das Minimum eines Integrales 
zu finden, welches ausser den unbekannten Functionen y und ihren 
ersten Ableitungen y’ noch beliebige héhere Ableitungen y” y’’.. . y 
enthalt, wird unmittelbar auf die gestellte Aufgabe zuriickgefiihrt (wenn 
man die Ableitungen bis zur p — 1" als neue Functionen y, y,...Yp—1 
einfiihrt, welche alsdann an die y — 1 Differentialgleichungen erster 
Ordnung 

¥,=y¥ —y =90, ¥, = 9 — y=, «~~, Vp-1 = Yp-1 — yp = 0 
gebunden sind). 


Lagrange hat zur Behandlung der ersten Variation fiir alle Probleme, 
welche unter unsere Formulirung fallen, eine allgemeine Regel, die so- 
genannte Methode der Multiplicatoren, aufgestellt*). Die von Lagrange 
gegebene Ableitung dieser Regel ist aber — abgesehen von speciellen 
Fallen — durchaus unzulinglich , und es ist auch bisher nicht gelungen, 
eine bessere Begriindung in voiler Allgemeinheit durchzufiihren.**) 
Unter den speciellen Problemen, fiir welche der strenge Beweis erbracht 
ist, befinden sich allerdings die weitaus wichtigsten: insbesondere alle 
diejenigen, bei denen es sich nur um die Efrfiillung endlicher Be- 
dingungsgleichungen handelt; ferner diejenigen, bei denen weiter ver- 
langt wird, dass gewisse bestimmte Integrale vorgeschriebene Werthe 
erhalten sollen. Es wird im folgenden Paragraphen gezeigt werden, 
wie sich fiir die Probleme dieser Art der Beweis der Lagrangeschen 
Regel gestaltet. 


*) Theorie des fonctions analytiques. Paris 1847, pag. 292; Lecons sur le 
calcul des fonctions, Paris 1806, pag. 460. 

**) In diesem Sinne iiussert sich auch Herr Mayer in der seiner Habilitations- 
schrift beigefiigten These 5. 
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In diesem Paragraphen, wo die Discussion der zweiten Variation 
im Vordergrunde steht, werden wir die Allgemeingiiltigkeit der La- 
grange’schen Regel voraussetzen, da die Beschrinkung auf diejenigen 
Aufgaben, fiir welche sie wirklich erwiesen ist, keine Vereinfachung 
unserer Betrachtungen nach sich ziehen wiirde. Man wird dabei nur 
nicht vergessen diirfen, dass alle Entwickelungen schliesslich doch 
bloss fiir diejenigen Fille einen Sinn haben, fiir welche die Richtig- 
keit jener Regel zuvor gezeigt ist. 

Der Gedankengang von Lagrange ist etwa folgender. Man bilde 
den Ausdruck 


(12) Fy GY: Ys Yode ---Yn Yn) = EY Ms ---YuYn) +>) Pe Sale Y, «-n) 


a=! 
+> Qs ¥a(CIi M1" --- YaYn), 
B=1 


in welchem die P, und Q, vorliufig unbestimmte Functionen von « 
bedeuten. Ferner denke man sich, das Problem sei durch ein be- 
stimmtes System von Functionen y, y,... Yn, die nebst ihren ersten 
Ableitungen durchweg stetig sind, gelist, es werde also das Integral 


a! 


F(ay,y, --.YnYn) dx fiir dieses System kleiner, als fiir jedes andere, 
nur wenig davon verschiedene, welches ebenfalls den Gleichungen (11a) 
und (11b), sowie den vorgeschriebenen Grenzbedingungen geniigt. 
Dann lassen sich nach Lagrange die Functionen P, und Qs so be- 


x 


stimmen, dass die erste Variation des Integrales J = | F, dz, 
y/ 


: oF, oF, _- 
(14) A= f ate m + Gy! ni) de, 
i 


nachdem darin statt y, y,'.-. YY. die gefundenen Ausdriicke eingesetzt 
sind, bei ganz beliebiger Wahl der Functionen 4; den Werth Null hat, 
vorausgesetzt nur, dass diese letzteren an den Grenzen 2° und z' selbst 
verschwinden. Nun wird AJ durch partielle Integration auf die Form 


: oF, 4 aF 
(15) AJ= / > (Gy de aye) wae 
x : 


gebracht, und dieser Ausdruck kann, wie leicht einzusehen ist, nur 
dann bei ganz beliebiger Wahl der y; verschwinden, wenn die ein- 
zelnen Coefficienten der y; unter dem Integralzeichen identisch gleich 
Null sind, d. h. wenn die Differentialgleichungen 
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oF, _ @_ oF, 
OY; dx oy; 





(16) =Q (t—1,2,...,”) 

gelten. Diese Differentialgleichungen driicken demnach, wenn die darin 
vorkommenden Functionen P, und Qs zuvor richtig bestimmt sind, 
nothwendige Bedingungen des Minimums aus. 

Kehrt man jetzt den Gedankengang um, so gelangt man durch 
Ausnutzung jener Differentialgleichungen leicht dazu, alle méglichen 
Lésungen der Aufgabe zu finden. Man betrachtet nimlich ausser den 
Functionen y,;Y-..Y, auch noch die Functionen P,...Pm, Q,---Qm 
als Unbekannte und bestimmt dieselben durch die Differentialgleichungen 
(16) in Verbindung mit den Gleichungen (11a) und (11b). In den so 
gewonnenen Ausdriicken fiir y, y,... Yn, die noch eine Anzahl will- 
kiirlicher Integrationsconstanten in sich schliessen, sind dann jedenfalls 
alle Lésungen des Problemes enthalten. Dies ist die Lagrange’sche 
Regel. 

Wir machen einen Ueberschlag iiber die Anzaht der bei der Inte- 
gration auftretenden Constanten.*) 


oO 
Das aus den Gleichungen (16), den m’ Gleichungen >> = 0 


ay =. 
und den m” Gleichungen —-~ = 0 zusammengesetzte System ist linear 


in Bezug auf die »-+ m+ m” Grossen y;’ P, Q3. Ist daher die 
Determinante 























| @F, ma OF, ao, . 0%, OV" 2 OV ye" 
oy? Oy: Oy, OY, OY, Oy OY 
ES BF, 00, O%y OW, | OFmr 
OY, OY OY," OY, OY, O%% 24% 
oot i ite wie ae 
R=| " ga 
o,,. 2o,, 
vie soe 0 
OU OYn 
a - 
Our oY, 
BE EAE” ee ance ph 
| ew. Y. 
Oe nc Se Oe ei 
| om OY, 





nicht identisch Null — was wir voraussetzen wollen —, so kann man 
jenes System nach den y;” P, Qs auflésen, Bezeichnet man die Lésungen 


*) Vergl. Mayer’s Habilitationsschrift p. 3,4 und Crelle’s J. 69, p. 240, 241, 
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mit (y;") (P.) (Qs), so kann man in dem folgenden System simultaner 
Differentialgleichungen 


dy; A dy; _ dQ . 
(17) =H3 ap =); ah =(Qp) 


dz x dz 
is ‘ ae " 
(¢a01,2,...,%; Borl,2,...,m") 


die 2n-+ m’ Grossen y; yj Qs als unbekannte Functionen von x be- 
trachten. Dieses System hat die sogenannte canonische Form und 
liefert bei der Integration 2” + m” willkiirliche Constanten. Ist die 
Integration ausgefiihbrt, so erhilt man schliesslich die Functionen P, 
direct aus den Gleichungen P, = (Pa). 

Von den 2x + m” Constanten aber bestimmen sich m” durch die 
Gleichungen (11b), so dass am Ende nur 2(n — m’) iibrig bleiben. 
Dieselben reichen gerade aus, um den Grenzbedingungen zu geniigen; 
denn letztere miissen in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (11a) 
gegeben sein und reduciren sich daher fiir jede Grenze auf die Anzahl 
n—m. Man kénnte auch umgekehrt — und dies ist vielleicht noch 
iibersichtlicher — die Constanten durch die Gleichungen (11b) und 
die 2% Grenzbedingungen bestimmen, wodurch alsdann den Glei- 
chungen (lla) von selbst geniigt wiirde.*) 

Wir wollen die 2” Constanten, welche nach Befriedigung der 
Gleichungen (11b) iibrig bleiben und durch die Grenzbedingungen zu 
bestimmen sind, kiinftig c, c,. .. cz, nennen. 

Ist m” = 0, d. h. bestehen nur endliche Bedingungsgleichungen 
zwischen den y;, so bietet fiir manche Betrachtungen folgende Wahl 
der Constanten ¢, ¢,... C2, besondere Vortheile: es werde allgemein 
mit ¢; der Werth von y;, mit c,,; der Werth von y; fiir c=—a be- 
zeichnet. Dann lassen sich vermittelst der Differentialgleichungen (17) 
die Werthe aller héheren Ableitungen der y; fiir «=a berechnen 
(vorausgesetzt, dass die Determinante R fiir « = a nicht verschwindet), 


*) Wire eine der Differentialgleichungen (11b) durch eine endliche Glei- 
chung zwischen xy, ¥2...¥Y,, Y= const., ersetubar — welchen Fall wir aus- 
driicklich ausgeschlossen haben —, so miissten die Grenzwerthe y und y;' der 
Relation »' = w° geniigen, wenn die Constantenbestimmung iiberhaupt méglich 
sein sollte; es bliebe dann aber offenbar mindestens eine der Integrationsconstanten 
noch willkiirlich. Uebrigens ist die Ausfiihrbarkeit der Constantenbestimmung 
auf die oben angegebene Weise noch an andere Bedingungen gekniipft, wie ich 
einer miindlichen Mittheilung von Herrn Mayer entnehme; beispielsweise daran, 
dass die Function F kein vollstindiger Differentialquotient sein darf. Wir miissen 
daher die Méglichkeit jener Bestimmung ausdriicklich als eine Voraussetzung be- 
zeichnen, deren Erfiillung im Folgenden immer angenommen werden soll. Cf, 
Mayer in Crelle’s J. 69, p. 240. 
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und man kann daher die Functionen y; nach Potenzen von x — a 
entwickeln, wobei folgende Anfangsglieder auftreten: 


Yi = 6; + Cnpi(~—aa) +++. 


Setzt man fiir y; P. Q die gefundenen Functionen in den Ausdruck 


a 
oF, oF, _. 
at— 2s M+ Gy! ni aa 
zt oF, ad @F ice oan 
“f' S(t Hine [ BH | 
PA . - 


2=2° 


ein, so wird derselbe bei beliebiger Wahl der Variationen 4, wenn 
dieselben nur an den Grenzen x und z' verschwinden, identisch gleich 
Null. Dieser Umstand ist von grésster Wichtigkeit fiir die nun 
folgende Erérterung der Frage, ob die gefundenen Functionen y, das 


a 


Integral J F' dz wirklich zu einem Minimum machen. 
2 


Zur directen Entscheidung dieser Frage wiire es nothwendig, bei 
Entwickelung der unter dem Integralzeichen stehenden Function 


F (ay, + m9) ++. Yu + MnYn + Mn) 

nach Potenzen der »; und y; die Glieder bis einschliesslich zur zweiten 
Ordnung zu beriicksichtigen und dementsprechend auch in den aus 
(11a) und (11b) durch Potenzentwickelung hervorgehenden Bedingungs- 
gleichungen zwischen den y; und y,; die Glieder zweiter Ordnung nicht 
zu vernachlissigen. Wollte man die Untersuchung auf diesem Wege 
durehfiihren, so wiirde man fortwihrend mit gemischten (aus Gliedern 
ersten und zweiten Grades zusammengesetzten) Ausdriicken zu operiren 
haben, wodurch erhebliche Schwierigkeiten entstehen wiirden. 

a 


Nun kann man aber statt der Frage, ob das Integral f 7 dx einen 


x” 
Minimalwerth erhilt, auch die folgende stellen: Wird das Integral 


J= J F,dz, nachdem darin die Zeichen P, und Qs vorweg durch 
x 


die Lésungen der Differentialgleichungen (17) ersetzt, die Zeichen y; 
und y; aber zuniichst beibehalten sind, fiir das aufgestellte System der 
Functionen y; ein Minimum, d. h. kleiner, als fiir jedes beliebige 
andere System y;, welches ebenfalls den Gleichungen (lla) und (11b) 
und den gegebenen Grenzbedingungen geniigt? Diese Frage ist mit 
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der urspriinglichen deshalb véllig gleichbedeutend, weil offenbar fiir alle 
iiberhaupt in Betracht kommenden Systeme y; identisch F, = F wird. 
Die neue Formulirung der Frage bietet aber den Vortheil, dass bei 


der Variation des Integrales J = J F', dz die Glieder erster Ordnung, 


wie wir sahen, identisch verschwinden , wodurch zugleich die Glieder 
zweiter Ordnung in den zwischen den 9; bestehenden Bedingungsglei- 
chungen iiberfliissig werden. Das Minimum hingt daher bei dieser 
Fragestellung schliesslich nur von dem Vorzeichen der zweiten Variation 


(18) A?J = t fawn dx 


aF, 
-3f 3 Co" mM + 2 a ay wn + aarp ni” ys) ae 


ab, wo die Functionen y, ,... m4, an die aus (11a) und (11b) hervor- 
gehenden linearen Gleichungen und Differentialgleichungen 
ao, 


(19a) Wy. ni = 0 (a==1,2,...,m), 


; ov ov : ’ _ ‘ 
(19b) Sens Ma) —0 (B=1,2,..., m”) 


gebunden sind. 

Fiir die Uebersichtlichkeit der folgenden Untersuchungen ist es 
zweckmissig, der zweiten Variation noch eine etwas andere Gestalt 
zu geben, Offenbar nimlich wird fiir alle Functionen »;, welche den 
Bedingungen (19a) und (19b) geniigen, 


(20) 2(qy’) = Q2Q(qy xx), 
wo Q(x xyz), durch die Gleichung 


, N/ a@F 
(21) Q(yy 2 (ai Ou, uM + 2>-— oy, Seay mn + 5e $y Ni 1’) 


ik=l 


SSM were SS (hart) x 
@=1 i=1 B i 


definirt ist, wihrend z. und z, willkiirliche Functionen von x bedeuten. 
Man kann daher geradezu 


2 


(22) Aad = + fea n ay) dxz 
Fd 


setzen. 








En 


(2 
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Wir treffen, bevor wir in die Untersuchung des Vorzeichens von 
A’J eintreten, noch einige Vorbereitungen, um spiiter den Gang der 
Entwickelung nicht unterbrechen zu diirfen. 

Die aus der Integration des simultanen Systems 


oF, ad af, , _ 
Oy, te iy, (iam, 2,..., 9), 
‘ OD, 
-) 2) za = 9 (a==1,2,...,), 
3) ¥z = 0 (B=m1,2,...,m") 


hervorgegangenen Functionen y; P, Qs waren, wie wir sahen, mit 2n 

Integrationsconstanten ¢, ¢,...¢2, behaftet. Dieselben lassen sich — 

in Folge der iiber die Natur der Differentialgleichungen (23,) gemachten 

Voraussetzung — im Allgemeinen so bestimmen, dass die Functionen 

y; an zwei Stellen x° und x beliebig gewihlte Werthe annehmen. 
Fihren wir die Bezeichnungen 


( ey; . 
Mia = Fe, (t=1,2,..., m) 
oP , ‘ ‘ 
(24) Pet = Ge, (a==1,2,..., m) a=1,2,..., 2” 
6Q ¢ ” 
902 — Fer (B—=1,2,...,m"), 








ein, so geniigen diese neuen Functionen upq den folgenden Differen- 
tialgleichungen, welche aus (23) durch Differentiation nach den Con- 
stanten cg entstehen: 


1 1) O2Q(uj My Prd) _ d O@2(u,u, 10) ot, 


0U;2 aa Ou; , 
a? 0%, 
(25) 4 2) “da (> 52 OY; wii) — 0, 
av ov j 
3) ae c Wia + wis) = 0. 


Bilden wir dann ein System linearer Functionen 


(26) w= > nwa Pa <> nes a 2m 


4=1 








so werden sich auch die 2m Constanten y, im Allgemeinen so bestim- 
men lassen, dass die Functionen uw, u,...u, an gwei Stellen 2° und 
x beliebig gegebene Werthe annehmen. Daraus ist zu schliessen, 
dass die Determinante 
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Uy, Uo - + + Ujen Ki 
dé 
Uni Ung +++ Unen 
(27) A(a,2)=| , 4 be 
Un Wig - . - Uan 
a 
0 .0 0 h 
Unt Una. . + Unen| ° 
li 
nicht identisch verschwindet. — Dieser fiir die Folge ‘iusserst wichtige fe 


Umstand lisst sich iibrigens fiir den Fall m” = 0 direct nachweisen, 
wenn man das auf Seite 560 definirte System von Constanten ¢, ¢,...C2n 
zu Grunde legt und a gleich 2° annimmt (wobei nur vorausgesetzt 
werden muss, dass die Determinante FR fiir 2 = x nicht verschwindet) ; | 
es wird dann namlich offenbar ( 


A(a, 2°) = (a — xj*(1+.---). 
Wir erinnern uns nun zweier Identitiiten, welche bekannte 
Kigenschaften quadratischer Formen a nimlich der folgenden 


ach” n+ 2 nt -a) ni) +p OQ(n +2" a i 


=22(n7 an ( 
zZ ( 22004 =2) (n,) + an 2 (n +2 gen) ) (ate) 

4 @Q(n... 
+ aa (xe) 


ry @2 ((n) (n')(#)(x)) @Q((n)... os 
-2( an) a) *n') 1 

a2 CORE 
ys ahi a 


Verstehen wir unter ; und (y;) speciell solche Functionen, welche den 
Gleichungen (19) geniigen, so gehen diese beiden Identititen in die 
folgenden einfacheren Relationen itiber: 


(28) 2 (Bgesp ni + ae 1) = 2Q(ny x7), 
a (AP + BHP @) 


a 82((n)(n')(x)(x)) @Q((n)... 
->'( ~ Of) m + ~ 6(nz) ni). 





wollen in der Folge immer unter u; pe qs ein System von der 
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Form (26) verstehen, in welchem die Constanten y, so bestimmt sind, 
dass die Gleichungen 
8o, 


i, 7* (a==1,2,..., m”) 


an zwei Stellen x erfiillt werden. Dann gelten diese Gleichungen iiber- 
haupt fiir beliebige Werthe von x (wegen (25,)), sodass man schliess- 
lich dem fiir die u;,pe2qga giiltigen Systeme der Gleichungen (25) das 
folgende System fiir die u; pqs zur Seite stellen kann: 





(1) 22eerd _ 5 PLONE) (Fan 1, 2,..., 0), 


Ou; dz ou; 
ae, , 
9) 42) Pa uy = 0 (a—=1,2,...,m'), 





ov F . ~ 
3) > (ae ui + oy! u’) =0 (6 =1,2,...,m”). 


Aus (29,) erhait man durch Multiplication mit uw; und Summirung 
iiber ¢ mit Riicksicht auf die Gleichung (28) (wenn darin up q statt 
Hx % gesetzt wird): 

(30) 22(uu' pq) = - - y) Bere wy. 


Bezeichnet man mit (w;) (pa) (Gs) ein zweites System von der Be- 
schaffenheit des Systems u; pa qs, 80 ergiebt sich ferner durch Multi- 
plication der Gleichung (29,) mit (w;) und Summirung iiber 7: 


x ( 2iewonn (au) + Bod) ))- = a he 22(4--) (uw) = 0, 


und hieraus durch Vertauschung von w,; ae’ mit (#;) (Pa) pe 
82((u)(w’)(p) (9) G2((u)... ) ui) G2((u).. 
Fe wt ea ai) — ae BAGS nO 








Die Subtraction der letzten Gleichung von der vorletzten liefert dann 
mit Benutzung der Relation (28a) (wenn darin wiederum 42 () (x) (x) 
durch upq(u)(p)(q) ersetzt werden), die folgende Gleichung 


da (22lowrinria) ,, = 22rd (wu ))=0 
da a(u;) me 
und durch Integration schliesslich die ama 
(31) 4 are BRK ia) %; — eee (u)) = const. 
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Nach diesen Vorbereitungen treten wir in die Discussion der zweiten 
Variation 


Aad = t [Qtan'an) da 


ein. Dabei setzen wir voraus, dass die Gréssen 2 Ue, Uz2, Sowie die 
in Q enthaltenen partiellen Ableitungen von F',®,. Ys im Intervalle 
x*a' durchaus endlich bleiben. 

Wir folgen dem in § 1 angegebenen Gedankengange und wollen 
uns auch wieder der aus der graphischen Darstellung fiir n = 1 ent- 
nommenen Begriffe zur abgekiirzten Bezeichnung bedieren. Demuach 
fixiren wir zuniichst auf der Curve ¢, welche durch die Func- 
tionen y; definirt ist, zwei Punkte A* und A® resp, mit den Coordi- 
naten z*y,? und zy,*°. Zwischen diesen beiden Punkten denken wir 
uns eine nahe bei c verlaufende Curve 6 construirt, deren Ordinaten 
als Functionen von a gleich y;-+ »; sein mégen. Die Functionen 7;, 
durch welche diese Curve bestimmi ist, miissen fiir =z? und r= 
verschwinden und iiberdies den Gleichungen (19a) und (19b) geniigen, 
sind aber im Uebrigen willkiirlich zu wiahlen; auch brauchen ihre 
Ableitungen »; nicht stetig zu sein. Schliesslich fixiren wir auf der 
Curve b einen beliebigen Punkt A, dessen Coordinaten im Folgenden 
vorzugsweise mit x, y; + »; bezeichnet werden sollen. Wir verbinden 
denselben durch die beiden Minimalcurven c’ und c” respective mit den 
Punkten A? und A*. Die laufenden Coordinaten dieser letzteren Curven 


bezeichnen wir mit iiberstrichenen Buchstaben: x, y;-+ u; (fiir die 
Curve ¢) und x, y;+ 0; (fiir die Curve ¢’). Wir haben dann 


2n 
uy = > Oy Wir, 


asst 


(32) 


zu setzen und die 4m Constanten a, und f, so zu bestimmen, dass 
u; fir = 2? verschwindet und fir z = x den Werth y; annimmt, 
wihrend », fiir z = x verschwindet und fiir z = x ebenfalls den Werth 
yn, annimmt. Die Bestimmung der Constanten wird offenbar nur in 
dem Falle unméglich, wenn der Punkt A (genauer der zu diesem 
Punkte gehérende Werth von x) so gewahlt ist, dass eine der beiden 











a 
< 


h 
n 
n 
n 











Maxima und Minima der einfachen Integrale. 567 


nach (27) zu definirenden Determinanten A(«, x?) und A(x, x*) ver- 
schwindet (dass niimlich diese Determinanten nicht identisch verschwin- 
den, haben wir auf Seite 563 gesehen). Schliessen wir diesen Fall 
aus und bezeichnen die Determinante A(z, z*) kurz mit U, die zu 
u:, gehérende Subdeterminante von U mit U;,, ebenso die Determinante 
A(x, x*) mit V, die zu vj, gehdrende Subdeterminante von V mit Viz, 
so erhalten wir fiir die Constanten a, 6B, folgende Werthe 


Una 
a= 7 Nay 
_ a= 
(33) “ 
Via 
Ba = V Nn. 
a=1 


Es wird daher 





Taatia 
uu; = a U:a= 
(34) BAUD om 
— Fait 
fain 
A= Aa=1 Axi 
und ferner 
=» 2n 2n 
du; ae , Toate 
—- S&S Qu. = 
- | — ia i=1 a= 
(34a) ‘i 
ed 2n 2n 
dv; ae a oath 
d —- = Vi = Baia = 
1“ 4a 4st ic 


Um zuniichst (AJ). zu finden, definiren wir gewisse nach Ana- 


logie der Gréssen u; zusammengesetzte Functionen p, und gg durch 
die Gleichungen 


2n 2n n 
— F UyrPar : 
Pe = = Q2Pa, = 0 — hy 
Aa=1 4=1 A&=l 
(34b) Z é 
S 4 oa 
Bes py adn = Ss Hie 
s=1 4=t A=i 


Dann kénnen wir nach (22) setzen: 


(35) (A*J)e = + J Saw pe dz, 


und wegen der Relation (50) (wenn darin iiberstrichene Buchstaben 
substituirt werden): 
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? 


x 


i 2 & @Q(uu' pq) we Dogs 
= fd (> < y) 


x 


und da fiir x =? die Gréssen u; verschwinden: 


ol aX(uw' pa) > 
(36) (A?J)e = + |= ee | 
Fiihren wir in die Gleichung (36) die durch (34), (34a) und (34b) 
gegebenen Werthe von u;%; Pa q% ein und bedenken, dass 02(uw'p @) 
uU: 


eine lineare Function der 1; uj; Pa Ys ist und daher die Relation: 


beet ee 2 Bleu’ sa 
@Q(uu' pq) _ « O2 (Hy My Pu) 
au; y au, 


a= iu 


gilt, so finden wir 


on z=2 

: on, 1 62 (u,, U, Py qu) - 

(37) (A’J)e = | Zz Oj Oy oe 9a? ual: 
4asl i=1 i 

Diese Formel wird spiiter zur Anwendung kommen. : 


Die Gleichung (36) kann mit Anwendung der Definition (21) auch 
folgendermassen geschrieben werden: 


ss = 2=2 
a2 2h 
(A2d)e = ; > —< 4 8 ~ &; uy + —S = Uj Uy 
ce | OVE OM OY; OY, 
1 av, = oF 
+> aa° MMe , 
i,p Yi 
und da [uw]! =, [ml = Mm ist, 
(A? J). 12 — Ni m+ 5 > ae Ni [a] * 
oy; tr F oy; oy, ™ 
1 ove z=2 
+>; ay, yi: (gel 
ip 


Fiigt man hierzu die entsprechende Gleichung fiir (A?J)-. — 
wobei fiir den Augenblick die den gz entsprechenden Functionen mit 


qe bezeichnet werden mégen — und addirt beide Gleichungen zu ein- 
ander, so erhalt man schliesslich 








ul 


d 
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OY; OY, 


+3 ra Gyr th (Isl —[al*), 


(38) (A?J). +9" >" : _ AF, Ni (fa}*— [oy *) 


und mit Riicksicht auf (34a) und (34b): 


1 aFr Diu ME >on u% 
(39) (A? Dee" = 2 Oy; Ou. (d : ~U lea ih w) 
i,k . 


+3> a(S fa m2 ieee. nm): 
2 Yi 


i,p hye 





Aus den Formeln (38) und (39) lassen sich nothwendige Be- 
dingungen fiir das Minimum von J ableiten. 

Wir wollen, um zuniichst die Schlussweise klarzulegen, fiir den 
Augenblick den speciellen Fall betrachten, dass gar keine Bedingungs- 
gleichungen (weder endliche noch Differentialgleichungen) zwischen 
den y; gegeben sind, Wir haben alsdann m’=0, m’=0, F, =F 
zu setzen und erhalten aus der Formel (39) die einfachere: 


aK U, un, V, : 
OW > aaa (> ig, — >i Htn): 
hy qe 


hy 
Die Curve 6 und mit ihr die drei Punkte A?A A‘, d. h. die Gréssen 
x*, 2, N,.+-%n, &* kénnen in diesem Falle ganz willkiirlich gewahlt 
werden. 


Halten wir nun den Punkt A fest und bewegen die Punkte A? 
und A® gegen A hin; mit anderen Worten, geben wir den Gréssen 
£N;N2-++ Nn wnveriinderliche Werthe und lassen die Gréssen a? und 
x sich gegen den Grenzwerth x veriindern, erstere wachsend, letztere 
abnehmend: so nihert sich gleichzeitig der Ausdruck 

— og DP nn 
- ais (a* — x) (A2D e+e" 


dem Grenzwerthe 


— a*) (a — 1 er 
(41) lim (& ase. = o (AT )e4e") = oe Oy, 'Y; OY, - HiN- 


Uu ue 
. —— kt k > ‘. 
Ks ist nimlich uj, = tH ge + Oru, WO Ox, eine mit x — 2? 


verschwindende Groésse bedeutet, und folglich 
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Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung ist gleich 1 


oder 0, jenachdem h =k oder h 2 k; das zweite ist nach einem be- 
kannten Satze identisch gleich 0; das dritte wird im Allgemeinen, 
d. h. abgesehen von speciellen Werthen x, mit 2 — x? unendlich klein, 
da die Gréssen 0;, unendlich klein werden, wihrend die Quotienten 
Ui, (@ — 

pene - at deren Ziihler und Nenner je vom Grade » (oder der 
Ziithler von héherem Grade) verschwinden*), endlich bleiben. Es ist 
daher 


— 1 er : Vin Urn oa 1 or 
(x x ) 2 , oy, ou, Ni > , U yn, = 2 > = oy; a uv, 7 i Ne + 0, 
; i,k 


i, Ayu 


wo lim d = 0 ist. In derselben Weise liisst sich die Gleichung 


s=2 


pa ees S @F Vantin 1 oF , 
dittied yo dy, ou, n> _ iis a dy; dy, EMT ® 
i,k A, i,k 
wo lim ¢ = 0, begriinden. Mit Riicksicht auf diese beiden Gleichungen 
f=s 
erhilt man aber aus der Formel (40) durch Maultiplication mit 


as oma 
(@ — =) (@* — #)  unmittelbar die folgende: 


2 — a? 
ao — *) (Ad )e4e" 
ome —" 
a oy; rayr eM + a5 84+ Se 


Dieselbe ist, da die Factoren von & und « auf der rechten Seite 
zwischen 0 und 1 liegen, mit (41) gleichbedeutend. 

Aus (41) liisst sich nun schliessen, dass, wenn (A?J),4." niemals 
negativ werden soll, auch der Ausdruck 


Fe 
(43) at Oy; ar NM 


*) Bei der auf Seite 560 allie Wahl der Constanten ec... .¢,, ist 
dies unmittelbar ersichtlich, wenn man in den dortigen Entwickelungen fiir a 
den dem Punkte A entsprechenden Werth von 2 annimmt. Es wird dann 
U = (a — wx)" (t+-:.-), und die Grissen Diy enthalten simmtlich den Factor 


(a? — 2)*" 
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bei keiner Wahl der Gréssen wy, ...%, negativ werden darf; denn 
man kann ja die Werthe z* und 2 immer so nahe an x annehmen, 
dass (A?J)4,. dasselbe Vorzeichen, wie 
— gz D om 
lim (¥ ae et, (Aed e-4e") 
erhilt. Hiermit ist eine nothwendige Bedingung des Minimums ge- 
funden. 

Ist nun m” =), wihrend die Anzahl m’ der gegebenen endlichen 
Gleichungen zwischen den y; beliebig ist, so hat man in die vor- 
stehenden Betrachtungen nur noch die Bedingung aufzunehmen, dass 
die dem Punkte A entsprechenden Gréssen ; in Uebereinstimmung 
mit den Gleichungen (19a) gewahlt sein miissen. Man erhilt dann 
die nothwendige Bedingung des Minimums, dass der Ausdruck (43) 
fiir kein den Gleichungen (19a) geniigendes System der Gréssen 1; 
negativ werden darf., 

Ist endlich auch m” von Null verschieden, so diirfte man auf dem 
eingeschlagenen Wege nur schwer vorwirts kommen; denn die auf 
Seite 560 getroffene Wah) der Constanten ¢, wird in diesem Falle un- 
zulissig, wodurch ein wichtiges Hiilfsmittel fiir die Untersuchung der 
Determinante U und der Grenzwerthe lim br cb verloren geht. 
Indess fiihrt unter diesen allgemeinen Voraussetzungen die folgende 
Ueberlegung, bei welcher statt der Formel (39) die Formel (38) zu 
Grunde gelegt wird, direct zum Ziele. 

Die Gréssen «, verschwinden simmtlich fiir z=? und nehmen 


fiir «=a die Werthe x, an. Es liegt daher der Gedanke nahe, falls 
die Werthe x? und x nahe zusammen riicken, in der Formel (38) den 
Ausdruck [2|" ~ dureh at 3 (una ebenso v; durch - —*—,) zu 
LZ—Zz wt—Zz 
ersetzen. Die Berechtigung einer solchen Substitution hingt von dem 
Umstande ab, ob bei unbegrenzter Anniherung des Punktes A? an 
den Punkt A (genauer des Werthes xz? an den Werth x) die von A? 
bis A verlaufende Minimaleurve ¢’ schliesslich geradlinig wird, oder, 


analytisch ausgedriickt, ob die Verhiltnisse der » Functionen u; 
schliesslich im ganzen Intervalle von z= 2? bis «=~ constant und 





also gleich den Verhiiltnissen der Gréssen [wl werden. Nun be- 
stehen zwischen den zuletzt genannten Gréssen gewisse lineare, ho- 
mogene Relationen, welche aus (25,) hervorgehen, wenn darin 7 =z? 
und die «; simmtlich gleich Null gesetzt werden: 
oyv 2 — 4222 
ee, ‘as 
(44) >) uF lus) =O. 


Mathematische Annalen. XXY. 








L. Scuerrrer. 


572 


Sollen daher die Verhiiltnisse der Functionen 1; schliesslich im ganzen 
Intervall x?z constant werden, so miissen die gegebenen Endwerthe 


[u}’ = % den aus (44) hervorgehenden Relationen 
¥ 
(45) Dye w= 0 GH1,2...m") 


geniigen. Umgekehrt liegt in jenen Relationen die hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass die Curve c’ schliesslich geradlinig wird, voraus- 
gesetzt, dass ausser den Gleichungen (25,) keine anderen Relationen 
zwischen den u; und wu; (oder auch zwischen den wu; allein) existiren, 
welche fiir jedes beliebige System u; von der Form (26) befriedigt 
wiirden, Diese Voraussetzung wollen wir -machen. Dass dieselbe nur 
ausnahmsweise unerfiillt sein kann, ist evident; denn jede neue Rela- 
tion von der angegebenen Art wiirde entweder ein particuliires Integral 
der Differentialgleichungen (25) sein (dann kénnten auch die Aus- 
driicke (26) nicht das vollstdndige Integral jener Differentialgleichungen 
darstellen), oder sie liesse sich aus den Gleichungen (25,) und (25,) 
ohne Integration direct ableiten (dann wiirde das System der Differential- 
gleichungen (25) von niederer als der 2n' Ordnung werden, die 
Grossen «;, also nicht mehr linear unabhiingige Lésungen derselben 
sein, und die Determinante A(z, x°) identisch versehwinden).. 
‘Gentignn also die Gréssen »; ausser den Gleichungen (19a) noch 
den Gleichungen (45), so wird (unter der panne Voraussetzung) 


im (iw “(a — 2*)) = %;. Ebenso Jim (Loe "(= x) = 1;. 
Man erhilt daher aus der Formel (38), da das zweite Glied auf der 
rechten Seite wegen (45) gleich Null ist, schliesslich folgendes Analogon 
der Gleichung (41): 
- (2 — 2*) (x — a) 5 ae ae oF, 

(46) lim a — x (A°S oper = 2 2 dy; Oy, MMe 
Diese Gleichung zeigt, dass im Falle des Minimums der Ausdruck auf 
der rechten Seite bei keiner mit (19a) und (45) iibereinstimmenden 
Wahl der Gréssen y,; negativ werden darf. 

Hiermit ist eine nothwendige Bedingung des Minimums ganz all- 
gemein begriindet. Wir bezeichnen dieselbe, wie in § 1, mit I. 


Die Formel (39) liefert noch eine zweite nothwendige Bedingung 
des Minimums. 

Denken wir uns den Punkt A auf der Curve b bewegt, d. h. 
veriindern wir nach Annahme eines bestimmten Systems von Iunc- 
tionen 4; den Werth von 2 continuirlich, so wird der Ausdruck auf 
der rechten Seite von (39) sein Vorzeichen wechseln, wenn man eine 














a ~ — —_ —_e. ~7 Ory 


> 
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Stelle ~ passirt, an welcher eine der Determinanten U und V das 
Zeichen wechselt. Fiir eine solche Stelle selbst gilt die Formel (39), 
wie bei Ableitung derselben hervorgehoben wurde, nicht, wohl aber 
in unmittelbarer Niihe auf beiden Seiten derselben. Verschwindet 
nun etwa an der Stelle x =a die Determinante U, so lisst sich zu- 
nichst jedenfalls durch kleine Verriickungen des Punktes A® erreichen, 
dass V nicht gleichzeitig verschwindet. Nehmen wir dann 2 nahe 
genug an der kritischen Stelle a@ an, so wird nach (39) der Ausdruck 
U(A? J )-4- das Vorzeichen des Ausdrucks 


. aF, , ow 
a) dw 2 (>' ay’oye et 2 ye au) Taw nim 


erhalten, wenn nicht zufillig auch dieser Ausdruck fiir «=a ver- 
schwindet. Letzteres wird aber durch geeignete Wahl der Curve 3, 
d. h, der Functionen »;, immer zu vermeiden sein, es sei denn, dass 
der Ausdruck S fiir « = a iiberhaupt bei jeder mit (19a) vertriiglichen 
Wahl der Gréssen yn; verschwindet. Es ist mir nicht gelungen, die 
Unméiglichkeit eines solchen Verhaltens von S allgemein nachzuweisen ; 
wir miissen daher, wenn wir sagen, U(A?J) 4.” habe in der Niihe 
des Punktes 2° das Vorzeichen von S, diesen Vorbehalt ausdriicklich 
anmerken. Da nun — abgesehen von einem solchen Ausnahmefalle — 
das Product U(A?J):4- bei Ueberschreitung der Stelle «=a sein 
Vorzeichen behiilt, so folgt, dass der Ausdruck (A?J)¢4." gleichzeitig 
mit UJ das Zeichen wechselt. Wir haben also den Satz: ,,Wechselt 
die Determinante U = A(x, x*) ihr Vorzeichen im Intervalle 2? 2', 
so kann (A?J).4. sowohl positiv als negativ werden, es findet daher 
kein Minimum statt.“ 

Hiermit ist eine eweite nothwendige Bedingung des Minimums ge- 
wonnen. Es wird sich spiiter zeigen, dass mit einer kleinen Modi- 
fication schon die aus jener fiir «*? — 2° hervorgehende speciellere Be- 
dingung in Verbindung mit der vorher begriindeten Bedingung I hin- 
reicht, umgekehrt die Existenz des Minimums nachzuweisen. Wir. ver- 
zichten daher auf die weitere Discussion der Formel (39) und stellen 
mit Ausscheidung dessen, was sich spiiter als iiberfliissig erweisen 
wird, die beiden Hauptresultate der vorstehenden Untersuchung zu- 
sammen: 

Soll der Ausdruck (A?J) +2" niemals negativ werden, wie auch 
die Curve b und auf ihr der Punkt A gewdéhlt sein mag (natiirlich in 
Uebereinstimmung mit (19a) uw. (19b)), so miissen jedenfalis folgende 
Bedingungen erfiillt sein: 

ar, R ' 
I. Der Ausdruck > dy; oy, MM darf nicht negativ werden, so 


lange die Grossen y; den Gleichungen 


38* 
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é ®,, 


y=0, (@=1,2---m), 


8% 
(48) aw 

Dy W= 0 (B12 m’) 
geniigen. 


lI. Die Determinante A(x, x*) darf im Intervalle x°x' nicht das 
Zeichen wechseln. 

Die Bedingungen I und I sind also nothwendige Bedingungen des 
Minimums. 

Wir kommen nun zum zweiten Theile der Untersuchung, niimlich 
zur Discussion der zweiten Variation in ihrer allgemeinsten Gestalt: 


a 


(49) (AI — Ff Qari #1) ae, 


wobei wir von den Functionen y; ausser der Erfiillung der Gleichungen 
(19a) und (19b) nur noch voraussetzen wollen, dass sie iiberall end- 
liche Differentialquotienten besitzen. 

Entsprechend dem in § 1 angegebenen Gedankengange unter- 
ziehen wir zunichst die Differenz (A’J), —(A*J)- einer niheren 
Betrachtung. Es mégen niimlich die vorher mit A? und A® bezeich- 

a ae neten Pankte jetzt resp. mit A® und A! zu- 

? a. = ee sammenfallen. Auf der zwischen diesen Punk- 
eo ten verlaufenden Curve b, welche durch die 
Functionen y; definirt ist, werde der Punkt A beliebig angenommen, 
und unter b’ das Stiick der Curve b von A’ bis A, unter ¢ die durch 
die Functionen u; definirte Curve, welche sich zwischen denselben 
Punkten erstreckt, verstanden. 


Nach (37) ist 


fy 9 7 y z=2 
(50) (A? J )y = res 24 [Gay|*~*, 
» 
wo zur Abkiirzung 
Q(u,,u, Pm) — _ 
(51) 2 — ae Lu) Win = Gry 
im 


gesetzt ist. Durch die Formel (50) ist (A?J), als Function von x 
dargestellt, indem auch die in @,a, enthaltenen Gréssen 9; als Func- 
tionen von x, entsprechend der Curve b’, zu betrachten sind. Behufs 
Bildung der Differenz (A*J), —(A?J), haben wir nun nach der 
Vorschrift von § 1 (A?J)¢ durch Differentiation und Integration in 
ein bestimmtes Integral zu verwandeln. Zu dem Zwecke ist erstens 








€ 


ae 


in etre oe 
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derjenige Werth von a festzustellen, fiir welchen (A*?J), verschwindet, 
zweitens zu priifen, ob (A?J), im Integrationsintervalle nirgends un- 
endlich wird. 

Offenbar ist (A?J)?=* = 0. Diess folgt aus der Bedeutung des 
Ausdrucks (A?J);, der urspriinglich durch ein tiber die Curve c’ er- 
strecktes Integral definirt wurde (vergl. Formel (35) fiir 2? = 2°*). 
Ferner bleibt (A?J), von «= 2° bis « = x jedenfalls endlich, wenn 
in der Formel (50) die als Nenner der Gréssen a, @, (nach (33)) auf- 
tretende Determinante U, d. i. A(x, 2°) nicht verschwindet. Wir 
wollen annehmen, diese Bedingung sei erfillt; ftir den Fall, dass 
A(a, 2°) zwischen 2° und xv! das Zeichen wechselt, ist ja ohnehin 
schon die Unmdglichkeit des Minimums nachgewiesen. 

Es wird dann 


(62) (A°J)e = J (A2d), da. 


xe 


In die rechte Seite dieser Gleichung fiihren wir den aus (50) ent- 
nommenen Werth fiir (A?J), ein. D. g. 


y 2 1 ad tH }=2 1 da, — r=r 
is (A°J)e= > D>) tu ge Gul +4 \> nae @,,| 








au Au 
1 da, pas 2=2 
+i [De tea,. 

Au 


—— dG, }2=2 ‘ 
und wenn .- [G,)°° dureh [ te.) ersetzt, ferner in der 
ax 


letzten Summe die Summationsbuchstaben 4 und w vertauscht und 
gewisse Glieder zusammengezogen werden: 


i Z . 1 dG, 2=2 1 ie ie z= 
(53) a5 anni > 0A Oy ae | +4] 2 Ou — @,,| 
1 da, (FA ral po 
+ > oS Gn Ban | 


Au 


*) Diese Begriindung ist nicht véllig streng, da zwar die Integralgrenzen 
in der Formel (35) unendlich nahe an einander riicken, gleichzeitig aber der Aus- 


druck unter dem Integralzeichen wegen des in den u,u, Pads enthaltenen Nenners 


unendlich wird — wenigstens scheinbar. Allein man iiberzeugt sich fiir den Fall 
m” = 0, d. h, den Fall, wo nur endliche Bedingungsgleichungen ®, = 0 in der 


Aufgabe gegeben sind, bei Zugrundelegung der auf Seite 560 eingefiihrten Con- 
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Nun ist erstens nach (51) *): 


dG, 


— >’ d 02 (muy Pu du) “e" > a2( (uy My "Pu Mu) a 
dx ; dz Ou; Ou, = 


@Q(u, - -s +) sees FS: 
= 2 = ; ° 
(wegen (25,)) 2 ( os 2 Wat oui, Ua 
Multipliciren wir diese Gleichung mit e,«, und fihren vermittelst der 
Gleichungen (32) die Summirung nach 4 und uw aus (letzteres unter 
Beriicksichtigung der Identitit 
@Q(u ++.) @Q(u...) 
54 a ee ), 
(54) >a ct 
so erhalten wir 
aa, °y Bae a ~  @Q(u...) ) 
Pa =e "2 Ou, Ui + Du; Uj 
= (nach (28)) 2Q (ww pq). 


Setzen wir noch zur Abkiirzung 


(55) [wT = 65 [pel aes [al = 19 


nud beriicksichtigen die Gleichung [wl * =, so wird schliesslich 


aG,, |*=" 
[Zant] = s000en 


[Der zur Ableitung dieser Formel eingeschlagene Weg ist dem- 
jenigen entgegengesetzt, welcher von der Gleichung (35) zur Gleichung 


stanten ¢c, leicht davon, dass jenes Unendlichwerden nur ein scheinbares ist, 
indem nimlich — unter Voraussetzung endlicher Differentialquotienten »; — der 
Zihler unter dem Integralzeichen in derselben Ordnung (nm), wie der Nenner, 
verschwindet. 

*) In der hier beginnenden Rechnung haben wir im Wesentlichen den 
ven Lipschitz (a. a. O.) eingeschlagenen Weg verfolgt. Herr Lipschitz geht 
davon aus, die Grissen 7 als lineare Functionen der Grissen u;, darzustellen, 
natiirlich mit Coefficienten, die selbst von 2 abhingen. Diese Darstellung geht 
aus unseren Gleichungen (32) fiir 2 = a hervor: 1,= - a, U;,3 aber erst durch 

a 


das von uns an die Spitze der Untersuchung gestelite Princip ist jene Darstellung 
(32), bei der jeder Punkt A als Endpunkt einer von A® ausgehenden Minimalcurve 
betrachtet wird, motivirt. 











al 
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(37) fihrte. Wir hitten daher die Formel (56) ohne Rechnung direct 
aus der Relation 


> ca tuGin yf 200W Pa) de 
Au 


durch Differentiation nach x finden kénnen, einer Relation, die a. a. O. 
zwar nicht explicite aufgestellt ist, aber implicite der Formel (37), die 





fiir «= aus ihr entsteht, zu Grunde liegt.| 
Zweitens ist nach (51) 


da, — 7 é Q Mu da, = 
a Ay - de > G, a= Ss a2" Qu f -- a 5 ane — Saebe 
st a Ui, 


Fiihren wir rechts die Summationen iiber 2 und w aus, erstere, indem 
wir fiir den Augenblick 


da, — —- da, — — a — 
(51) a Te ia = (ui); a Te Par= (pa); a be qsi= (4p) 


setzen, letztere durch Anwendung der Identitaét (54), so wird 


la, — 
2% = m Gap = 2 : 22a PD (uw), 


‘ 





und schliesslich, da 
[u|” ” i nis [ui |" * a 3 [(u)]°~* =e ni So bis [pal ice Te} 


[al” * =" :7s 
ist: 


da _ = = 
(58) Pee —— 2) -% aegis x) — i). 


Au 


Drittens wird nach (51) 


da, _ ston 
> * dx (Gan — Gay) 


Au 


->(z = Ot) 2 Oy Win -2 a es :) am da, ‘ia) 
(89 25— 86-2«) 


Nun gilt fiir die Functionen up q, (uw)(p)(q) die Formel (31), 
wenn darin alle Buchstaben durch iiberstrichene ersetzt werden. Denn 
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jene Functionen gentigen der Bedingung (an welche die Giiltigkeit 
jener Formel gekniipft war), dass die Gleichungen 


6, — 
(59) ne “= 0, 


(60) >: ee *(u;) = 0 


mindestens fiir zwei und daher iiberhaupt fiir alle Werthe von ~z er- 
fiillt sind. Die Gleichung (59) gilt namlich fiir « — x (da an dieser 
Stelle die «u; verschwinden) und fiir z= x (da hier u; gleich »; 
wird); die Gleichung (60) aber entsteht aus (59), nachdem darin fiir 
u; die Ausdriicke (32) eingefiihrt sind, durch Differentiation nach z, 
und ist daher ebenfalls richtig. Es wird daher nach (31) 


Gy DS (22a) gy — 2204--) (G)) — const 


(wa) Oui 


aem=1,2---m 


Nun verschwinden fir «2° aile Groéssen u;, und da dies fiir jeden 


Ou, 
Werth von 2 der Fall ist, auch die Ableitungen “ , d. h. (mach (32)) 


die Gréssen (u,); die Constante auf der rechten Seite der Gleichung 
(61) hat also den Werth Null. So wird schliesslich 


(62) >a a (Guz — Gry) = 0. 
“ 


Durch Einfiihrung der Ausdriicke (56), (58), (62) in die Gleichung 





(53) und des so gewonnenen Werthes von cs (A?J), in die Formel 
(52) findet man mit Riicksicht auf (49): 


(63) (A?T)y — (A2J)e 
-1f (Q una x) — Wukax) “2 OE (ok — 8) de 


Nun ist nach der Taylor’schen Reihenentwickelung 
Q(yy xy) =2Q(n, § + (a — $), *, x) 
5) @Q , 
=Q(nbxa)+ D> COORD (4 — §) 


@Q(nExx) > ? 
+ ra 06,06 (ni —&i) (Me), 





und 
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LS) @Qnbxx) (+ ; ao 
2 oy (ne — &1) (ne — &x) = — Oy our (ni — &) (av —&)5 


also wird schliesslich 


er, 


64) (OD — WI =f D> syaye Cu —@ (nk —&) de. 
i i,k 


Die Gréssen yn, — § sind durch gewisse Relationen mit einander 
verbunden. Man erhialt dieselben durch die Ueberlegung, dass erstens 
die Functionen 4; sowohl den Bedingungen (19b), als auch denjenigen 
Bedingungen geniigen miissen, welche aus (19a) durch Differentiation 
nach a entstehen; und dass zweitens die Functionen w; denjenigen Be- 
dingungen geniigen, in welche die ebengenannten iibergehen, wenn 
man alle Buchstaben durch iiberstrichene und 7 durch u ersetzt. Man 
erhiilt auf diese Weise folgende Gleichungen: 


> ad (ee ao > ov ov 
ae a , a , " B B , 
(as (Fe) w+ ON ni )=0 ? (=e as oy n) — 


7 ao, \- ao, -» > av, - av, -» 
a S “a ) i + >= uw )=9; ( —f uj +- =f ui) = 
i daz \ 0y; CY; i OY; Oy; 


Subtrahirt man diese Gleichungen paarweise von einander, nachdem 


man in den beiden unteren z = x gesetzt hat (wodurch u; in 4, wi in 
€; tbergeht), so ergeben sich schliesslich die Gleichungen: 


ae p 3 
OR it =: () (a==1,2,...,m), 
(65) y pa 
2 iy, (yi — i) = 0 (B=1,2,...,m’). 


Die Bedingungen (65) zwischen den Gréssen (y;—§;) sind genau 
dieselben, denen wir auf Seite 574 bei Betrachtung des Ausdrucks 
OY; OY>EW ue 


i,k 


die Gréssen ; unterwerfen mussten (48). Nun wurde bei Begriindung der 
Formel (64) nur vorausgesetzt, dass die Determinante A(z, «°) zwischen 
x° und z' nicht verschwinde. Ist also diese Voraussetzung erfillt und 
ausserdem der Ausdruck 


ot 
 oyjoy, ™™ 
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fiir alle Werthe von y,...%,, welche den Bedingungen (48) geniigen, 
positiv , so zeigt jene Formel (64), dass auch die Differenz (A*J),—(A°J ),; 
zum mindesten nicht negativ ist. 

Lassen wir jetzt den auf der Curve b gelegenen Punkt A mit A’, 





d. h. 2 mit x' zusammenfallen, so wird (A?J),=0, (A?J),—(A?J), 
=(A?J),, und die Formel (64), in welcher nun x = z' zu setzen ist, 
sagt geradezu aus, dass die allgemeine zweite Variation (A? J), unter 
den gemachten Voraussetzungen niemals negativ wird. 

Es fragt sich noch, ob (A?J), verschwinden kann.*) Dies wiirde 
unter den genannten Annahmen offenbar nur dann méglich sein, wenn 
alle Gréssen 9; — §; identisch gleich Null wiiren, d. h. (mit Riicksicht 
auf die Definition der Gréssen §;), wenn die y; den Differentialglei* 
chungen 


U 
(66) — Sy wid >= 0 (i=1,2,...,n) 


geniigten. Nun sind diese Differentialgleichungen integrabel durch 
Ausdriicke von der Form 


2a 
(67) h = > Ou Up, 


axl 
und zwar stellt jedes System von Functionen »;, welches die Kigen- 
schaft hat, fiir « — 2° zu verschwinden, ein Integral jener Differen- 
tialgleichungen dar. Denn ist U,° die zum Element wu,°, gehérende 


Subdeterminante von U, d. h. von A(z, x), so besteht nach einem 
bekannten Satze die Identitit 


= = 0 fir a< 
3 vanes Stas [9 tS 
— ? 


k=1 b=1 


es wird daher, wenn unter 7; die Ausdriicke (67) verstanden werden: 


> Uian +> Ui me = ar U, 


k=1 é==1 


und da alle Functionen 7, fiir 2 = 2° verschwinden sollen, 


> Uian = aU. 


k=1 
Mit Benutzung dieser Relation erkennt man sogleich, dass die Dif- 
ferentialgleichungen (66) durch die Ausdriicke (67) befriedigt werden. 
Da die 2n Systeme u;,(A—=1, 2,..., 2m) linear unabhingig sind, folgt 
ferner, dass in jenen Ausdriicken (67) noch » der Contanten a, will- 





*) Die folgende Betrachtung riihrt, wie Herr Mayer angiebt von Richelot her. 
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kiirlich bleiben, dass also jene Ausdriicke die vollstindigen Integrale 
von (66) darstellen. Wire nun b eine Curve, fiir welche (A?J), gleich 
Null wiirde, und wiiren die derselben entsprechenden Functionen 1 
auf einer Strecke a < « < b nicht identisch Null, so miissten dieselben 
fiir diese Strecke in der Form (67) darstellbar sein und iiberdies fiir 
x=a und «=b verschwinden. Dieses wire aber, da die %,, um 
Lisungen der Differentialgleichungen (66) zu sein, bereits fiir «= x 
verschwinden miissen, nur méglich, wenn die Determinante U, d. i. 
A(x, x"), fir «=a und x =D) verschwiinde. Nun haben wir an- 
genommen, dass A(a#, x°) im Inmneren des Intervalles (x x') jedenfalls 
nicht verschwindet. Ist also auch A(z! x) noch von Null verschieden, 
so kénnen die 7, nur identisch gleich Null sein ; ist dagegen A(x',x°)=0, 
so kdnn man die Coefficienten a, so bestimmen, dass die 7, fir c—2° 
und z = z' verschwinden, und fiir dieses System von Functionen 
wird dann auch die zweite Variation (A?J), gleich Null. 


Fassen wir die vorstehenden Ergebnisse der Untersuchung mit den 
friiheren, welche aus der Discussion der Formel (39) hervorgingen, 
zusammen, so kénnen wir folgendes Endresultat aufstellen: 

Zur Lésung des Problems, das Minimum des Integrales 


[Fey +++ Yn Yn) da 
% 


zu finden, wenn die Functionen y; an gegebene endliche Gleichungen 
a(x yy. ++ Yn) =O (a==a1,2,..., m) 
und Differentialgleichungen erster Ordnung 
¥a(@yiyy ++ Yayn) =O (B=1,..., m”) 
gebunden sind und iiberdies an den Grenzen x° und x' vorgeschriebene 
Werthe annehmen sollen, dienen, wenn 


- 
F+ >) Pio, +>) O¥e = F, 
a B 
gesetat wird, folgende n + m + m” Differentialgleichungen (nach 


Lagrange): 


i i. os Se? 


dy; — dz dy; 

OO, 6 , 
“Tat = 0 (a=wl,2,..., mm), 
Ws = 0 (B=m1,2,...,m"). 


Durch Integration derselben erhilt man (wenn nicht die Determinante 
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des Systems identisch verschwindet), die n + m’ +-m” Grissen y; Pa Qs 
als Functionen von x mit 2n willkiirlichen Constanten c,... C2». Wir 
nehmen an — was im Alilgemeinen der Fall ist —, dass die Werthe 
dieser Constanten sich durch die fiir x=2x° und «=2' vorgeschriebenen 
Grenzwerthe der y; bestimmen lassen. 

Bezeichnet man dann die partielle Ableitung von y; nach c, mit 
usa, So verschwindet die Determinante 


0 0 0 
A (2, 2) = > + 1,1 U29 -- - Unn Wintt Mente...» Unen 


im Allgemeinen nicht identisch. 
Damit nun wirklich ein Minimum stattfinde, darf nach Einsetzung 
der gefundenen Functionen y; Pa Qs 


I. der Ausdruck 
Zz. a 
yoy, 


i,k 
fiir keinen Werth von x zwischen x° und x' negativ werden, falls die 
Grossen 9, ..-%n den m’ + m” Bedingungen 


io, 
iy, "—" 


ov i 
2 iy ni = 0 (B=m1,2,...,m”) 


geniigen, und es darf 
II. die Determinante A(x, x®) zwischen «2° und x' nicht das Vor- 
zeichen wechseln. Diese beiden Bedingungen sind nothwendig; denn ist 
eine derselben nicht erfiillt, so kann die zweite Variation A? J sowohl 
positiv als negativ werden (abgesehen von einem pag. 573 erwdhnten 
Ausnahmefalle). 
Ist andererseits der Ausdruck 
eF, 
= Oy; OY 


(a=1,2,...,m’), 


Hi Hk 


fiir solche Grissen yn, welche den genannten Bedingungen geniigen, im 
Intervalle x° x' bestindig positiv und verschwindet 1) A(x, x") weder 
zwischen x° und x‘ noch an der Stelle x = -x' selbst, so ist auch die 
eweite Variation bestindig positiv und es findet sicher ein Minimum 
statt ; verschwindet dagegen 2) A(x, x°) zwar nicht zwischen x° und z', 
aber fiir x = x', so kann die zweite Variation den Werth Null annehmen, 
ohne indessen negativ zu werden, das Minimum hiingt daher von den 
Variationen dritter und hiherer Ordnung ab. 
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Die isoperimetrischen Probleme auf Flachen. 


Wir wollen die im vorigen Paragraphen entwickelten allgemeinen 
Resultate auf den wichtigsten Fall anwenden, nimlich auf den Fall, 
dass zwischen den Gréssen y; gegebene endliche Gleichungen bestehen, 
und dass tiberdies gewisse bestimmte Integrale, welche unter dem 
Integrationszeichen die Gréssen y; und y; enthalten, vorgeschriebene 
Werthe annehmen sollen.*) Als Typus von Aufgaben dieser Art kénnen 
die isoperimetrischen Probleme auf einer Oberfliiche betrachtet werden. 

Ks sei . 

J=| FLY «Ym Yn) A 
das Integral, welches ein Minimum werden soll; 
(68) Da (LY; - - - Ym) =O (aan1,2,...,m’) 
die gegebenen endlichen Gleichungen; 


(69) J =fisleny 22+ Safa) C8 (fm1,2,..., m") 


die Integrale, welche vorgeschriebene Werthe annehmen miissen. Ausser- 
dem seien die den Grenzen z° und z' entsprechenden Werthe der 
Functionen ¥, Y...- Ym gegeben. 

Wir behandeln zuniichst kurz die erste Variation, und zwar nach 
einer Methode, deren Grundgedanke einer Vorlesung von Weier- 
strass tiber Variationsrechnung (vom Sommer 1877) entlehnt ist.**) 
Wir werden durch dieselbe zu einem speciellen Falle der Lagrange’- 
schen Regel gelangen, deren Giiltigkeit wir in § 3 bei den Unter- 
suchungen iiber die zweite Variation vorausgesetzt haben, ohne sie all- 
gemein streng begriinden zu kénnen. 

Bekanntlich muss, wenn ein Minimum stattfinden soll, die erste 
Variation verschwinden, d, h. es muss die Gleichung 


om er aF : 
(70) (AJ), = f > (ay, + Gy, ¥) de =9 
s=1 « , . 
2 


*) Dieses Problem ist von Lundstrém (a. a. O.) und von Mayer (Math. Ann, 
Bd, XIII) behandelt worden, jedoch ohne die Annahme endlicher Gleichungen 
zwischen den y;. 

**) Dieselbe Methode ist von Herrn du Bois-Reymond entwickelt worden 
(Math. Ann. Bd, XV, p. 311 und 573). 
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fiir jedes System von Functionen 9, ... ym erfiillt sein, welches fiir 
x= 2° und « = z!' verschwindet und iiberall den aus (68) und (69) 
hervorgehenden Bedingungen 


m ao 
(71) Oy, n= 9 (a=n1,2,...,m), 
i=1 ; 
fs re./) . ” 
(72) win / 3 (sea i by, ni) dz = 0 (B=1...m’) 
geniigt. 


Wir kénnen nun zuniichst die Bedingungen (72) eliminiren, indem 
wir den Functionen 9, ...%, eine soleche Form geben, dass jene Be- 
dingungen von selbst erfiillt werden. 

Zu dem Zwecke setzen wir 


(73) ni = He +> ly na (i=1...m), 
=I 


wo mit k,...k,” Constanten bezeichnet sind, und wiihlen die Func- 
tionen 7,7 so, dass sie siimmtlich an den Grenzen x° und z' verschwin- 
den und durchweg den Gleichungen 


on 
(74) = — n? = 0 (a=nl...m’; yl... m”) 


geniigen, und dass iiberdies die Determinante 


D2 + (A Jy): (Ad )y »e*? (Adm) ym 


einen von Null verschiedenen Werth erhiilt. Durch Einfiihrung dieser 
Functionen y; in die Gleichungen (72) gewinnen wir die neuen Glei- 
chungen 


(75) (ATs ep +>) ky(ATs),y = 0 (B= 1... m’) 
y=1 


welche, nach k,...k,» aufgelést, die Werthe 


(76) k, => Ka,( Js) 


p=1 
fiir diese Constanten liefern. Es ist zu beachten, dass die Gréssen 
Ky nur von den Integralen (Ads),y (B= 1... m"; y= 1... m”) ab- 


hiingig sind und daher unveriindert bleiben, wenn die Functionen 1, 
durch beliebige andere ersetzt werden, 
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Die Ausdriicke (73), mit den berechneten Werthen (76) der Constan- 
ten k, geniigen den Bedingungen (72). Damit auch die Bedingungen 
(71) und die Grenzbedingungen erfiillt seien, ist nur noch néthig, dass 
die Functionen » den Gleichungen 


ae, ” 
aye = 0 (@= 1... m’) 





(77) 


geniigen und an den Grenzen x° und z'! verschwinden. Nun geht die 
Gleichung (70) durch Einfiihrung der Ausdriicke (73) und (76) in die 
folgende iiber: 


(78) (AD )p +>) Qs (Ada)y = 0. 
. p 


Hier ist Qs => Kp,(QJ),,, sodass also die Qs wiederum Gréssen 
y=1 
sind, deren Werthe nicht von der Wahl der Functionen ;° abhingen. 
Soll daher ein Minimum stattfinden, so muss nach Annahme eines 
Systems von Functionen 9°(¢—=1...m; B =1...m”) und Bestim- 
mung der denselben entsprechenden Gréssen Q; die Gleichung (78) 
stattfinden, wie auch die Functionen y,° (in Uebereinstimmung mit 
den Bedingungen (77) und den Grenzbedingungen) gewihlt werden 
mogen, 
Definiren wir die Function F’, durch die Gleichung 


(79) F, =F +>) Ofs 

g=1 
und setzen statt 7,°...%,° wieder einfach die Zeichen 4, ...%m, 80 
kénnen wir den gefundenen Satz auch so aussprechen: 


Findet ein Minimum statt, so lassen sich die Constanten QQ, so 
bestimmen, dass die Gleichung 


80 (2h 4 8h) dz = 0 
™ See + py, ni) . 
y 


fiir jedes beliebige System von Functionen y; erfiillt ist, welches den 
Gleichungen (71) geniigt und an den Grenzen # und z' verschwindet. 

Hiermit sind die Bedingungen (72) eliminirt. Auf ganz ihnliche 
Weise gelangt man zur Elimination der Bedingungen (71), indem man, 
ausgehend von dem eben gefundenen Satze, fiir die Functionen 4; 
jetzt eine solche Form annimmt, dass jene Bedingungen von selbst 
erfiillt werden. Es ist indess hierzu zweckmiissig, die Gleichung (80) 
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durch die folgende zu ersetzen, welche aus jener vermittelst partieller 
Integration unter Beriicksichtigung der Grenzbedingungen entsteht: 


(81) f38- a § ay. xe.) ni dz = 0 


Nach Analogie von (73) setzen wir nun 


(82) ni = Hi +> Ir ne; 
y=} 


wo jedoch die Gréssen g, nicht, wie die Gréssen k, in (73), Constanten, 
sondern Functionen von 2 bedeuten sollen. Die Functionen 


ni(t—=1...m;y=1...m) 


wihlen wir so, dass sie an den Grenzen 2° und z' verschwinden, und 
dass die Determinante 


atte fe n')( 2 i n*) a (> eg nv) 


nicht identisch gleich Null wird.*) 4 
Durch Eiofiihrung der Functionen (82) in die Gleichungen (71) 
gewinnen wir die neuen Gleichungen 


0%, : 0%, 
(83 Zz CY; "0 +> Iy (> OY; ut) —7 e= om i...@), 
i y=1 i 


und durch Auflésung derselben nach g, g,... Jn: : 


m' ! ao, 
Die Functionen Gay sind, wie es in (76) die Gréssen Kz, waren, 


*) Diese Forderung ist immer erfiillbar, wenn irgend eine aus m’ Colonnen 
zusammengesetzte Determinante des Systems 


a, . a, 

6 1 Y Ym : 
0%, 0°y 
0 "1 C Yn 


nicht identisch gleich Null ist. Man braucht dann nur die jenen m’ Colonnen 
entsprechenden Functionen 7,7 so zu wiklen, dass auch ihre Determinante nicht 


identisch verschwindet, alle iibrig2n Functionen y,¥ aber gleich Null zu setzen. 
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aus den Gréssen 9“ (i = 1...m; a@—=1... m’) zusammengesetzt und 
bleiben unverindert, wenn die Functionen 7,° -- - 7,° beliebig variirt 
werden. 

Die Gleichungen (71) werden durch die Functionen (82) mit den 
Werthen (84) der g, identisch erfiillt; damit auch die Grenzbedingungen 
befriedigt werden, ist nur noch ndthig, dass die Functionen 9° fiir 
a2 = x und « = 2! verschwinden. 

Die Gleichung (81) geht nun in die folgende iiber 


ses "SY/ aF a aF S720, 
85 >( a —* > Pr ) ni dx =O. 
: iP. Oy dx Ov; al r Ov; , 

Ltrs 


Hier ist 


: a m B) Fy d oF, y 
FP. => Ger ( oy; iia i dx oy, ) Ni’ > 


y=1 


so dass also die P, wiederum Functionen bedeuten, die nicht von der 
Wahl der Functionen y,° abhingen. Soll daher ein Minimum statt- 
finden, so muss nach Annahme eines Systems von Functionen 


at ((=—1...m; ym l...m) 


und Bestimmung der denselben entsprechenden Functionen P, die 
Gleichung (85) stattfinden, wie auch die Functionen n;° gewdhit werden 
mogen (vorausgesetzt nur, dass dieselben an den Grenzen verschwinden). 
Hiermit sind auch die Bedingungen (71) eliminirt. 

Es folgt jetzt weiter, dass nach Bestimmung der P, die Coef- 
ficienten der Gréssen ,°...7° in der Gleichung (85) unter dem 
Integralzeichen einzeln identisch verschwinden miissen. Denn. wiire 
z. B. der Coefficient von »;° von =a bis x = b positiv, so wiirde 
auch der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (85) einen 
positiven Werth erhalten, wenn man die Functionen 


UP Par eR 


im ganzen Intervalle xz! gleich Null, die Function ,° aber im Inter- 
valle ab gleich (« — a) (b — x) und in den Intervallen 2a und b2' 
ebenfalls gleich Null annihme. 

Es miissen also, wenn ein Minimum stattfindet, die Functionen 
P, ... Py» sich so bestimmen lassen, dass die m Gleichungen 


am _ 4 Mm ~Yp M%_9y Ge 
CY; dx dy, +2 ?. Fi (ime 1... m) 


Mathematische Annalen. XXV. 39 
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erfiillt sind. Oder, wenn wir einen neuen Ausdruck F' folgendermassen 
definiren 


m 


— ~ a 
(86) F=F, +>) Pode =F 4+ >) Pio. +>) Osho, 
a=1 a=l f=1 
so miissen sich die m’ Functionen P, und die m” Constanten Q, so 
bestimmen lassen, dass die Gleichungen 


+ or ad oF , 
” —0 ot... 
(87) dy, da dy, (j= 1 m) 


gelten. 

Dieser Umstand dient zur Lésung des Problems, das Minimum 
aufzustellen. Denn die Gleichungen (87) in Verbindung mit den Glei- 
chungen (71) und (72) und mit den vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
reichen aus, um die unbekannten Functionen y; und P,, sowie die 
Constanten Q,; zu finden. 

Sowohl das Problem, als die eben entwickelte Lésung desselben, 
kénnen nun leicht so formulirt werden, dass ersteres unter die in 
§ 3 behandelte Gruppe von Problemen fillt, wiihrend die letztere in 
die ebenfalls bereits in § 3 auseinandergesetzte Lagrange’sche Regel 
iibergeht, ‘ 

Setzt man m+ m” =n und definirt die Functionen g41.. . Yn 
durch die Gleichungen 


(88) Yntep -{ fa(@yy Uy - ++ YmYm) dx (Bal ...m’), 
4 , 


so gelten offenbar die m” Ditferentialgleichungen 


(89) Waly - ~~ YnYn) = Fp(CYYy ~~~ Yn Yn) — Yng se = O 
(B=1...m), 


und den neuen Functionen y+ 3 sind iiberdies fiir «= 2 und «= 2! 
die Werthe 0 und Js vorgeschrieben. Definirt man ferner die Func- 
tion F’, durch die Gleichung 


m' m” 


(90) F, = FAD) PuQe +>) Qs, 


a=1 pai 
so lassen sich die Gleichungen (87) auch folgendermassen schreiben 


(91) SS eet Gar. 


7 = - o MM); 
cy, dx oy; di 


die entsprechenden Gleichungen fiir i = m+ 1,..., aber reduciren 
sich auf die folgenden 
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(92) at Boe . ie 
und driicken daher nur die Thatsache aus, dass die Gréssen Q,... Qn’ 
Constanten sind. 

Mit Anwendung der neyen Definitionen kann man daher erstens 
folgende neue Formulirung unseres Problems aufstellen, durch welche 
dasselbe der im vorigen Paragraphen allgemein behandelten Gruppe 
von Problemen eingefiigt wird: ,,Das Integral 


Jf Fenn’ . ++ YmYn) a2, 
& 


in welchem die Functionen y, ...% den endlichen Gleichungen 


(93) D,(ry, -. - Ym) = 0 (a =m 1... m’) 
und den Differentialgleichungen 
(94) Walay,.--Ys)= 0 (Bol... m’) 


geniigen und an den Grenzen 2° und 2! vorgeschriebene Werthe 
erhalten miissen, soll ein Minimum werden,*)“ Zweitens erhilt man 
fiir die entwickelte Lisung des Problems folgende Formulirung, welche 
mit der Lagrange’schen Regel iibereinstimmt: ,,Findet ein Minimum 
statt, so lassen sich die Functionen P, und Qs so bestimmen, dass 
ausser den Gleichungen (93) und (94) noch die » Gleichungen 

. oF, d OF 
(95) dy, ~ de Oy, == 0 (¢=—= 1...) 
gelten. “ 


Die Ergebnisse der im vorigen Paragraphen angestellten allge- 
meinen Untersuchungen kénnen jetzt ohne Weiteres auf unseren Fall 
angewendet werden. Da hierbei die bei Integration der Differential- 
gleichungen (95) ete. auftretenden Constanten eine wichtige Rolle 
spielen, werden wir zuniichst nachsehen, in welchen Verbindungen 
jene Constanten sich bei unserem Probleme darstellen, um daraus die- 
jenigen Vereinfachungen fiir die Behandlung der zweiten Variation 
herleiten zu kénnen, welche in der speciellen Natur dieses Problemes 
begriindet sind. 


*) Die in § 3 an die Differentialgleichungen ¥_,= 0 gestellte Forderung, 


keine einzige allgemeine Integralgleichung zu besitzen, geht hier in die Forderung 
jiber, dass weder eine der Functionen fs selbst noch irgend ein linear mit con- 


stanten Coefficienten aus denselben zusammengesetzter Ausdruck ein voilstiindiger 
Differentialquotient sein darf. 


39* 
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Entsprechend den am Schlusse des vorigen Paragraphen zusam- 
mengefassten Vorschriften haben wir das System der » + m’ + m” 
Differentialgleichungen 

eF, 4a aF, 
1 6y; dx éy; 
(96) oy &%, 


2) dx 


= (j—1...8), 


=(0, (a=1...m), 
3) Ve = QO, (Bp = | eee m’’) 


allgemein zu integriren. Die letzten m” der nm Gleichungen (96,) 
reduciren sich auf die Gleichungen (92), sagen also aus, dass die 
Gréssen Q, ... Q@,” Constanten sind. Die iibrigen m Gleichungen 
(96,) bilden zusammen mit (96,) ein System, welches nur die Func- 
tionen ¥, ... Ym mit ihren ersten und zweiten Ableitungen und die 
Functionen P, ... Py, sowie die Constanten Q,... Q,” enthalt. Dieses 
System kann nach den Gréssen y,"...yn, P,...P», welche linear 
darin eingehen, aufgelést werden, falls die Determinante R nicht 
identisch verschwindet — was wir annehmen. Ks ergeben sich dann 
in bekannter Weise durch Integration die Functionen y,...ym P,... Pm’ 
mit 2m willkiirlichen Integrationsconstanten ¢, ...¢2» noch ausser den 
bereits vorher vorhandenen Constanten Q, ... Qn. Fiihrt man die 
gefundenen Functionen y,... Ym in die Gleichungen (96,) ein und 
integrirt, so erhalt man schliesslich 


(97) Yn+e = Cp +f fs da (@=1...m"), 


wo mit C,...C,,” wieder neue Integrationsconstanten bezeichnet sind. 
Hiermit ist das System (96) volistindig integrirt. 
Die Vertheilung der 2n Integrationsconstanten ¢, ...¢2m Q,---Qm’ 


C,...Cy unter die verschiedenen Functionen wird durch folgendes 
Schema dargestellt : 


errr gee oy aw es 
(98) Ymti-+ ++ Yn : (¢, > ++ Cam Q, si Qm C, nb? Me Cu’), 
|p. co ok mit (Cy «2 s Se Q,-. + Qu). 


Die Bestimmung dieser Constanten durch die Forderungen der Aufgabe 
geschieht so: Wegen der Grenzbedingung, dass die y,,,3 fiir «= x° 
verschwinden miissen, sind die Gréssen Cs gleich Null; von den 2m-- m” 
fibrigen Constanten ¢, ... Cem Q,..-Qm dienen m” dazu, den Inte- 
gralen J, (d. h. den Functionen y,+¢ fiir « = z') die vorgeschriebenen 
Werthe zu geben, 2” aber zur Erfiillung der Grenzbedingungen fiir 
Y, ++. Ym, durch welche, da sie in Uebereinstimmung mit (93) gegeben 
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sein miissen, zugleich das Bestehen dieser letzteren Gleichungen ge- 
sichert wird. 

Die Functionen u;, werden nun durch partielle Differentiation der 
Functionen y; nach den Constanten ¢, ... Com Q,- ++ Qm Cy... Cn" ge- 
bildet. Wir setzen 





oy; 
Win a= ie (As=1...2m), 
OY; ye 
(99) Uiemtp = aA- (B=1...m) 
Oo”; v0 
Ui,2mtm'+p = aC, (6 =1...m"). 


Nach (97) sind dann die Groéssen tmys,.(u = 1...2m) fiir v= 2° 
simmtlich gleich Null, ausgenommen die Gréssen tn4s,2m+m'+s) 4. i. 
“att , welche gleich 1 werden. Dadurch erhalt die Determinante 

8 


‘ 0 0 
- A(e,2)= y+ thy, Moy» - Man Miwtt >> - Un,any 


welche eigentlich aus 4n? Elementen besteht, unmittelbar die folgende 
Form, in welcher nur (2m + m”)? Elemente vorkommen: 








cu ary Ou ; ae. | 
| oc, Olam O° OQm" | 
| @ Ym é Ym é Ym é Yn 

Oey OCom Oe OQm' 


| | 
Ae A Be Ae | 
Oey a2 L OC, m jaz=2° é @ a=2° OQ n” x= 2? | P 

(100) A(a,a%)—} ss ee ee RAAT ATS. Oc 8 oe 
| 
| 


non 7 [ OV ] [se | [ OUm | 
| Or i 0 Com Ja=x? é Q1 zx é Qm a= | 
| 











ZS. <. aie Ot . 
Oc, Clo m 0 Q: é Qn” | 
. 2 8 
Cm hn Cm Oars | 
oc e Com é Q: 6 Qn 


x 
Mit ig sind hier die Functionen ym4,, d. h. die Integrale f fxd be- 
2» 


zeichnet, welche fiir z=! vorgeschriebene Werthe annehmen mussten. 
Die unserem Probleme entsprechende Formulirung der am Ende 
von § 3 allgemein ausgesprochenen Kriterien des Minimums unterliegt 














592 L. Scnrerrer, 
nun keiner Schwierigkeit mehr. Um alles Ueberfliissige aus dem 
Resultate zu entfernen, werden wir die Erwihnung der als Hiilfsgréssen 
benutzten Functionen y,43 ganz vermeiden und demgemiiss auch statt 
der Function F’; die schon friiher (durch die Gleichung (86)) definirte 
Function /’ einfiihren, welche sich von F’, nur durch das Fehlen ge- 
wisser Mit Y%m+1..-Y%m+m" behafteter Glieder unterscheidet. Man sieht 
leicht, dass 


oR oF 
1 oe (¢==1...m), 
Oy; Oy; 
oF, or ° 
—- taznl...™ 
OY; OY; ( ); 
n m a 

a Or, | > hs nN 

~TA = aly Nite 
M1 CVO Me GE CViOM 


wird. Ferner erkennt man, dass nach beliebiger Annahme der Func- 
tionen 9, ..-.%m die Functionen 41... sich immer so bestimmen 
lassen, dass die m” Gleichungen 


n 
% ov, Ate ab. i 
— oy, n=O (Bal... dy 


welche in den Kriterien des Minimums eine Rolle spielen, erfiillt 
werden, sodass also diese Gleichungen den Functionen , .. . 4» keinerlei 
Beschriinkung auferlegen. 

Mit Riicksicht hierauf liefern die am Schlusse von § 3 zusammen- 
gestellten allgemeinen Siitze fiir unseren Fall folgendes Resultat: 

Zur Lisung des Problems, das Minimum des Integrales 


J= | B(x yy Yo + + Yu Yn) Cx 


zu finden, wenn die Functionen y, ... Ym an gegebene endliche Glei- 
chungen 

®, (ZY, .- - Ya) = O (aaa il... m’) 
gebunden sind, an den Grenzen x° und x' vorgeschriebene Werthe er- 
halten sollen und iiberdies der Bedingung unterliegen, dass auch die 
Integrale . 


Js =f felon Yi. YmYn) ae (Bal... m’) 
"A 


vorgeschriebene Werthe annehmen, dienen, wenn 
m* 


F +> Py Ve +> Osfe = F 


e=1 g=1 





dem 
ssen 
statt 
1irte 


ge- 
ieht 


inc- 
men 


‘tillt 


rlei 


en- 


lei- 


er- 
die 











Maxima und Minima der einfachen Integrale, 


gesetat wird, folgende m +- m' Differentialgleichungen 
OF a oF 
oy; dx 0y; 





= () (¢==1...m), 


ae ae (aazl...m), 


in denen die Grissen Q, ... Qm als Constanten zu betrachten sind. 
Durch Integration derselben erhalt man — wenn die Determinante (R) 
des Systems nicht identisch verschwindet — die Grissen y;, Pa als Fune- 
tionen von x mit 2m Integrationsconstanten c,...C2m. Die 2m-+-m” 
Constanten Q,... Qm C; «+ Com werden durch die Forderungen be- 
stimyt, dass sowohl die Functionen y; fiir « = x° und x = x', als auch 
die Integrale J; die vorgeschriebenen Werthe erhalten sollen. 

Damit nun wirklich ein Minimum des Integrales J stattfinde, darf 
nach Einsetzung der gefundenen Lisungen y; PQs 

I. der Ausdruck 


) a iN 
ara, ik 
ijk=l OO Ve 


fiir keinen Werth von x zwischen x° und x' negativ werden, falls die 
Grossen 4... %m den m Bedingungen 


m 


sy 0%, 


alam 0 (a= 1...m) 


‘=I 

geniigen, und es darf 

II. Die durch die Gleichung (100) definirte Determinante A(x, x°) 
zwischen x° und x' nicht das Vorzeichen wechseln. Diese beiden Be- 
dingungen sind nothwendig; denn ist eine derselben nicht erfiillt, so kann 
die zweite Variation sowohl positiv als negativ werden (abgesehen von 
cinem pag. 5173 erwihnten Ausnahmefalle). 

Ist andererseits der Ausdruck 


m ar 
= ay, dy, HN 


fiir solche Grissen yn, welche den genannten Bedingungen geniigen, im 
Intervalle x°«' bestindig positiv und verschwindet 1) A(a, 2°) weder 
zwischen x° und x' noch an der Stelle x = x' selbst, so ist auch die 
zweite Variation bestindig positiv und es findet sicher ein Minimum 
statt; verschwindet dagegen 2) A(x, x°) ewar nicht zwischen x° und z', 
aber fiir x= 2x', so kann die eweite Variation den Werth Null an- 
nehmen, ohne indessen negativ zu werden, das Minimum hdngt daher 
von den Variationen dritter und hiherer Ordnung ab. 


Berlin, October 1884. 

















Bemerkungen zu dem vorstehenden Aufsatze. 


Von L. Scuererrer in Miinchen. 


Zwei Mittheilungen, die ich der Giite der Herren A. Mayer und 
Weierstrass verdanke, veranlassen mich zu folgenden Bemerkungen. 
In § 3 des vorstehenden Aufsatzes habe ich darauf hingewiesen, 
dass die Lagrange’sche Regel fiir die Behandlung der ersten Varia- 
tion bei Problemen relativer Minima in ihrer Allgemeinheit noch nicht 
streng begriindet ist. Inzwischen hat Herr A. Mayer einen villig 
befriedigenden Beweis gefunden, welcher sich auf den in § 3 ange- 
gebenen allgemeinen Fall erstreckt*), Setzt man diesen Beweis an die 
Spitze des § 3, so gestalten sich die Entwickelungen des letzteren zu 
einem abgeschlossenen Ganzen, indem alsdann die daselbst gestellte 
Aufgabe allseitig zur Erledigung kommt. Die erste Hiilfte des § 4 wird 
dadurch insofern iiberfliissig, als das dort entwickelte Resultat nunmehr 
nur noch ein specieller Fall des von Mayer bewiesenen Satzes ist. 
Die zweite Bemerkung bezieht sich auf den Giiltigkeitsbereich der 
im vorstehenden Aufsatze fiir das Eintreten eines Maximums oder 
Minimums angegebenen Criterien. Ich hebe ausdriicklich hervor, dass 
dieselben nur giiltig sind, wofern man das iiber eine Curve erstreckte 
Integral bloss mit solchen Integralen vergleicht, welche sich auf be- 
nachbarte Curven beziehen; denn nur dann ist das Vorzeichen der 
zweiten Variation massgebend fiir dasjenige der Differenz der beiden 
Integrale. Unter einer benachbarten Curve aber ist nicht tiberhaupt 
jede Curve zu verstehen, welche innerhalb eines die gegebene Curve 
einschliessenden schmalen Fliichenstreifens liegt, sondern speciell nur 
jede solche, welche zugleich in ihrem Verlaufe iiberall nahezu parallel 
zu der gegebenen bleibt; denn die Potenzreihe, deren Glieder zweiter 
Ordnung die zweite Variation liefern, enthalt ausser den Potenzen der 
Coordinatendifferenzen y auch diejenigen ihrer Ableitungen 7’, es miissen 
daher auch diese unterhalb gewisser Grenzen liegen, wenn das Vor- 
zeichen der zweiten Variation massgebend sein soll,**) 
Stellt man die Frage, ob ein Maximum oder Minimum tberhaupt 
im Vergleich mit simmtlichen Curven stattfindet, die innerhalb eines 
die gegebene Curve einschliessenden schmalen Fliichenstreifens liegen, 
ohne ausserdem der Bedingung der angeniherten Parallelitit geniigen 
zu diirfen, so sind jetzt die aus der Betrachtung der zweiten Variation 
hervorgehenden Criterien zwar immer noch nothwendig, aber nicht mehr 
‘ « *) Leipz. Ber, 12. Jan, 1885. Vergl. auch Band 26 dieser Annalen, Heft 1. 
**) Genaueres hieriiber findet man in meinem inzwischen erschienenen Auf- 
satze ,,Ueber die Bedeutung der Begriffe Maximum und Minimum in der Variations- 


rechnung“ (Leipz. Ber. 2. Miirz 1885), welcher ebenfalls in den Mathematischen 
Annalen zum Abdruck gelangen soll. 
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hinreichend, In der That hat Herr Weierstrass Beispiele gefunden, 
bei denen ein Minimum in diesem weiteren Sinne nicht stattfindet, 
obschon die zweite Variation durchaus positiv ist. Ich erlaube mir, 
ein solches Beispiel mitzutheilen. 

Soll der Kérper, dessen Oberfliiche durch Rotation einer zwischen 
gegebenen Endpunkten sich erstreckenden Curve um die x-Axe ent- 
steht, bei der Fortbewegung in einem Fluidum méglichst geringen 
Widerstand erfahren, so muss das Integral 


J =fy ( ayy’ ds 


_ ein Minimum werden (Newton). Nimmt man von der Curve, welche 


sich durch Nullsetzen der ersten Variation ergiebt, ein stetiges Sttick, 
so ist die zweite Variation durchaus positiv. Grenzt man jetzt aber 
um diese Curve einen beliebig schmalen Flichenstreifen ab, so kann 
man innerhalb desselben immer eine Curve zwischen den Endpunkten 
A und B construiren, fiir welche das Integral J so klein wird, wie 
man will, Man braucht nur eine Zickzacklinie von der Art zu wihlen, 


dass der Differentialquotient SB seinem absoluten Betrage nach auf jedem 


einzelnen Stiicke derselben iiberall unter einer gewissen Grenze g liegt 
(vergl. Fig.), und die Ecken nach- 
triiglich abzurunden. Dass fiir 
diese Linie in der That das In- 
tegral J sehr klein wird, leuchtet 
unmittelbar ein, wenn man das- 


selbe auf die Form | y (ar) dy 


bringt und bedenkt, dass y beim = - 
Fortschreiten auf der Zickzack- 4° 
linie bestiindig wiichst. In dem erweiterten Sinne existirtalso hier iiberhaupt 
kein Minimum, da das iiber eine ganz beliebige Curve erstreckte Integral 
durch Abiinderung jeder Curve immer noch verkleinert werden kann. 
Herr Weierstrass hat, einer inzwischen erfolgten giitigen miind- 
lichen Mittheilung nach, fiir das Maximum oder Minimum in jenem 
erweiterten Sinne vor einigen Jahren Criterien gefunden und diese seinen 
Zuhdrern vorgetragen. Da denselben iihnliche, freilich in anderem Sinne 
ausgebeutete, Betrachtungen, wie die hier p. 536 u. 542 angestellten, zu 
Grunde zu liegen scheinen, so mdchte ich ausdriicklich hervorheben, 
dass ich von der Existenz jener Untersuchungen des Herrn Weierstrass 
erst nachtriglich Kenntniss erhalten habe; mir stand nur ein Vor- 
lesungsheft vom Jahre 1877 zur Verfiigung, in welehem sich noch 
keine Andeutung jener Gedanken findet. 





Miinchen im Januar 1885. 














Ueber den Pohlke’schen Satz. 
Von 


Friepricu Scuur in Leipzig. 


Der sogenannte Pohlke’sche Satz oder der Fundamentalsatz der 
Axonometrie ist zwar mehrfach behandelt worden, indessen scheint 
man kaum versucht zu haben, ihn in projective Form*) zu kleiden, 
obwohl von vornherein zu erwarten war, dass er dann alles Ueber- 
raschende verlieren, sein Beweis sich somit von selbst ergeben wiirde. 
Dies fand ich in der That bestiitigt, als ich bei einer zufilligen Be- 
schaftigung mit dem Pohlke’schen Satze diesen Versuch machte. Ks 
sei mir gestattet dies kurz auseinanderzusetzen. 

Der Pohlke’sche Satz lautet in etwas allgemeinerer Fassung 
folgendermassen : 

Vier gegebene Punkte A, B, C, O des Raumes lassen sich stets so 
durch Parallelprojection auf eine Ebene projiciren, dass die Projections- 
figur einer gegebenen aus vier Punkten A’, B’, C’, O' einer Ebene be- 
stehenden Figur dhnlich wird; von diesen leteten Punkten diirfen aller- 
dings niemals drei in einer Geraden liegen. 

Bedenkt man nun, dass die iihnliche Beziehung zweier Ebenen 
im projectiven Sinne aufzufassen ist als eine collineare, fiir welche die 
imaginiiren Kreispunkte im Unendlichen der einen Ebene denen der 
anderen entsprechen, so sieht man, dass der Pohlke’sche Satz in 
projectiver Form folgendermassen lautet: 

Vier gegebene Punkte A, B, C, O des Raumes lassen sich von 
einem gewissen Punkte S einer gegebenen Ebene o stets so auf eine zu 
suchende Ebene « projiciren, dass, wenn die vier Projectionen derselben 
vier gegebenen Punkten A’, B’, C’, O' einer gegebenen Ebene «' collinear 


*) Die Bemerkung auf 8. 339 von Fiedlers darstellender Geometrie, 1. Th., 
3. Aufi., Leipzig 1883 setzt zwar den einen Theil des Pohlke’schen Satzes, soweit 
er sich auf Affinitiit bezieht, in projective Form, nicht aber denjenigen, welcher 
sich auf Aehnlichkeit bezieht; gerade diesem Theile aber verdankt der Satz seine 
Verwendbarkeit in der Axonometrie. Auf S, 367 desselben Werkes findet man 
die auf den Pohlke’schen Satz beziigliche Litteratur angegeben. 
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gesetat werden, gleichzeitig den beiden Schnittpunkten von & mit einem 
gegebenen (reellen oder imagindren) Kegelschnitte k? von w die Schnitt- 
punkte von « mit demselben Kegelschnitte entsprechen; von den vier 
Punkten A’, B’, C’, O' diirfen allerdings keine drei in einer Geraden 
liegen. 

Der Beweis dieses Satzes ist aber sehr einfach. Zuniichst sieht 
man, dass der Punkt S eindeutig dadurch bestimmt ist, dass das 
Biindel durch S so collinear auf die Ebene « bezogen sein soll, dass 
den Strahlen SA, SB, SC, SO und der Ebene @ die Punkte A’, B’, 
C’, O' und die Gerade (e'@) entsprechen sollen. Es bilden niimlich 
alle derart collinear auf einander bezogenen Biindel des Raumes, dass 
die Strahlen durch die Punkte A, B, C, O einander entsprechen, ein 
Gebiisch collinearer Ebenenbiindel; ist nun festgesetzt, welche Ebene 
@ einer gegebenen Kbene irgend eines dieser Biindel entsprechen soll, 
so gentigt nur ein Biindel des Gebiisches dieser Bedingung.*) Ich 
stiitze mich absichtlich auf diesen allgemeineren Satz, obwohl der 
specielle sich in unserem Falle leicht nachweisen liisst, eben um den 
Beweis ohne jeden Kunstgriff zu bewerkstelligen. 

Ist nun der Punkt S gefunden, so suche man diejenigen Strahlen 
p und q durch S, welche den Schnittpunkten P’ und Q von ¢& mit 
k? entsprechen. Schneiden diese k* in resp. P,, P, und Q,, Q,, so 
erfiillt irgend eine Ebene « durch irgend eine der vier Geraden P, Q,, 
P, Q., P, Q,, P, Q, die Forderungen unseres Satzes. 

Ist der Kegelschnitt k*?, wie beim Pohlke’schen Satze selbst, 
imaginiir, so werden p und g durch eine elliptische Strahleninvolution 
vertreten, und es giebt dann zwei durch Zirkel und Lineal construir- 
bare reelle gerade Linien in @, auf welchen diese Strahleninvolution 
sowohl als das Polarsystem von k? dieselbe Punktinvolution bestimmen ; 
irgend eine Ebene durch eine dieser beiden Geraden liefert dann eine 
reelle Lésung unserer Aufgabe. Es liefert also unser Beweis auch die 
Mittel, die gesuchten Stiicke des Pohlke’schen Satzes mit Zirkel und 
Lineal zu construiren. 


Leipzig, im November 1884. 


*) Siehe meine Abh,: ,,Ueber die durch collineare Grundgebilde erzeugten 
Curven und Flichen“, diese Annalen Bd. XVIII, 8. 15. 














Eine einfache lineare Construction der ebenen rationalen 
Curven 5. Ordnung. 


Von 


Kart Roun in Dresden. 


Um eine bequeme Ausdrucksweise zu haben, will ich dieser Note 
folgende Definition vorausschicken: Zwei Punkte sollen conjugirt heissen 
in Bezug auf ein System von 7 festen Punkten, wenn sie mit diesen 
zusammen den vollstindigen Durchschnitt zweier Curven 3. Ordnung 
bilden. Ist das System der 7 festen Punkte selbstverstiindlich, so 
werde ich einfach von conjugirten Punkten sprechen, ohne das System 
der festen Punkte weiter zu erwihnen. Es wird sich nun zeigen, dass 
die Construction der rationalen Curve 5. Ordnung darauf hinausliuft, 
zu den Punkten einer Geraden die conjugirten Punkte zu construiren. 

1) Den Ausgangspunkt werde ich hierbei von einer gewissen Classe 
von ebenen Curven 6. Ordnung nehmen, da ich selbst auf diesem 
Wege zur Construction der rationalen Curve 5. Ordnung gelangt bin, 
und da diese Betrachtungen sich in bestimmter Weise auf Curven 
héherer Ordnung iibertragen lassen. 

Wir betrachten demgemiiss Curven 6, Ordnung mit 7 Doppelpunkten, 
deren Punkte paarweise conjugirt sind in Bezug auf das System der 
7 Doppelpunkte. Wie wir sofort erkennen werden, braucht eine Curve 
6. Ordnung mit 7 Doppelpunkten nur einer einzigen Bedingung zu 
geniigen, damit ihre Punkte paarweise conjugirt werden. Man kann 
dieses dadurch beweisen, dass man zeigt, dass alle Punkte der Curve 
paarweise conjugirt sind, sobald es nur eim conjugirtes Punktepaar auf 
derselben giebt.*) Jede Curve 3. Ordnung durch die 7 Doppelpunkte 


*) Analytisch liegt die Sache sehr einfach. Sind p=0, p=0, xy =0 drei 
Curven 3. Ordnung durch 7 feste Punkte und ist J(p w, zy) =0 die Jacobi’sche 
Curve des durch jene drei Curven bestimmten Curvenbiindels, so ist die Gleichung 
der allgemeinen Curve 6. Ordnung mit 7 Doppelpunkten: 


ag? + py +y72+2kyz+2izp +2upy+ed(9, ¥, x) = 9. 


Ist 9 = 0, so sind die Punkte der Curve 6. Ordnung paarweise conjugirt, wie die 
Gleichung unmittelbar lehrt, 
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und das conjugirte Punktepaar schneidet nimlich noch ein zweites 
Punktepaar aus, welches ebenfalls conjugirt ist. 

Da jede Curve 3. Ordnung durch die 7 Doppelpunkte noch zwei 
Mal zwei conjugirte Punkte ausschneidet, so folgt daraus, dass es 
noch unendlich viele Curven 3. Ordnung durch die 7 Doppelpunkte giebt, 
welche die Curve 6. Ordnung zwei Mal beriihren, a. h. welche dieselbe 
umhiillen. Jede Curve 3. Ordnung durch die 7 Doppelpunkte, welche 
die Curve 6. Ordnung ein Mal beriihrt, beriihrt sie immer noch ein 
zweites Mal. 

2) Es soll nun gezeigt werden, dass jede Curve 6. Ordnung mit 
7 Doppelpunkten, deren Punkte paarweise conjugirt sind, einen Be- 
riihrungskegelschnitt besitet, wenn man darunter einen die Curve 6 Mal 
beriihrenden Kegelschnitt versteht. Seien die Doppelpunkte mit 
D,, D,,..., -D; bezeichnet und nennen wir unsere Curve 6. Ordnung 
c;. Dann legen wir durch die 7 Doppelpunkte irgend zwei Curven 
3. Ordnung ¢, und ¢,', welche die Curve ¢, noch je zwei Mal beriihren, 
etwa in den Punkten B,, B, respective B,’, B,’. Die beiden Curven 
3. Ordnung schneiden sich noch in zwei Punkten S, und S,, deren Ver- 
bindungslinie S,S,—=g die beiden Curven noch in je einem Punkte 
schneidet, sie seien respective P und P”. 

Nun legen wir durch die 13 Punkte: D,, D,,...,D;, B,, B,, 
B,’, B,’, S,, S, eine Curve 4. Ordnung c, der Art, dass ihre Tangente 
in S, mit g zusammen den Winkel der Curven ¢, und ¢,’ harmonisch 
theilt, Da aber diese Curve c, mit der Curve c, eilf Punkte, nimlich 
D,,..., D;, B,, B,, 8,;, 8,, gemein hat, so schneidet sie noch einen 
weiteren, durch ie: eilf Punkte ssithesiinaubes Punkt aus derselben 
aus. Dieser Punkt ist nichts anderes als der Punkt P, weil die 9 
Punkte D,,...,D;, B,, B, den vollstindigen Schnitt zweier Curven 
3. Ordnung bilden. Wir erkennen somit, dass die Curve ¢c, durch die 
Punkte P und P’ hindurchgeht. 

Wir untersuchen jetzt das Curvenbiischel: ¢,? — @g*c, = 0, und 
achten dabei auf diejenige Curve des Biischels, welche mit der Curve 
¢, noch einen Punkt gemein hat. Die Curve 8. Ordnung zerfallt offen- 
bar in die Curve c, und eine Curve 5. Ordnung, deren Tangente in 
S, mit der Curve c, zusammen den Winkel von g und ¢, harmonisch 
theilt. Daraus folgt weiter, dass die Curve 5. Ordnung abermals zer- 
fallt in die Curve ¢,) und einen Kegelschnitt, denn sie hat mit ¢,' 
fiinfzehn Punkte gemein und ausserdem fallt ihre Tangente in S, mit 
der Tangente von c, zusammen. Der hier auftretende Kegelschnitt 
ist ein Beriihrungskegelschnitt unserer Curve 6. Ordnung, er geht 
ersichtlich durch die beiden Punkte P und P’ hindurch. Man ersieht 
hieraus, wie man Punkte des Kegelschnitts construiren kann. 
Umgekehrt giebt es durch die 6 Beriihrungspunkte des Kegel- 
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schnittes und die 7 Doppelpunkte unserer Curve 6, Ordnung noch 
doppelt unendlich viele Curven 4, Ordnung, welche dieselbe noch je 
in zwei Mal zwei conjugirten Punkten schneiden, Es mag noch erwiihnt 
werden, dass die hier studirten ebenen Curven 6, Ordnung mit 7 Dop- 
pelpunkten stets als Projectionen von Raumeurven 6. Ordnung auf- 
gefasst werden, welche aus einer Fliiche 2. Grades durch Fliichen 
4, Ordnang, die noch zwei Erzeugende einer Schaar enthalten, aus. 
geschnitten werden. 

3) Die Curve 6, Ordnung mit 7 vorgegebenen Doppelpunkten 
kann noch durch beliebige 5 Paare conjugirter Punkte hindurehgelegt 
werden. Legt man nun durch einen Doppelpunkt, etwa D, eine Gerade 
und nimmt auf derselben 5 Punkte an, so zerfiillt die zugehbrige Curve 
6, Ordnung in eine Curve 5, Ordnung mit 6 Deppelpunkten und diese 
Gerade, Daraus ergiebt sich sofort die Construction der rationalen 
Curve 5. Ordnung, von welcher die 6 Doppelpunkte D,, ..., Dy und 
ewei weitere Punkte P und Y gegeben sind. 

Man construire en Q den conjugirten Punkt Q in Beeug auf die 
7 andern Punkte, verbinde Q mit P durch eine Gerade g; dann erhiilt 
man alle Punkte der rationalen Curve 5, Ordnung, wenn man eu jedem 
Punkt der Geraden g den conjugirten Punkt sucht in Besug auf die 7 
festen Punkte: D,,..., Dy, P. Statt des Punktes P kann man jeden 
andern Punkt der Curve 5. Ordnung wiihlen, 

Aus dieser Bemerkung folgt weiter: Zu jeder rationalen Curve 
5. Ordnung gehirt ein eingiger ausgescichneter Kegelschnitt, wel- 
cher sie 5 Mal beriihrt. Markirt man auf der Curve einen beliebigen 
Punkt P und sieht durch jeden Punkt der Curve eine Gerade durch 
denjenigen Punkt der Ebene, welcher dem Curvenpunkt conjugirt ist in 
Bezug auf die 7 Punkte 2,, ..., Dy, P, so sind alle diese Geraden 
Tangenten jenes ausgeceichneten Kegelschnittes. Diese Verhiiltnisse lassen 
sich leicht auf die Fliiche 2. Grades und die Raumeurve 5, Ordnung, 
welche von den Geraden der cinen Schaar in je 4, von denen der 
andern Schaar in je einem Punkte getroffen wird, tibertragen. 

4) Neben dem bereits erwiihnten ausgezeichneten Kegelschnitt 
giebt es noch andere, die Curve 5. Ordnung 5 Mal beriihrende Kegel- 
schnitte, deren Beziehung zur Curve wir ebenfalls kurz ableiten wollen. 
Auch hier gehen wir wiederum von den Curven 6, Ordnung aus und 
zwar von den Curven 6. Ordnung mit solchen 6 Doppelpunkten, welche 
auf einem Kegelschnitte liegen. Wir werden beweisen, dass diese Curven 
6, Ordnung immer cinen Beriihrungskegelschnitt besitzen. 

Bezeichnen wir wieder die Doppelpunkte mit D,,... 1, und den 
sie enthaltenden Kegelschnitt mit k. Jede Curve 3, Ordnung ¢, durch 
die 6 Doppelpunkte schneidet aus der Curve 6. Ordnung noch 6 Punkte, 
P,, Py, ..., Py aus, welche auf einem Kegelschnitte | liegen. Der 
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Kegelachnitt / schneidet unsere Curve noch in 6 weiteren Punkten 
Wi» Gov .. ey Gy, die mit den Punkten D,, ..., Dy auf einer zweiten 
Curve 3, Ordnung ¢,' liegen; denn eine Curve des Biischels ¢,— ok? l= 0 
zerfiillt in die Curve e, und eine andere Curve 3. Ordnung, Wir finden 
also, dass alle Curven 3, Ordnung durch die 6 Doppelpunkte D,...D, 
einander paarweise gugeordnet sind, wie z. B, die Curven ¢, und e¢,'. 

5) Giebt es unter diesen Curven 3. Ordnung eine sich selbst gu- 
geordnete Curve, so riicken die Punkte Q,, ..., Qg mit den Punkten 
P,,..., Py wusammen; unsere Curve 6. Ordnung besitzt alsdann einen 
Beriihrungskegelschnitt. Zeigen wir nun, dass in der That immer eine 
sich yelbst conjugirte Curve 3. Ordnung existirt, 

Zu diesem Ende construire man in D, diejenige Gerade s,, welche 
mit der Tangente ¢, des Kegelsehnitts zusammen den Winkel der beiden 
Aeste unserer Curve 6, Ordnung in D, harmonisch theilt; ebenso con- 
+9 SG 
respective. Je zwei einander zugeordnete Curven 3, Ordnung ¢, und 


struire man in den tibrigen Doppelpunkten die Geraden s,, 8,, . . 


cy theilen cann die Winkel der 6 Geradenpaare ¢,8,, t,8,, ..., tyS, 
harmonisch, da ¢,.¢;) = 0 eine Curve des Bischels cy — @k?l == 0 ist, 
Wiihit man demnach diejenige Curve 3, Ordnung durch D,, D,,...,Dg, 
welche in D,, D,, Dy die Geraden s,, 8,, 8, respective tangirt, so 
entspricht ihr eine zweite Curve 3. Ordnung, welche die gleichen 
Kigenschaften besitzt, d. h. diese Curve 3, Ordnung entspricht sich 
selbst und tangirt folglich auch die Geraden s,, s,, 8, in den Paunkten 
D,, D,,, Dy respective. Hiermit ist aber der Beweis ftir die Existenz 
eines Bertihrungskagelschnitts erbracht; zugleich haben wir gefunden, 
dass die 6 Beriihrungspunkte des Beriihrungskegelschnitts mit den 6 
Doppelpunkten auf ciner Curve 3, Ordnung liegen. Die ebenen Curven 
6, Ordnung mit 6 Doppelpunkten, welche auf einem Kegelschnitte 
liegen, kénnen stets als Projectionen von Raumeurven 6, Ordnung 
aufgefasst werden, welche den Schnitt einer Fliiche zweiter und einer 
Vliiche dritter Ordnung bilden, Der Beweis hierftir ist nach dem Vor- 
hergehenden sehr einfach, 

6) Kehren wir zur rationalen Curve 5. Ordnung zurtick. Durch 
vier ihrer Doppelpunkte, etwa D,, D,, D,, D, legen wir einen Kegel- 
schnitt, welcher sie noch in zwei Punkten P, und P, schneidet, Thre 
Verbindungslinie /, 2, = g bildet mit der Curve 5, Ordnung zusam- 
men eine Curve 6. Ordnung von der soeben behandelten Art, d. h. es 
giebt einen Kegelschnitt, welcher die Curve 5. Ordnung 5 Mal und 
die Gerade g ein Mal bertihrt. Variiren wir den Kegelschnitt durch 
die Punkte D,, D,, D,, D,, so iindert sich dabei bestiindig die Gerade 
g; aber sie bleibt immer Tangente an den 5 Mal beriihrenden Kegel- 
schnitt; denn der letztere kann sich nicht stetig iindern, da es nur . 
eine endliche Zahl von solchen Kegelschnitten giebt. Legt man durch 
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irgend 4 Doppelpunkte einer rationalen Curve 5. Ordnung ein Kegel- 
schnittbiischel, so bilden die Verbindungslinien der Punktepaare, welche 
die einzelnen Kegelschnitte noch aus der Curve 5. Ordnung ausschneiden, 
die Tangenten eines, die Curve 5. Ordnung 5 Mal beriihrenden Kegel- 
schnittes. Es existiren 15 solche Kegelschnitte, zu je 4 Doppelpunkten 
ist einer eindeutig zugeordnet. Jedem dieser 5 Mal bertihrenden Kegel- 
schnitte entsprechend kann die rationale Curve 5. Ordnung als Pro- 
jection einer Raumcurve 5. Ordnung aufgefasst werden, welche als 
Schnitt einer Fliche zweiter und einer Fliche 3. Ordnung (die noch 
eine Gerade gemein haben) erscheint. 

Ausser den aufgezihlten 5 Mal beriibrenden Kegelschnitten der 
rationalen Curve 5. Ordnung kann es keine weiteren geben. Denn es 
lisst sich die ebene rationale Curve 5. Ordnung, jedem 5 Mal be- 
rihrenden Kegelschnitt entsprechend, als Projection einer Raumcurve 
5. Ordnung ansehen und wir werden also zu den bereits erwaihnten 
Kegelschuitten zuriickgefiihrt. Jede rationale ebene Curve 5. Ordnung 
besitet 16, fiinf Mal beriihrende Kegelschnitte,*) in Folge dessen kann 
sie auf 16 verschiedene Weisen als Projection einer Raumcurve 5. Ord- 
nung dargestellt werden, und zwar 15 Mal als Projection einer Raum- 
curve 5. Ordnung, welche den theilweisen Schnitt einér Fliche zweiter 
und einer Fliche dritter Ordnung ausmacht, und ein Mal als Pro- 
jection einer Raumeurve 5. Ordnung, welche den theilweisen Schnitt 


einer Fliiche zweiter und einer Fliiche vierter Ordnung bildet. 


Dresden, im December 1884. 


*) Fiir eine allgemeine Curve 5, Ordnung giebt es 208 fiinf Mal beriihrende 
Kegelschnitte, was ich ohne Beweis hier anfiihre. 


























